Algoritmuselmélet potzarthelyi
2012. aprilis 25.

A rendelkezésre all6 munkaidg 100 perc.
Kérjiik, minden résztvevé nevét, NEPTUN kodjat, a dolgozat minden lapjanak jobb fels§ sarkaban olvashatdan és
helyesen tiintesse fel. Ezen kiviil a legfelss lapra irja ra gyakorlatvezetdje nevét is (akihez a NEPTUN szerint jar).
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-31 pont: 1, 32-43 pont: 2, 44-55 pont: 3,
56-67 pont: 4, 68-80 pont: 5. A puszta (indoklas nélkiili) eredménykozlést nem értékeljiik. A megindokolt részeredményért
aranyos pontszam jar. Az évvégi jegy kiszamitasakor a (legalabb elégséges) zh pontszamat vessziik figyelembe.
Iroszeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkéz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott
jegyzet, a szamolod- és szamitogép ill. mobiltelefon hasznalata, tovabba a dolgozatiras kozbeni egyiittmiikodeés.
Az eredményeket a gyakorlatvezetstsl lehet majd megtudni.

1. Tudjuk, hogy az f(n),g(n) : N — N fiiggvényekre igaz, hogy f(n) = O(g(n)), de
f(n) # ©(g(n)). Lehetséges-e, hogy f(n) + 2012 - n'°8"™ = O(n -logn + g(n))?

Egy lehetséges megoldds:
Jehetséges-e": vagy belatjuk, hogy lehetséges (adunk példat), vagy bizonyitjuk, hogy sosem igaz

Az f(n) = n-logn és g(n) = 2012- n'°8" vélasztas a feladatnak megfelels allitas, mert:

(a) f(n) = O(g(n)), hiszen n-logn = O(n?), és - ha n > 4 - akkor mar n? = O(2012-n'°&") is
teljesiil

(b) f(n) # ©(g(n)), hiszen n-logn # Q(n?), de 2012-n'e™ = Q(n?)

(c) f(n)+2012-nle™ = O(n -logn + g(n)), hiszen a két oldal teljesen megegyezik, és barmely
a(n)-re a(n) = ©(a(n))

Tehat lehetséges.

2. Egy n-szer n-es tablazat minden kockdjaba egy (nem feltétleniil pozitiv) egész szam van irva vagy
rozsaszinnel vagy sargaval. Sétat szeretnénk tenni a tablazatban a kovetkezs feltételekkel: a séta
béarhol indulhat és barhol végzddhet, egy lépésben vagy balra vagy felfelé 1éphetiink egy mezét,
de csak akkor ha kdzben szint is valtunk. Egy ilyen séta értéke a kozben érintett mezskon levs
szamok Osszege (a végponti mezdk is szamitanak). A séta allhat egy mezdbdl is, azaz végzédhet
ott, ahol kezdédik. Adjon algoritmust, ami O(n?) lépésben meghatérozza a tédblazatban taldlhato
legértékesebb séta hosszat.

Eqgy lehetséges megoldds:

Legyen ¢; ; az eredeti tablézat 7. soranak j. eleme.

Toltstink ki egy n x n-es A tablazatot, ahol A, ; jeldli az ¢. sor j. eleméhez érve elérhetd maximalis
értéket.

A n = Cnp, hiszen a jobb als6 mezben befejezve nem jathattunk mashol

Alulrol felfelé, jobbrol balra haladva:

A; ;= max{ A j+1, Ait1;,0} + ¢ ;, a maximumképzésben pedig csak azokat vessziik figyelembe,
ahol az adott A-beli mezd létezik, és a szine a (i, j) mez66tdl kiilonbo6zd.

A megoldas az A tablazat maximuma lesz.

Az algoritmus lépésszama O(n?), mert egy n? méretii tablazatot toltiink ki gy, hogy barmely
mez6 kiszamitdsa konstans 1épést igényel, tehat O(n?) - emellett ugyanebben a tablazatban ma-
ximumkeresést csinalunk, ami szintén O(n?). Tehét dsszességében is jo a 1épésszam.

Az algoritmus jo, mert kisebb eredményt nem tud adni, hiszen barmely j6 séta értékét 6sszegezziik
ily médon. Emellett nagyobb eredményt sem kaphatunk, mert amit szamlélaskor megkapunk,
mint eredmény, azon az algoritmust visszakovetve megkapjuk a hozza tartozo sétat (tehat van
olyan séta).




3. Urhajonkkal egy véges, egydimenzios univerzumban ragadtunk, amelynek pontjait 0 és r kozotti
egész koordinatékkal azonositjuk. A kozlekedést a 0 < xy,x9,..., 2, < r koordinatakon elhelye-
zett tikorteleportok segitik: egy-egy tiikorteleport aktivalasakor tirhajonk pozicidja tiikrézédik a
semmisiiliink, ha ezzel kilépnénk az univerzumbol). Az s koordinatardl indulva szeretnénk a ¢
koordindtan talalhaté — menekiilést jelents — féregjarathoz jutni. Adjon O(r?) lépésszamu algo-
ritmust, amely meghatarozza, hogy ehhez legkevesebb hanyszor kell teleportalnunk!

Eqgy lehetséges megoldds:

Egydimenzios, véges, 0 és r kozotti egész koordinatakkal azonositjuk. Tehat az univerzum (maxi-
mum) 7 + 1 darab pontbdl all.

Vegylink fel egy GG grafot, amely cstcsai az univerzum pontjai, élei pedig aszerint adédnak, hogy
az adott cstucsbol tiikorteleport segitségével atléphetiink-e a mésikba.

Inditsunk egy BFS-t a kapott graf s csticsabol, és figyeljiilk meg, hogy el tudunk-e elakadas és
1j komponensbdl indulas nélkiil jutni ¢-be. Ha el tudunk jutni, akkor a BFS ezen tulajdonsagat
(sulyozatlan grafban legrovidebb 1t keresésére alkalmas) felhasznalva tudhatjuk, hogy ahanyadik
szinten megtalaltuk a t csticsot, az a legrovidebb utat adja meg.

Ez j6 mert barmely utvonal a grafban is egy utnak felel meg, és forditva. Tehat a legrévidebb it
keresése BFS-sel egy legrovidebb teleportalast ad meg.

Lépésszama O(r?) az alabbiak miatt:

A grafot éllistajaval felvenni O(r?), hiszen csticsokbol r + 1 = O(r) darab van, a tiikortelepor-
tokbol pedig (mivel az univerzum O(r) ponti) O(r) van, és barmelyiktsl vagy balra vagy jobbra
O(r/2) van, tehat legfeljebb O(r?) élrsl van sz6.

A grafban BFS-t futtatni O(n + e) koltségd, tehat O(r?).

4. Egy iranyitott graf csicshalmaza {A, B, C, D, E, F'}, az élek és stlyaik pedig az alabbiak: s(A, B) =
2, s(A,C)=17,s(A,D)=3,s(A,F) =4, s(B,C) =4, s(C,E) =3, s(D,B) =z, s(D,E) = 2,
s(E,F) =4, s(F,C) = 2x.

Az x nemnegativ valos paraméter fiiggvényében hatarozza meg az A csiicsbol a tobbi csiicsba vett
legrovidebb utak hosszat a Dijkstra algoritmussal !

Eqgy lehetséges megoldds:

| B | C | D] E [F[KESZ

1]2 7 3 oo 4] {A}

2. |2 6 3|00 |4 |{A B}

3.1 2 6 3|5 |4|{A B,D}

4.1 2| min{64+22} | 3|5 |4|{A B,D F}
ha x < 1/2: 5. ] 2 4+2z 315 |4|{AB,C,D F}
ha x <1/2: 6. | 2 4+2z 3/5|4|{AB,C,D,E F}
haxz>1/2:5.| 2| min{64+22z} |3 | 5 |4|{A B, D, E F}
hax>1/2:6.| 2 | min{6,4+2z} | 3 | 5 |4 |{A,B,C,D,E,F}

Ha z = 1/2, akkor a valasztasunktdl fiigg, merre is jutunk.

5. Egy n-szer n-es tablazatban az 1,2,...,n? egész szamok vannak valamilyen sorrendben (az n?

szam mindegyike pontosan egyszer szerepel). Szeretnénk ezeket a szamokat rendbe rakni, ugy,
hogy az i. sorban ((i — 1)n + 1)-t6l in-ig legyenek novekvSen a szamok, minden 1 < i < n
esetén. A szamokat csak egyféleképpen tudjuk mozgatni: két (nem feltétleniil szomszédos) elemet
felcserélhetiink.

(a) Adjon O(n?) cserét hasznélo algoritmust a feladat megoldasara! (A cserén kiviil barmi mast
korlatlanul szabad csinalnunk.)

(b) Létezik-e olyan algoritmus, ami O(nlogn) cserével megoldja a feladatot?




Eqy lehetséges megoldds:

(a) keressiik meg a legkisebb nem helyrerakott elemet és tegyiik a helyére, majd folytassuk igy
tovabb a maradékon. Ez O(n?) cserét igényel, hiszen minden elemet legfeljebb egyszer cseréliink
(akkor a helyére), kikeresni pedig nem kertil cserébe.

(b) nem lehetséges, hiszen egy cserével legfeljebb két elemet keriilhet a helyére, emiatt ha egyik

elem sincs a helyén kezdetben, akkor kell legaldbb [%2—‘ csere, ami nem O(nlogn).

. Egy kezdetben iires binaris kereséfaba sziirja be az alabbi szamokat az alabbi sorrendben:
7,72,12,27,10,4,6,5, majd torolje ki a 7-t, aztdn pedig a 72-t.
Minden lépés utan adja meg az aktualis allapotot.

Eqgy lehetséges megoldds:
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. Egy kupac elemeit inorder bejaras szerint kiolvasva a 13,12, 31,10, 14,4, 23, 18, 51 sorozatot kap-
juk. Rajzolja fel a kupacot!

Eqgy lehetséges megoldds:
Egy 9-elemt kupac alakja (teljes binaris fa):

6065

A kupacban a legkisebb elem a gyokér, tehat a 4.

Inorder: inorder(bal(x)), x, inorder(jobb(x))

Tehat a 4-estsl balra 1év6 elemek vannak a bal részfaban a jobbra 1évék a jobb részfaban.

A bal részfa minimum és gyokere tehat 10, attol balra 1év6k minimuma a 12, ez van téle balra.
A 10-t6l jobbra csak a 14 lehet.

A 4-estdl jobbra a 18 van, mert az a legkisebb abban a részfaban.

Tehat a kupac:



8. Mekkora lehet egy olyan piros-fekete fa magassaga, amiben 7 elemet tarolunk?

Eqgy lehetséges megoldds:

A magassag a gyokértsl a levélig vezets tton az élek szama.

A magassag legalabb 3, hiszen 2 magassigi faban nem fér el, csak 3 elem.
3 lehet is:

4 is lehet:

4

2

1 3
OGO
4-nél tobb nem lehet, mert akkor a leghosszabb agon legalabb 5 él kellene legyen, emiatt pedig
(mivel a levél és a gyokér is fekete, legfeljebb 2 piros cstcs lehet rajta (2. és 4. vagy 2. és 5. vagy
3. és 5.), tehat kell legyen legalabb 3+1 (3 belsd cstics, plusz 1 levél) fekete csiuics. Azaz, mivel a
feketemagassag minden iranyba ugyanannyi, barmely agon kell legyen 3+1 fekete cstcs, ez pedig
azt jelenti, hogy legalabb 7 fekete elem van a fa belsejében. Ez pedig ellentmondés, hiszen akkor
nem lehet piros cstics mar, ha 7 elemet tarolunk, hisz mind fekete. Tehat 4-nél t6bb nem lehet a
magassag.




