Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi

A rendelkezésre 4116 munkaids 100 perc. 2012. januar 05.
Kérjiik, minden résztvevs nevét, NEPTUN kédjat, a dolgozat minden lapjanak jobb fels6 sarkdban olvashatdan
és helyesen tiintesse fel. Ezen kiviil a legfelss lapra irja ra gyakorlatvezetéje nevét is (akihez a NEPTUN szerint
jar).
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-31 pont: 1, 32-43 pont: 2, 44-55
pont: 3, 56-67 pont: 4, 68-80 pont: 5. A puszta (indoklas nélkiili) eredménykézlést nem értékeljiik. A megindokolt
részeredményért aranyos pontszam jar. Az évvégi jegy kiszamitasakor a (legalabb elégséges) zh pontszaméat vessziik
figyelembe.
Irészeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkdz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott
jegyzet, a szdmold- és szamitdgép ill. mobiltelefon hasznalata, tovdbba a dolgozatiras kozbeni egyiittmikodés.
Az eredményeket hétfé délig igyeksziink kézzétenni a honlapon.
Megtekintés, szébeli: 2012. januar 9. hétfs, 14:00-15:00, valahol a tanszék kérnyékén

1. Definiald az O(f) és Q(f) jelolések jelentését!

Eqgy lehetséges megoldds:

O(f) jeldles definicioja: Ha f(x) és g(x) az RT egy részhalmazan értelmezett, valos ér-
téket felvevd fiiggvények, akkor g = O(f) jeloli azt a tényt, hogy 3 ¢ > 0 és xy > 0 allandok,
hogy [g(z)| < ¢ - [f(x)] , ha = = .

Q(f) jelolés definicioja: Ha f(z) és g(z) az RT egy részhalmazén értelmezett, valos ér-
téket felvevd fiiggvények, akkor g = Q(f) jeloli azt a tényt, hogy 3 ¢ > 0 és zp > 0 allandok,
hogy |g(z)| = ¢+ [f(x)] , ha = > .

2. Trd le a radix rendezés algoritmusat és bizonyitsd be, hogy az algoritmus mindig helyes
eredményt ad! Mennyi az algoritmus lépésszama? (A 1épésszamot nem kell indokolni.)

Eqgy lehetséges megoldds:

A radix rendezés egy olyan lexikografikus rendezés, ami el6szor k. koordindta szerint la-
darendez, majd (k —1)., (k —2).,..., 1. szerint, ebben a sorrendben. Mindig az egész listat
rendezziik.

Ekkor azt allitjuk, hogy a lista rendezve van.

Az allitas bizonyitasa:

Két tetszGleges elem legyen b = (by, by, ..., b) és ¢ = (c1,¢,...,¢k), ahol b < c. Az éllitas
szerint a rendezés befejeztével b el6rébb van, mint c.

b; = ¢; Vi esetén, amire 1 <1i < j , és legyen b; < ¢, ahol 1 < j < k.

A radix rendezés el6bb a k., majd a (k—1).,...,(j+1). koordinata szerint ladarendez. A j.
koordinata szerinti ladarendezés soran a b a c elé keriil. A tovabbiakban a (j—1).,...,1. ko-

ordinéita szerinti rendezés nem valtoztat a kettdjiik sorrendjén, tehat a rendezés befejeztével
b a c el6tt lesz, igy az allitast igazoltuk. [J

Lépésszam: n elem rendezésének lépésszama, melyek egyenként k darab koordinataval ren-

delkeznek O(n + |A1]) + O(n + |Az|) + -+ O(n + |Ax|) = O(k - n+ > |A;|), ahol az A,
i=1

véges, rendezett halmazbol az i. koordinata kertilt ki, igy |A;| jeloli az i. koordinata szerinti
rendezészhez sziikséges ladak szamat.

3. Ismertesd az iranyitott graf erGsen Osszefiiggd komponenseinek meghatérozasara tanult al-
goritmust! (Az algoritmus helyességét nem kell bizonyitani.) Mennyi az algoritmus lépés-
szama? (Indoklas ehhez sem kell.)




Egy lehetséges megoldds:

Az algoritmus lépései:

I. DFS futtatasa egy valasztott x cstucsbol.

IT. A graf éleinek iranyitasanak megforditasa utan DFS, csokkend sorrendben inditva az
el6z6 befejezési szamok szerint.

ITI. Ami mindkét irdAnyban egy komponensben van, az egy erGsen 6sszefiiggé komponensben
van.

Lépésszam: O(n + e), ahol n a csucsok, e pedig az élek szama.

. A Dinamikai Koztarsasagban n-féle cimlet pénzt hasznalnak: d; < dy < --- < d,, dinaroso-
kat. Adj O(nC) lépésszamu algoritmust, ami meghatarozza, hogy legkevesebb hany darab
pénzzel lehet kifizetni C' dinart! (Feltessziik, hogy C' dinart valahogy ki lehet fizetni a fenti
cimletekkel.)

Egy lehetséges megoldds:
A feladatot dinamikus programozas segitségével oldhatjuk meg.

A megoldas elején egy kis egyszertisitést tehetiink a dinarosokkal kapcsolatban: mivel a
feladatban meg van engedve az egyenlGség az egyes dinarosok kozott, ezért az egyforma ér-
téket képviselSket kezeljiik azonosnak. Ezaltal n’ < n féle pénz &all rendelkezésiinkre.

Kis C' értékekre konnyen meghatidrozhato, hogy legkevesebb hany pénzzel lehet az adott
értéket kifizetni. (A feladat megadta, hogy a C' értéket valahogy ki lehet rakni a dinarosok-
bol.) Ez C' = 0 esetén 0 érmét jelent.

Ekkor jelolje T[i] az i 6sszeg elGallitasahoz sziikséges pénzek minimalis szamat. Ekkor legyen:

. 0 ha:i=0
Thl = min{7li ]} +1 hai>0
J

ahol a rekurzios képletben a '+1’ jeloli az 0] Osszeg kirakdsdhoz sziikséges felhasznalt pénzt.

Az algoritmus végrehajtasa soran sorban elkezdjiik kiszamolni T[1], T[2], ... értékeket
Leallési feltétel: ha ¢ = ' akkor a megéllunk.

Megoldas: T[C]

Az eredmény helyes, mivel minden kiszamolt 7 [i] értékhez létezik egy érmekombinaci6, me-
lyeket mind figyelembe vessziik, igy mindenképp ezek minimuma keriil kivalasztasra.
Lépésszam: minden szobajove 0, ..., C Gsszeg esetén n’ elem minimumat vizsgaljuk, ahol
n' < n, igy a lépésszam O(nC).

. Egy 15 elemet tartlamaz6 kupacban az 1,2, ..., 15 szdmok vannak valamilyen elrendezésben.

v

Egy lehetséges megoldds:

A kupac témb reprezentaciojarol tudjuk, hogy ha a kupacot reprezental6 teljes binaris fa csi-
csait egy A[l : n] tombben taroljuk, akkor igaz, hogy balfiti(A[i]) = A[2i] és jobbfiu(A[i]) =
A[2i + 1]. Ezek alapjan tehat a feladat meghatarozni, hogy mi lehet a balfit(gydkér) ered-
ménye?



Megallapithatjuk, hogy a gyokérben az 1 fog szerepelni, hiszen ez az elem a legkisebb, és a
kupac tulajdonsagai miatt a legkisebb elem szerepel a gyokérben. A 15 elemet tartalmazo
kupac egy 4 szintt, teljes bindris faval reprezentalhat6. Ebbdl kovetkezik, hogy a 6 legna-
gyobb elem (10,11,...,15) az als6 2 szint valamelyikén helyezkedik el. Ha nem igy lenne,
akkor sériilne a kupac tulajdonsag.

Vegyiik az alabbi elrendezést:

Ebben az esetben x helyén allhat 2,3, ..., 9 attol fligg6en, hogy mi volt a beszirés sorrendje.
A fennmaradd 7 szambdl pedig egy kupacot kell épiteni a gyokér jobb részfajaként. Ezek
az elemek az abran a 7-lel jelolt helyekre keriilnek. Mivel belattuk, hogy a maradék szidmok
koziil egyik sem szerepelhet = helyén, igy a megoldas az, hogy a 2,3,...,9 szamok koziil
barmelyik allhat az A[2]-ben.

. Egy kezdetben iires 3n méretd hashtablaba nyitott cimzéssel beszirunk n kiilonho6z6 egész
szamot a h(x) = x (mod 3n) hashfiigvény alkalmazasaval, kvadratikus probaval. Legfeljebb
héany iitkozés torténhet?

Eqgy lehetséges megoldds:

Megjegyzés: Mivel a feladat hibasan lett kiirva, ezért linearis probalassal oldjuk meg (kvad-
ratikus esetben nem lehetne garantélni ezt a felsg korlatot). A feladat ilyen megoldasara 10
pont jart annak ellenére is, hogy hibas volt.

. : o . . o n=1)-n .
Mivel a tabla kezdetben iires, emiatt az iitkozések elvi maximuma > i = % , hiszen
i=0

minden beszirandé elem maximum annyi elemmel {itkozhet, ahany elem van a tablaban. J6
megoldas lehet ilyenkor a feladatra, ha mutatunk egy olyan esetet, ahol az iitk6zések szama
pont a fent nevezett érték, hiszen ennél t6bb iitk6zés semmiképp nem lehet.

Ha csak olyan kiilonb6z6 z; elemeket sztirunk be, amire Vi esetén x; = k (mod 3n), ahol k
alland¢, akkor minden beszurasnal az iitkdzések szama maximalis lesz. Igy belattuk, hogy

. n—1)-n
az utkozések szdma maximum Q lehet.

. Ellistaval adott egy G graf, melynek élei stilyozottak (lehetnek negativ silyok is). Szeretnénk
a graf pontjait két csoportra felosztani — egy X és egy Y ponthalmazra — gy, hogy a legisebb
stlyt olyan él, aminek egyik végpontja X-beli, mésik pedig Y-beli, a lehets legnagyobb silyt
legyen. Adj O(eloge) lépésszamu algoritmust egy ilyen felosztas megtalalasara!

Egy lehetséges megoldds:

Elgszoér nézziik azt az esetet, amikor a G graf Osszefiigg6. Ebben az esetben keressiink
benne minimalis stlyu feszit6fat, valasszuk ehhez a Prim algoritmus éllistas implementacio-
jat, ennek a lépésszama O(eloge). A cstcsokat az F' minimalis feszit6fa egyik legnagyobb
stlyu éle (melynek silyat jeloljiik s-el) bontsa két részre: az él egyik oldalan 1évg pontok
alkossak az X, a méasik oldalon 1év6k az Y halmazt.



Megmutatjuk, hogy ez a felosztas megfelels. Tegyiik fel indirekt, hogy egy mésik, X' Y’
felosztés esetén minden X' és Y’ kozott futod él nagyobb, mint s. Mivel F feszit6fa, biztosan
lesz olyan éle, ami X' és Y’ kozott fut. Viszont F minden élének silya legfeljebb s, igy
ellentmondésra jutottunk.

Ha a G graf nem Osszefiiggs, akkor a fenti 1épéseket komponensenként kell végrehajtani,
majd a minimalis feszit6takbol allo feszitGerdsbdl kell kivalasztani a legnagyobb sulyu élet.

. Igazold, hogy a kovetkez6 eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes:

Input: G graf, k egész szam

Kérdés: Van-e G-ben olyan feszitéfa, melynek maximalis fokszdma pontosan k7

Eqgy lehetséges megoldds:

A feladat megoldasat kezdjiik az NP-beliség belatasaval. Jelen esetben egy jo tand erre
az n csucsu grafban egy olyan feszit6fa mutatésa, aminek a maximalis fokszama k, hiszen ez
polinom id&ben ellenérizhets: az adott fara megnézziik, hogy minden csticsat tartalmazza-e
a grafnak (O(n) lépés), illetve a fa minden csucsara deg(v) < k, és van olyan csics amire
deg(v) = k (szintén O(n) 1épés). Ezzel belattuk, hogy az adott eldontési probléma NP-beli.

Jeloljiik a feladat eldontési problémajat L-lel, és L'-vel azt a kicsivel egyszertibb problémaét,
hogy ha a kérdést csak legalabb 3 pontu grafokra kell eldonteni. Elég belatni, hogy L'
NP-nehéz, hiszen ebbdl nyilvan kovetkezik, hogy az altalanosabb L is az.

Belatjuk, hogy Hut < L’. A Karp-redukcié a G grathoz rendelje a (G, 2) part, vagyis L’
bemente legyen G' = G és k = 2.

Az gy megadott fiiggvény polinom idében szamolhat6. Tovabba pontosan akkor tartalmaz
G Hamilton-utat, ha G’-ben talalhat6 olyan feszit6fa, aminek a maximaélis fokszama k = 2.

Ez a kett§ azért lesz minden esetben ekvivalens, mert az a feszit6fa, aminek a maximaélis
fokszama 2 az egy 1t, mely minden G-beli csticsot tartalmaz.

Tehat L' és ezért L is egy NP-nehéz probléma. Mivel NP-beli is, ezért NP-teljes.




