Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi

A rendelkezésre all6 munkaidé 100 perc. 2011. december 22.
Kérjiik, minden résztvevs nevét, NEPTUN kédjat, a dolgozat minden lapjanak jobb felsé sarkidban olvashatdan
és helyesen tiintesse fel. Ezen kiviil a legfelss lapra irja ra gyakorlatvezetdje nevét is (akihez a NEPTUN szerint
jar).
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-31 pont: 1, 32-43 pont: 2, 44-55
pont: 3, 56-67 pont: 4, 68-80 pont: 5. A puszta (indoklas nélkiili) eredménykozlést nem értékeljiik. A megindokolt
részeredményért aranyos pontszam jar. Az évvégi jegy kiszamitasakor a (legalabb elégséges) zh pontszaméat vessziik
figyelembe.
Irészeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkdz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott
jegyzet, a szdmold- és szamitdgép ill. mobiltelefon hasznalata, tovabba a dolgozatiras kézbeni egyiittmiikodés.
Az eredményeket péntek estéig igyeksziink kézzétenni a honlapon.
Megtekintés, szébeli: 2012. januar 3. kedd, 14:00-15:00, IB2.17.1.

1. Trd le a legrovidebb utak keresésére szolgald Dijkstra-algoritmust. Mi az algoritmus alkal-
mazasanak feltétele? (Az algoritmus helyességét nem kell bizonyitani.) Mennyi az algoritmus
lépésszama, ha a graf a matrixaval van megadva és miért?

Egy lehetséges megoldds:

A Dijsktra-algoritmus egy stilyozott, de negativ silyokat nem tartalmazé iranyitott (vagy
iranyitatlan) G graf egy adott s pontjabol meghatéarozza a legrovidebb utak hosszat a graf
tobbi pontjaba. Az (x,y) él sulyat jelolje C|x, y].

(1) KESZ := {s}
for minden v € V cstcsra do
Dv] := Cls,v] (x a d(s,v) tavolsag els6 kozelitése *)
(2) for i := 1 ton — 1 do begin
Viélasszunk olyan x € V' \ KESZ csticsot, melyre D[z] minimalis.
Tegyiik z-et a KESZ-be.
(3) for minden w € V \ KESZ csticsra do
Dw] := min{D[w|, D[z] + C[z,w]|} (* d(s,w) 0j kozelitése *)
end

Lépésszam: Az (1) és (3) ciklus O(n) lépés. A (2) ciklus O(n) lépés, ez lefut n — 1-szer,
tehat a lépésszam O(n?).

2. Definiald a topologikus rendezés fogalmat. Milyen grafoknak van topologikus rendezése? Is-
mertesd a topologikus rendezés megtalalasara tanult algoritmust! (Indoklas nem sziikséges.)

Egy lehetséges megoldds:

Legyen G = (V) E) (|V| = n) egy iranyitott graf. G egy topologikus rendezése a cstucsoknak
egy olyan vy, ..., v, sorrendje, melyben x — y € FE esetén x el6bb van, mint y (azaz ha
r =v;,y = v;, akkor i < j).

Egy iranyitott grafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha DAG.

Végezziik el a G DAG egy mélységi bejarasat és irjuk ki G cstcsait a befejezési szamaik
szerint novekvs wy, . . ., w, sorrendben. A w,,w,_1,...,w; sorrend a G DAG egy topologikus
rendezése.

3. Definiald a P és az NP problémaosztalyt; mi az egyméashoz val6 viszonyuk? Vélaszod in-
dokold is meg.




Egy lehetséges megoldds:

P jeloli azoknak az eldontési problémaknak a halmazat, amelyekhez van olyan A algoritmus
és van olyan k pozitiv konstans, hogy az algoritmus minden x bemenetre helyesen megvalas-
zolja a kérdést, és az algoritmus lépésszama polinomidlis, azaz O(|x|¥).

(Itt |x| az = bemenet hosszat jeloli.)

NP azoknak az eldontési problémaknak a halmaza, amelyekre van hatékony tanusitvany.
Azt mondjuk, hogy az X eldontési problémahoz van hatékony tanisitvdny, ha van olyan T

algoritmus, melynek a bemenete (z,t) parokbol &ll, ahol z az X probléma egy lehetséges
bemenete és a kovetkezd feltételek teljesiilnek: 1éteznek olyan c és k pozitiv konstansok, hogy

e ha z € X, akkor van olyan t, aminek hossza |t| = O(|x|°) és

T (x,t) = igen,
e ha z ¢ X, akkor nincs olyan t, aminek hossza |t| = O(|z|°) és
T (x,t) = igen.

e A T algoritmus polinomialis, azaz a 1épésszama O((|z| + [t])¥).

Tudjuk, hogy P C NP, hiszen egy polimonialis algoritmus egy lefutasa egyben hatékony
tanusitvany is. (Azt nem tudjuk, hogy P # NP igaz-e.)

. Adott egy n elemet tartalmazé és egy k elemet tartalmazo 2-3 fa. A két faban tarolt Gsszes
elembdl O(n + k) lépésben készits egy rendezett tombét.

Egy lehetséges megoldds:

A 2-3 fabol linearis idében kiolvashato a benne térolt elemek listdja novekvs sorrendben
az inorder eljarassal. (Ha a faban n elemet tarolunk, azaz n levele van, akkor belsd csticsa
is legfeljebb ennyi lehet.) A kapott n és k elemd tombot n + k — 1 Gsszehasonlitéssal
osszefésiilhetjiik, igy az Osszes elem egy rendezett tombben lesz.

A lépészam O(n) + O(k) +n+k—-1=0(n+k).

. Adott egy n ponti, e éld sulyozott, irdnyitott graf, a silyok lehetnek negativak is, de nincs
negativ osszsilya kor. Adott még a ponthalmaz két diszjunkt részhalmaza S és T. Adjunk
O(ne) lépésszamu algoritmust, ami meghatéarozza a legrovidebb olyan 1t 6sszsulyat, aminek
kezdGpontja S-ben, végpontja pedig T-ben van!

Egy lehetséges megoldds:

A kapott G grafbol készitlink egy G’ grafot. Felvesziink egy 1j s pontot, amibdl minden
S-beli pontba mutasson egy 0 siilyu él. Felvesziink egy 1j ¢ pontot is, minden 7-beli pontbdl
mutasson egy 0 silya él t-be. Keressiik meg a Bellmann-Ford algoritmus segitségével a
legrovidebb utat s-bél t-be. Ebbdl elhagyva s-et és t-t, a keresett utat kapjuk mert a G-
beli és G'-beli utak kolcsonosen megfeleltetheték egymaésnak és a megfelel utak hosszai
megegyeznek.

Lépésszam: G’ pontjainak szama n+ 2, éleinek szama < e+ 2n, ezért G’ elkészitése O(n+e)
lépés. A Bellmann-Ford lépésszama pedig O(n'e’) = O((n + 2)(e + 2n)) = O(ne).

. Adott a sikon n varos: vy, vs,...,v,. Két varos tavolsiga, s; ;, a varosok kozotti euklideszi
tavolsag. Két auto indul v-bél, minden varosba el kell juttatniuk egy-egy ZH feladatsort
(mindenhova egyformat, mindkét autoban van n példany). Mindkét auto altal meglatogatott
varosok indexei csak névekvs sorozatot alkothatnak. Adjunk O(n?) futésideji algoritmust,
ami meghatarozza a két auto altal megtett Gt Osszegének minimumét!




Egy lehetséges megoldds:
Dinamikus programozéssal oldhat6 meg a feladat.

Jeloljiik c(i, j)-vel v; és v; tavolsagat. Ha i < j, akkor jelolje D(4, j), hogy mi az a minimalis
tavolsag, amit az autok megtettek gy, hogy az els§ j varos mindegyikébe eljutott mar a
levél és az egyik autd v;-ben van, a masik pedig v;-ben.

Ha ¢ < j — 1, akkor v;-ben ugyanaz az auté jart, mint v;_;-ben. Ekkor a legrévidebb tavot
ugy kapjuk, hogy megnézzik a mi D(i,j — 1).

Ha i = j—1, akkor v;-ben nem ugyanaz az aut6 jart, mint v;_;-ben. Ekkor meg kell nézniink,
hogy a legrovidebb Gt esetén melyik v, varosbol ment auté vj-be.

Nyilvan D(1,2) = ¢(1,2). Ha pedig j > 3, akkor

D) = { Pld =1+ el = 1.7) hai<j—1
P ming e 1 (D(k, j — 1) + e(k,j)) hai=j—1.

Mivel egy D(i,j) kiszamitisa O(n) lépés és a lehetséges 1, parok szama O(n?), ezért az
osszes D(i, ) kiszamitasa O(n?) lépés.

A keresett érték pedig min;.,(D(i,n)), ami ezutan mar O(n) lépésben kiszamolhato.
. A kezdetben iires M = 8 méretii hashtablaba a h(z) = 5x (mod M) hash-fiiggvény és a

h'(z) = (x (mod 3)) + 1 masodlagos hash-fiiggvény segitségével az adott sorrendben rakd
be a 3,2,4,11,5,1 elemeket. Abrazold az egyes besztrasok menetét is!

Egy lehetséges megoldds:
Kettss hasshelésnél a probasorozat: h; = —i- h/(K). A 3,2,4,1 esetén a hashfiiggvény altal
adott cella iires. 11 esetén a 7,4,1 cellakat probaljuk, az 5 esetén pedig az 1,6 celldkat.
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. Igazold, hogy a kovetkezs eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes:

Input: G graf, melyre teljesiil, hogy e(G) < 3v(G)

Kérdés: Igaz-e, hogy G kiszinezhets 3 szinnel?

(e(G) a graf éleinek, v(G) a graf pontjainak szamat jeloli.)

Eqgy lehetséges megoldds:
Jeloljiik a feladat problémajat X-el.

X € NP hiszen egy jo szinezés hatékony tantsitvany, mert roviden leirhato és az ellenérzése
is gyors.

Belatjuk, hogy 3SZIN < X. Legyen f(G) egy olyan graf, amit ugy kapunk, hogy G-hez
hozzéavesziink [e/3] — v izolalt pontot. Igy ¢ = e < 3v + 3([e/3] — v) = 3v' teljesiil.
Masrészt G nyilvan akkor és csak akkor szinezhets 3 szinnel, ha f(G) is. f(G) polinom
id6ben kiszamolhato.

Tehat X egy NP-teljes probléma.



