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Minimalis feszitofak, bonyolultsagelmélet

. Legyen adva egy (egyszer(l, irdnyitatlan, Gsszefliggd) n ponti G graf éllistaval, az élek silyozdsdval egytitt. Tegyiik fel, hogy

a G-bdl a vy csucs, valamint a vi-re illeszkedd élek elhagydsdval keletkezd G graf még mindig oOsszefiiggd, és adott G’ egy
minimélis koltségl feszitéfaja. Adjunk minél hatékonyabb algoritmust a G graf egy minimalis koltségli feszitofajanak az
elkészitésére! (Teljes értékii megoldds: O(nlogn) idejil algoritmus.)

Ellistaval adott egy Osszefliggd, egyszerti, irdanyitatlan G graf csupa kiilonbozé élstlyokkal. Jeloljiik n-nel a csiicsok, e-vel pedig
az élek szdmat. Mutassunk egy linedris (azaz O(e)) uniform koltségii algoritmust, ami a G graf egy minimalis fesz{t6fdjanak
[2n/3] élét eléallitja! (Egy olyan [2n/3] elemszami élhalmazt keresiink, ami biztosan része egy minimadlis koltségli feszitéfanak.)

Legyen adott egy n x n pixelbél 4116 fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal fels§ saroktdl a jobb alsé sarokig egy jobbra-
lefele haladé hatarvonalat hizni igy, hogy a vonaltél jobbra-felfele es6 fekete, valamint a vonaltdl balra-lefele esé fehér pixelek
szdmanak az Gsszege a lehetd legkisebb legyen. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n?) idében!

Mi az UNIO-HOLVAN adatszerkezet lényege? Milyen lépésszéamokat garantdlhatunk fds implementaciéval?

A G(V, E) osszefiiggd, irdnyitott graf minden éle az 1,2, ...,k szdmok valamelyikével van silyozva. Egy it értéke legyen az
uton talalhaté élek sulyainak maximuma. Hatarozza meg, hogy ha adott két csics x,y € V', akkor mennyi a lehet6 legkisebb
értékii x-bol y-ba vezetd 1t értéke. Ha G éllistaval adott és e éle van, akkor a 1épésszdm legyen O(elogk).

Irdnyitatlan graf taroldsara adjunk meg egy adatszerkezetet az aldbbi miiveletekkel:

. UJCS(]CS(V): a grafhoz hozzaad egy 1j csiicsot
e UJEL(u, v): a mér létezd u és v csticsok kozé felvesz egy élet

o VANUT(u, v): igen értéket ad vissza, ha vezet az u és v csticsok kozott it, egyébként pedig nem értéket
Ha a térolt grafnak n cstcsa van, akkor mindhdrom mfivelet 1épésszdama legyen O(log n). Més miiveletre nem kell szdmitani.

Hogyan definialjuk a P, NP és a coNP osztalyokat?

NP-teljes (emlékeztets) (matematikailag nem feltétlentil korrekt):

Mutassuk meg az aldbbi eld6tési problémakrdl, hogy NP-beliek. Melyekrol tudjuk belatni, hogy P-ben vannak? Melyekrol
latjuk, hogy coNP-beliek?
(a) Input: (G, k) ahol G pdros graf, k pozitiv egész
Kérdés: G-ben van-e k élbdl all6 parositas?
(b) Input: G irdnyf{tatlan graf
Kérdés: G-ben van-e Euler kor?
(c) Input: (G, k) ahol G irdnyitatlan graf, k pozitiv egész
Kérdés: G-ben van-e k darab fliggetlen pont?
(d) Input: (si,...,Sn,b) pozitiv egészek, ahol 1 < i < n, b pozitiv egész
Kérdés: Ki lehet-e vélasztani néhény s;-t, melyek Osszege b7
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Mutassuk meg, hogy aldbbi L probléma NP-teljes 1igy, hogy visszavezetjiik r4 a MAXFTLEN ismerten NP-teljes nyelvet:
L={(G,a,b) : a,b > 0 egészek, a G grafnak van K, ; teljes paros graffal izomorf feszitett részgraf}.

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi probléma NP-teljes:

L={(a1,...,an) : a; szdmok egészek és a szdmok hdrom részre oszthaték tgy, hogy mindhdrom rész Osszege ugyanannyi
legyen}.

Mutassuk meg, hogy az alabbi L probléma NP-teljes:

L={G(V, E) : G irdnyitatlan graf, |E| < 2|V|], a G graf szinezhetd 3 szinnel}.

Mutassuk meg, hogy az alabbi nyelv P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes:
L={(A,F,...,F,;r):Vire F; C A, |F;| =3, és az F; halmazok kozott van r darab paronként diszjunkt}.

Tudjuk, hogy a sikgrafokbdl allé nyelv P-ben van. Legyen a SIK-MAXKLIKK nyelv a kovetkezo:
{(G,k)|G egy sikgraf, amiben van k pontu klikk}.
Mutassuk meg, hogy ez a probléma NP-teljes, vagy mutassuk meg, hogy P-beli.



