Algoritmuselmélet vizsga
2012. december 20.

A rendelkezésre all6 munkaidé 100 perc.

Az indoklas elengedhetetlen része a megoldasnak. Indoklas nélkiili megoldédsra nem jar pont.

Az eredményeket kozzétessziik a www.cs.bme.hu/algel weboldalon, varhatéan ma este.

Minden feladat 10 pontot ér, a ponthatarok: 0-31: elégtelen, 32- 43: elégséges, 44- 55: kozepes, 56-67: jo, 68-80: jeles.
Kiosztas és opciondlis szébeli holnap, december 21-én, 14.00-kor az IB 139-ben.

1. Milyen alakd inputok rendezésére alkalmas a radix rendezés? Irja le a radix rendezés algorit-
musat és bizonyitsa be, hogy jol rendez! (A lddarendezést nem kell lefrni.)

Eqgy lehetséges megoldds:

A radix rendezés olyan inputok rendezésére alkalmas, amelyek k& komponensbdl allnak, ahol a
komponensek lehetséges értékei egy-egy véges rendezett halmazbdl valok. A radix rendezés az
elemeket a komponensek szerint lexikografikusan rendezi.

Az algoritmus elészor a k. koordinéta szerint lddarendez, majd a (k—1)., (k—2).,..., 1. szerint,
ebben a sorrendben. Mindig az egész listat rendezziik, iigyelve ra, hogy azonos érték esetén a
korébbi sorrendet megtartjuk (konzervativ rendezés).

Ekkor azt allitjuk, hogy a lista rendezve van.

Az allitas bizonyitasa:

Két tetszéleges elem legyen b = (by,ba, ..., bg) és ¢ = (c1,¢9,...,¢x), ahol b < c. Az allités
szerint a rendezés befejeztével b elorébb van, mint c.

b; = ¢; Vi esetén, amire 1 <1 < j, és legyen b; < ¢j, ahol 1 < j <k

A radix rendezés el6bb a k., majd a (k—1).,...,(j 4+ 1). koordinata szerint ladarendez.
A j. koordinata szerinti ladarendezés soran a b a c elé kertil.
A tovabbiakban a (j — 1).,...,1. koordindta szerinti rendezés nem valtoztat a kettdjik sor-

rendjén, tehat a rendezés befejeztével b a c elott lesz, igy az allitast igazoltuk. U

2. Ebben a feladatban a piros-kék algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell valaszolnia. Mit jelent
az, hogy egy részleges szinezés takaros? Mondja ki a piros szabalyt és magyarazza el, hogy a
Kruskal algoritmusban hol és hogyan hasznéljuk ezt a szabalyt!

Eqgy lehetséges megoldds:

Egy szinezésre akkor mondjuk hogy takaros, ha létezik olyan minimalis feszit6fa, ami minden
kék élet tartalmaz, de egyetlen piros élet sem tartalmaz.

Piros szabaly: a grafban véalasszunk olyan kort, amiben nincs pirosra szinezett él. Ekkor ebben
a korben a legnagyobb silyu élet szinezziik pirosra.

A Kruskal algoritmusban az élek szinezésekor akkor festiink egy élet pirosra, ha a soron kovet-
kezo befestendo él két vége ugyanabban a kék faban talalhaté.

3. Mi a Ladapakolas optimalizalési feladat? frja le a megoldasara tanult First Fit illetve First Fit
Decreasing kozelité algoritmusokat! Fogalmazza meg a feladatot eldontési problémaként is!

Eqgy lehetséges megoldds:



A Ladapakolas optimalizalési feladatnal a cél meghatarozni, hogy adott n darab targyat, melyek
egyesével sq, So, ..., s, méretiiek, hogyan osszuk szét a leheto legkevesebb lddaba, ha egy lada
maximalis térfogat kapacitdsa 1. (Az elemeket és a ladat ,,egydimenzidsnak” tekintjiik, azaz
csak egy irdnyban szdmit a méretiik.)

A First Fit kozelité algoritmus a targyakon azok sorrendjében beleteszi az els6 olyan ladaba,
ahova még belefér a mar benne levok mellé. Ha kell, akkor egy 1j, iires laddaba rakja.

A First Fit Decreasing algoritmus esetén a targyakat el0szor méretiik szerint csokkeno sorrendbe
rendezni, majd ugyanazt csinalja, amit A First Fit.

A feladat eldontési problémaként megfogalmazva:
Input: s, s9,...,s, recionalis szamok; k egész szam.

Kérdés: Belefér-e k darab 1 kapacitdasu ladaba az sq, so, ..., s, méreti targy?

. Dr. Watson egy n fokbdl &ll6 1épcsé tetejére szeretne feljutni, a 1épcsé fokai véletlenszertien
fehérre vagy feketére vannak festve. (Mindegyik fok be van festve valamelyik szinnel, a 1épcsé
teteje fehér.) Dr. Watson egyszerre legfeljebb 2k fokot tud 1épni felfele, de héaboris sériilése
miatt konnyen kifarad, ezért barmely két szomszédos 1épése koziil legalabb az egyik k-nal nem
nagyobb. Adjon algoritmust, ami O(nk) lépésben meghatérozza, hogy legalabb hany lépésre
van sziiksége, hogy feljusson 1épcsé tetejére gy, hogy végig fehér szint fokokat hasznal!

Egy lehetséges megoldds:

A feladatot dinamikus programozas segitségével oldhatjuk meg.
Vegyiik ugy, hogy kezdetben Dr. Watson a 1épcso aljan a 0. 1épcsoéfokon all.

Ekkor jelolje £[i] az i. 1épcs6fokra 1épés minimadlis 1épésszam-igényét (tovabbiakban: koltség)
azon feltétel mellett, hogy (a 0. 1épcséfok kivételével, ahol kezdetben &ll) csak fehérre festett
lépcsofokokra léphet és j 1épesofokot lépett utoljara, ahol 1 < j < k.

Hasonlé feltételek mellett legyen F[i] az i. lépcséfokra 1é6pés minimélis 1épésszam-igénye, ha az
1. lépes6fokra torténé ralépéskor j 1épeséfokot 1épett at, és k + 1 < j < 2k.

Tovabba legyen £[0] = 0, és F[i] = oo, ha i < k.

Ekkor az £[i] kiszamitasara ¢ > 0 feltétel mellett az alabbi rekurzids Gsszefiiggés alkalmazhato:

00 ha az 1. lépcsofok fekete
Eli] =<1 ha az i. 1épcsoéfok fehér és @ < j
i Eli =gl Fli—g]t+1 Sbként
vj;ﬁl}g}l’@{ [0 — 1 Fli — J1} egyébkén

Az Fli] az alabbiak szerint adédnak (i > k esetre):

o0 ha az i. 1épcsofok fekete
Flij=<1 ha az 1. 1épcsofok fehér és ¢ < 2k
in {€[t—j 1 ha2k<iés0<i—j
ng%i%k}{ i —J]}+ a i6s0<i—j

A rekurzids Osszefliggések magyarazata: az i. lépcsofokra 1épéskor az i.-et megelézo @ — j.
lépeséfokra valé feljutds minimalis koltségét keressiik (a oo szimb6lum jelentése, hogy az adott



lépeséfokra nem lehet feljutni), majd ezt néveljiikk 1-gyel, ami az utolsé 1épés koltségének figye-
lembe vételét jelenti. Az £ és F vektorokra azért van sziikség, hogy meg lehessen kiilonboztetni
azokat az eseteket, amikor egy adott lépcséfokra k-nal nagyobb lépéssel jutottunk el, ilyenkor
ezutan csak legfeljebb k nagysdgu 1épés kovetkezhet.

Az algoritmus végrehajtdsa sordn ki kell szdmolni E[1],€[2],...,E[n| és F[1], F[2],...,F[n]
értékeket.
Megoldés: min{&[n]; Fln|}

Lépésszam: O(nk), mivel minden lépcséfokra (a szamuk O(n)) a k és 2k lépéskorlatnak meg-
feleléen meg kell hatdrozni az eléz6 k, illetve 2k 1épcséfok alapjan (O(2k) = O(k)) a feljutas
minimalis koltségét.

. Egy piros-fekete faban n elemet tarolunk. Javasoljon olyan algoritmust, ami inputként meg-
kapva a fat, a faban tarolt elemekbol Osszehasonlitdsok hasznélata nélkiil felépit egy kupacot!

Eqgy lehetséges megoldds:

A kupac tulajdonsagai, hogy a kupac egy teljes bindris fa, illetve minden S elemre igaz, hogy
S < jobbfii(S) és S < balfii(S). Ezt felhasznalva vildgos, hogy névekvd sorrendbe rendezett
elemekbdl a legegyszertibb kupacot épiteni, hiszen nincs més teendd, mint a legkisebb elemet
felvenni a gyokérbe, és a tobbi elemet is a koztiik felallitott sorrendnek megfeleléen beszirni a
kupacba. Ekkor a (speciélisan elvégzett) beszirasndl az elem egybdl jé helyre is kertil, hiszen
nagysag szerint egyre nagyobb elemeket sziirunk be, és nem kell 6sszehasonlitas, mert tudjuk,
hogy nagyobb, mint a faban 1év6 barmely cstcs.

Feladat tehat eloallitani a piros-fekete faban tarolt elemek nagysdg szerint névekvo sorrendjét
osszehasonlitas alkalmazésa nélkiil. Erre egy megfelel6 algoritmus a fa inorder bejarasa. A
leveleiben nem tarolunk elemket, igy azokat figyelmen kiviil hagyva a bejarast elvégezve az
elemek nagysag szerint novekvo sorrendben allnak majd rendelkezésre. Ennek magyarazata,
hogy a piros-fekete fa teljesiti a keresofa tulajdonsigot, azaz egy adott S elem esetén S bal
részfajaba es6 elemek mindegyike kisebb, mig a jobbrészfaba es6é elemek mindegyike nagyobb,
mint S. Az inorder bejaras osszehasonlitasok nélkiili, az inorder fonal segitségével megkaphato.

. (a) Adja meg az alabbi, irdnyitott kort nem tartalmazoé graf egy topologikus sorrendjét! A graf
éllistdja (zardjelben az él silya): A:B(5),C(5); B:H(0); C:B(—1),G(2), E(1); D:A(-2), F(1);
E:—, F: A(-3),G(2); G:H(-3),E(—-2), H: — .

(b) Hatérozza meg a topologikus sorrend segitségével a legnagyobb 6sszhosszisagi, A-bdl induld
grafbeli it hosszat és magat a leghosszabb utat is!

Eqgy lehetséges megoldds:

(a) A feladatban adott graf lerajzolva:



Az abran pirossal berajzolt élek miatt a csicsok ABC szerinti sorrendje nem egy topolo-
gikus rendezése a grafnak. Az A, B, E csucsok, és az A-bdl elérhetd C' athelyezésével egy
helyes topologikus sorrend az aldbbi (pirossal ugyanazok az élek vannak kiemelve, amik a
fenti dbrén is pirossal szerepelnek):

Megjegyzés: A feladatot bonyolultabb esetben egy tanult tétel alkalmazéasaval lett volna
érdemesebb megoldani, amely azt mondja ki, hogy DAG-ban, egy tetszdleges csticsbdl
indulva mélységi bejarast futtatva, majd a bejarasban kapott befejezési szamok alapjan
forditott sorrendben leirva a csticsokat egy topologikus rendezést kapunk.

A leghosszabb 1t keresésének csak akkor van értelme egy grafban, ha az egy DAG (ez
a tulajdonsag most megvan). Az &ltaldnos algoritmus erre az aldabbi rekurziv képletet
haszndlja, ami s csucsra (topologikus sorrend szerint haladva dinamikus programozassal)
kiszamolja a leghosszabb utat s-bdl indulva:

d(s,s) = 0
d(s,v;) = max {d(s,v;)+ c(vj,v;),0}

(’Uj 7Ui)eE

Ez alapjan a kapott leghosszabb 1t meghatarozasa:
: 0

:max{0+ 1;0} =1

rmax{—2;1+ (=3);0} =0

:max{0+5;0} =5

cmax{0+5;5+ (—1);0} =5

cmax{l +2;5+2;0} =7

cmax{b+ 1,7+ (=2);0} =6

cmax{5+0;7+ (=3);0} =5

TEHQWAETT

A leghosszabb Ut tehat G-nél végzodik és 7 hosszu, ez C-nél 1évo 5-0s érték eredménye,
amely pedig az A-nal 1évé 0-é. A leghosszabb 1t lenti abréan zolddel jelolt A — C — G
ut, hossza 7.



7. Tegyiik fel, hogy NP C P. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az alabbi eldontési feladat colN P-beli?
Input: G iranyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G élei kiszinezhetok 2014 szinnel tigy, hogy az egy cstcsra illeszked6 élek
szinei mind kiilonbo6zoek?

Eqgy lehetséges megoldds:

A megoldas soran azt hasznaljuk ki, hogy ha a problémardl belatjuk, hogy N P-beli, akkor
NP C P allitasbol kovetkezik, hogy P-beli is. Ekkor azonban, mivel tudjuk, hogy P C coNP,
azaz a feladat kérdésére a valasz ebben az esetben az, hogy igen, kévetkezik.

Ehhez azonban be kell 14tni, hogy a feladatban adott eldéntési probléma (nevezziik L-nek)
N P-beli. Erre egy hatékony tanusitvany egy ilyen szinezés. Hatékony, mert minden csicsra
megnézve, hogy az ott taldlkozé élek kiilonb6z6 szintiek-e (O(ne)), illetve az éleket is meg-
vizsgdlva, hogy 2014 szint haszndltak-e a szinezéshez (O(e)) polinom id6ben belathatjuk a
helyességét.

Megjegyzés: Jelen esetben trividlis, de bonyolultabb esetben kellene annak bizonyitésa is, hogy
ténylegesen tanisitvany. Azaz, hogy pontosan akkor létezik, amikor a valasz igen. Egy példa,
hogy erre a feltételre miért is van sziikség: az ,,igaz-e, hogy G-ben nincs Hamilton-kor” eldontési
probléma esetén nem tanusitvany a csicsok listaja, amelyeket elvéve til sok komponensre esik
szét a graf (lasd: BSZ), pedig hatékony. (Pedig ezzel bizonyitanank, hogy P = N P, mert a fenti
probléma H komplementere, tehét coN P-teljes.) Ennek oka, hogy a feltétel sziikséges, de nem
elégséges.

Tehat az L eldontési probléma N P-beli, azaz a feltételezésnek megfeleléen P-beli is, amibol
pedig koévetkezik, hogy coN P-beli.

(Mivel nem N P-teljesség belatasa a feladatunk, igy hatékony tanusitvanyon til az N P-nehézség
vagy a feladat polinomidlis mivoltanak bizonyitdsa nem sziikséges.)

8. Igazolja, hogy a kovetkez6 eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: G iranyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy van G-nek olyan feszitéfaja, amelyben van egy pontosan 2012 foku cstcs,
minden mas cstics fokszama pedig legfeljebb ketto?

Eqy lehetséges megoldds:

A probléma NP-teljességét fogjuk megmutatni.

Jeloljiik a feladatban szerepl6 eldontési problémét L-lel. Elsének lassuk be, hogy L NP-beli egy
hatékony tanusitvany mutatasaval. J6 hatékony tanusitvany egy, a feltételeknek eleget tevo
feszitofa mutatasa, hiszen az n csicson egyesével végigjarva és megallapitva a fokszamukat
(O(n)), végignézve, hogy léteznek-e az élek (n — 1 kell legyen, O(e)), és megnézve, hogy



Osszefiiggb-e /kormentes-e (DFS - O(n + €)) ellendrizheté a helyessége O(n) 1épésben (O(e) =
O(n) fak esetén, ahol n a csucsok, e pedig az élek szama).

Belatjuk, hogy H-ut < L. A Karp-redukcié soran rendeljiikk a G grafhoz azt a kovetkezé G’
grafot. Vegytink fel egy 1j u cstcsot és a wy, wo, . . ., , w1y csucsokat. Kossiik 0ssze u-t minden
v € V(G) cstcesal és minden w; csuccsal. Ez a hozzarendelés polinom idében végrehajthatd,
mivel Osszesen 2012 1j cstcsot és |V(G)| + 2011 1j élet kell felvenni a grathoz.

Ekkor G’-ben pontosan akkor lesz olyan feszitéfa, aminek egyetlen 2012 fokszamu csticsa van
és a feszitofaban a tobbi csics fokszama maximum 2, ha G tartalmaz Hamilton-utat.

Ha G-ben van Hamilton-ut, akkor jeloljik egyik végpontjat vi-el. Ekkor a Hamilton-1it éleihez
hozzévéve a viu élet és az Osszes uw; élet épp megfeleld feszitéfat kapunk.

Ha G’-ben van megfel feszitéfa, akkor abban u 2012 fokt kell, hogy legyen, kiilonben a feszitofa
nem tartalmazhatnd az Osszes w; pontot. Emiatt az uv; élek kozil pont egyet tartalmaz a
feszitofa. Ekkor a feszitéfa G-ben levd részében minden pont foka legfeljebb 2, ezért ez egy
Hamilton-ut G-ben.

G-bél G' szarmaztatasa, igy a probléma visszavezetése polinom id6ben tortént, tehat ezzel
belattuk, hogy a probléma NP-nehéz.

Mivel L NP-beli és NP-nehéz, igy NP-teljes is.




