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Bonyolultsagelmélet 1.

1. Irdnyitatlan graf taroldsara adjunk meg egy adatszerkezetet az alabbi miiveletekkel:

e UJCSUCS(v): a grafhoz hozzdad egy tj csticsot
e UJEL(u, v): a mér létezd u és v csticsok kozé felvesz egy élet

° VANUT(u, v): igen értéket ad vissza, ha vezet az u és v csticsok kozott ut, egyébként pedig nem értéket
Ha a térolt grafnak n cstcsa van, akkor mindhdrom mfivelet 1épésszdama legyen O(log n). Més miiveletre nem kell szdmitani.

2. Hogyan definialjuk a P, NP és a coNP osztélyokat?

NP-teljes (emlékeztetd) (matematikailag nem feltétlentil korrekt):

3-SZIN G: G egy iranyitatlan egyszerti graf, aminek csicsai kiszinezheték 3 szinnel

MAXFTLEN (G, k): G egy graf, amiben van k darab fiiggetlen pont

MAXKLIKK (G, k): G egy graf, amiben van k pontu teljes részgraf

H G: G irdnyitatlan graf, van benne Hamilton-kor

Hut G: G irdnyitatlan graf, van benne Hamilton-it

stHut G: G irdnyitatlan graf, van benne Hamilton-1it s-bdl t-be

3DH (A,B,C; Fy,..., F,): 1étezik olyan F-sorozat, hogy A U B U C minden elemét pontosan egyszer fedik le
X3C (A; Fy, Fy, ..., F,): A lefedheté pontosan egyszeresen egyes F; halmazokat hasznélva.
PARTICIO (81,82,...,8,): két részre bonthatd, hogy a két rész Gsszege egyenld

RH (81,82, ...,8n;b): van részhalmaz, aminek az Osszege b

HATIZSAK (81, -+ Sn; V1, ..., Un; b, k): van olyan indexhalmaz, hogy > s <bés > v >k

RESZGRAFIZO (Gl,GQ) amelyre 3G’ < Gq, és G’ ~ G,

EP igaz az Ax < b egyenlGtlenségrendszer, x egész vektor, mennyi cx skalarszorzat maximalis értéke

3. Mondjunk példat olyan grafra, amely nem szinezhetd 3 szinnel, de a klikkszama legfeljebb 3.

4. Mutassuk meg az alabbi eldotési problémékrol, hogy NP-beliek. Melyekrdl tudjuk belatni, hogy P-ben vannak? Melyekrol
latjuk, hogy coNP-beliek?

(a) Input: (G, k) ahol G péros graf, k pozitiv egész
Kérdés: G-ben van-e k élbél 4116 péarositas?
(b) Input: G irdnyitatlan graf
Kérdés: G-ben van-e Euler kor?
(¢) Input: (G, k) ahol G irdnyitatlan graf, k pozitiv egész
Kérdés: G-ben van-e k darab fliggetlen pont?
(d) Input: (s1,...,Sn,b) pozitiv egészek, ahol 1 <1i <n, b pozitiv egész
Kérdés: Ki lehet-e vélasztani néhdny s;-t, melyek Osszege b7

5. Mutassuk meg, hogy aldbbi L probléma NP-teljes tigy, hogy visszavezetjiik rd a MAXFTLEN ismerten NP-teljes eldontési
problémat:
L={(G,a,b) : a,b > 0 egészek, a G grafnak van K, ; teljes pdros graffal izomorf feszitett részgraf}.

6. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi probléma NP-teljes:
L={(a1,...,an) : a; szdmok egészek és a szdmok hdrom részre oszthatdk tgy, hogy mindhdrom rész Osszege ugyanannyi
legyen}.

7. Mutassuk meg, hogy az alabbi L probléma NP-teljes:
L={G(V, E) : G irdnyitatlan graf, |E| < 2|V|], a G graf szinezhet$ 3 szinnel}.

8. Tudjuk, hogy a sikgrafokbol &llé eldontési probléma P-ben van. Legyen a SIK-MAXKLIKK eldontési probléma a kévetkezd:
{(G, k)|G egy sikgraf, amiben van k pontu klikk}.
Mutassuk meg, hogy ez a probléma NP-teljes, vagy mutassuk meg, hogy P-beli.
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Karp-redukcio segitségével vezesse vissza a H vagy H-UT problémak egyikét az aldbbi problémara:
a) Adott G irdnyitatlan graf és u,v € V(G) csticsok esetén van-e u-bdl v-be vezeté Hamilton-ut?
b) Adott G griafban van-e olyan feszit6fa, aminek a maximalis foka 27

Adott G grafban van-e olyan feszitofa, aminek a maximalis foka 37

Adott G grafban van-e |V(G)|/100 hosszi kor?

Adott G grafban van-e 1/|V(G)| hosszi kor?
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Igazoljuk, hogy a kovetkez6 eldontési probléma P-beli:
Adott egy G graf és egy S C V(G) halmaz. Van-e G-nek olyan feszit6fdja, melynek végpontjai (elséfoki pontjai) kozott S
pontjai mind szerepelnek?

A G irdnyitatlan graf minden a pontjédhoz tartozik egy s(z) sily. Célunk, hogy olyan feszitéfat talaljunk a grafban, amiben a
levelekhez tartozo sulyok Gsszege minimélis. Fogalmazzuk meg a feladathoz tartozé problémat és lassuk be réla, hogy P-ben
van, vagy azt, hogy NP-teljes.

Egy hivatal 14j épiiletbe fog koltozni. Az épiilet minden emeletén ugyanakkora teriilet hasznalhaté fel irodak kialakitdsara.
Minden részleg megmondta, hogy Osszesen mekkora irodateriiletre tart igényt. Azt akarjuk eldonteni, hogy meg lehet-e oldani
a koltozést gy, hogy egyetlen részleg se legyen szétvdgva tobb részre, azaz teljes egészében egy emeleten legyen (de egy
emeletre keriilhet t6bb részleg is). Igazolja, hogy a probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes.

Jelolje Ly az franyitatlan osszefiiggd grafokbdl 4116 eldontési problémdt (nyelvet) és Lo a Hamilton-kort tartalmazé grafokbol
all6 eldontési problémét. Lehetséges-e, hogy Ly < Lo illetve, hogy Lo < L;7 Ha nem, miért nem? Ha igen, milyen feltétellel?

Igazoljuk, hogy ha coNP # NP, akkor MAXKLIKK ¢ P.

Tegyiik fel, hogy P # N P. Az alabbi feltételek koziil melyikbdl kovetkezik és melyikb6l nem kévetkezik, hogy az X eldontési
probléma nem P-beli?

(a) Egy NP-teljes Y probléméra X Karp-redukalhato.

(b) Egy NP-teljes Y probléma X-re Karp-redukdlhat6.

(¢) Az X probléma NP-beli.
Az alabbi problémaknak hatarozzuk meg a bonyolultsagat!
Input: G graf és S C V(G) Kérdés: Létezik-e olyan G-beli kor, ami S minden pontjén &dtmegy?
Input: G graf és S C V(G) Kérdés: Létezik-e olyan G-beli kor, melynek minden pontja S-beli?
Input: Osszefiiggs, n = 5k pontd graf Kérdés: Van-e G-ben pontosan k hosszi kor?
Input: G grif és e € F(G) Kérdés: Van-e G-ben olyan kor, mely e-t tartalmazza?
Input: G graf Kérdés: Kiszinezhet6-e G szaz szinnel?

Input: G gréif és z,y,z € V(G) Kérdés: Kiszinezhetéek-e G pontjai hdrom szinnel jél Ggy, hogy x,y és z kiilonb6zé szini
legyen?

Input: G graf Kérdés: Van-e G-ben 1000 fliggetlen pont?
Input: G graf Kérdés: Van-e G-ben legaldbb 1000 hosszu kor?
Input: G graf Kérdés: Igaz-e, hogy G barmely két pontjan &t vezet kor?

Mutassa meg, hogy a részhalmazosszeg eldontési probléma alabbi valtozata P-beli
Input: (s1,...,8,;b), 8;,b egészek, 0 < s; <n?,0<b
Kérdés: Igaz-e, hogy 31 C {1,...,n}. hogy >, ;s = b}?

Jelolje H a Hamilton-kor eldontési problémét , 2KOR pedig azt, hogy egy adott irdnyitatlan graf cstcsai lefedhetS-e két
darab, kozos pontot nem tartalmazé korrel. Igazolja, hogy 1étezik

(a) H < 2KOR Karp-redukcié

(b) 2KOR < H Karp-redukcié.

Igazolja, hogy ha egy X eldontési probléma NP-teljes és NP N coN P-beli is, akkor NP=coNP.



