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Zahlentheorie

Definition
a € Z ist ein Teiler (oszté) von b € Z (Notation: a|b), wenn
dc € Z so dass ac = b.

Definition

Fir a,b € Z* ist c € Z* der groBte gemeinsame Teiler (Inko)
(Notation: ggT(a, b)), wenn cla, c|b und fir jedes d € ZT mit
d|a und d|b gilt, dass d|c.

Definition

Fir a,b € Z* ist c € Z* das kleinste gemeinsame Vielfache (lkkt)
(Notation: kgV/(a, b)), wenn a|c, b|c und fiir jedes d € ZT mit
ald und b|d gilt, dass c|d.




1 und a hat.

a € Z,a>1ist eine Primzahl, wenn es keine positiven Teiler auBer

a, b € Z* sind teilerfremd (relativ primek), wenn ggT(a, b) = 1.

Fiir alle a, b € Z* existieren g, r € N eindeutig so dass a = gb + r
werden.

und 0 < r < b—1. g,r konnen in Polynomialzeit bestimmt
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Euklidischer Algorithmus

Input: a,b € Z*, a> b.
Output: ggT(a, b).
Ablauf:
a=qgb+n;0<n<b

b=qgn+mnl0<mn<n

n=qn+n0<n<n

In—1=qnt1rn + rm+1;0 < rpp1 < 1y
'n = qn+2rn+1 a4 0

ggT(a,b) = rps1.

Der euklidische Algorithmus terminiert in Polinomzeit und liefert
den groBten gemeinsamen Teiler.



Beispiel: ggT(1392,1170) =7
1392 =1-1170 + 222

1170 =5-222 + 60
222 =3-60+ 42

60=1-42418
42=2-18+6
18=3-640

ggT(1392,1170) = 6



Lemma

Jede ganze Zahl > 2 kann als das Produkt von Primzahlen
aufgeschrieben werden.

Beweis. Vollstandige Induktion bzgl. |z|. Die Behauptung ist klar
wenn |z| = 2. Nehmen wir an, dass die Aussage schon fiir Zahlen
|z| < k bewiesen wurde. Sei |z| = k + 1.

Wenn z eine Primzahl ist, dann sind wir fertig.

Wenn z nicht eine Primzahl ist, dann gibt es zwei ganze Zahlen
a,b mit ab =z und 2 < |a|,|b| < k. Laut Induktionsbedingung
existieren Produkte a=[[pi, b=[]gq;. Dann z=ab =[] pi[] g;
ist ein Produkt von Primzahlen.

Definition (kanonische Form, Primfaktorzerlegung)

neZ n>2=n=p----- p?k, wobei pi, ..., px verschiedene
Primzahlen sind und «; > O fiir jedes i = 1,..., k.

Bemerkung. Wir kennen keinen effizienten Algorithmus fiir die
Bestimmung der Primfaktoren einer Zahl.



Satz (Fundamentalsatz der Arithmetik)

Jede ganze Zahl > 2 kann als das Produkt von Primzahlen
aufgeschrieben werden. Welche Primzahlen darin vorkommen und
wie oft eine gegebene Primzahl darin vorkommt ist eindeutig, die
Reihenfolge der Primzahlen nicht.




Satz
Sei die kanonische Form von a: a = p{* - --- - p;’*. Sei bla. Dann
ist b=pyt---.- pfk,wobei0§ﬂ,-§a,- fur jedes i =1,..., k.

v

Sei n € Z". d(n) bezeichnet die Anzahl der positiven Teiler von n.

Satz
Sei die kanonische Form von n: n=py"* ----- p.*. Dann ist
dn)=(a1+1) - (ax+1).

Beweis. Die Anzahl den Teilern von n ist gleich die Anzahl den
b1, ..., Bk Folgen mit 0 < 3; < ay, Vi.

Satz

Seiena=p{*----- po* und b= pfl .... pf", wobei einige ;s
oder ;s auch 0 sein konnen. Dann ist

ggT(a, b) = prmtonfil . pmintewfid

kgV/(a, b) = p;nax{mﬂl} _____ pTaX{ak7Bk}.




Satz (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Nehmen wir indirekt an, dass die Behauptung nicht wahr
ist. Sei p die grosste Primzahl. P=2-3-5..... p+1ist
teilerfremd mit 2,3, ..., p. Aber P hat eine kanonische Form, so
sie soll ein Primteiler grosser als p haben. Das ist ein Widerspruch.

Satz

Es gibt beliebig groBe Liicken zwischen nacheinanderfolgenden
Primzahlen.

Definition
p und p + 2 sind Primzahlenzwillinge, wenn sie beide Primzahlen
sind.

Es ist unklar, ob es unendlich viele Primzahlenzwillinge gibt.



Kongruenzen

Definition
Seien a,b,m € Z, m > 1. a und b sind kongruent (kongruens)
modulo m (Notation: a = b (mod m)), wenn m|a — b.

Bemerkung: Eine andere dquivalente Definition ist die folgende:
a= b (mod m), wenn ganze Zahlen q1, gz, r existieren, so dass
0<r<m-1lunda=qgm+rund b=qgm+r.



S
Wenn a = b (mod m) und ¢ = d (mod m), dann gilt:

(1) a+c=b+d (mod m);

(2) a—c=b—d (mod m) und
(3) ac = bd (mod m).

Sei ac = bc (mod m), d = ggT(c, m). Dann gilt:
a=b (mod 7).
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Definition

Lineare Kongruenz: ax = b (mod m).

Hier x ist eine Variable und a, b, m sind ganze Zahlen.
Alle Losungen sollen ganz sein!!!!

Beispiel 1: 2x = 3 (mod 5)
Die Losungen sind ..., —6, —1, 4, 9, 14,....
Oder: x =4 (mod 5).
Beispiel 1: (PZH2017) 21x = 35 (mod 68)
Nach Dividierung mit 7: 3x =5 (mod 68)

= —63 (mod 68): 3x = —63 (mod 68)
Nach Dividierung mit 3: x = —21 (mod 68)



Satz

Lineare Kongruenz ax = b (mod m) ist I6sbar genau dann wenn
ggT(a, m)|b. Wenn xq eine Losung ist, dann sind alle Lésungen
modulo m die folgende:

X0

X0+ g7 (am)

Xo + 2ggT(a my

x0 + (88T (a, m) — 1) 7007




Euklidischer Algorithmus fiir Lineare Kongruenzen

Input: Lineare Kongruenz ax = b (mod m)

Output: Alle Losungen wenn sie existieren. Sondern der
Algorithmus bestimmt dass es keine Losung gibt.
Ablauf:

(1) Berechnung von ggT(a, m) =d.

(2a) Falls d fb: es gibt keine Losung, der Algorithmus terminiert.
(2b) Falls d|b: seien a = &, b= g, m=19.

(A) mx =0 (mod m)

(B) ax=b(mod m) seim=qa+n

(1)  (A-aq(B) seia=q@n+r

(2) (B) — g2(1) seirn =qsn+n

x = xo (mod m)
Von xp konnen alle Losungen kalkuliert werden.

Der euklidische Algorithmus terminiert in Polinomzeit.




Beispiel: 21x = 35 (mod 68)

(A) 68x = 0 (mod 68)

(B) 21x = 35 (mod 68) 68 =321 +°
(A)—3-(B) 68x—3-21x=0-—3-35 (mod 68)

(1) Bx(= —105) = —37 (mod 68) 21=4.5+1
(B)—4-(1) 21x—4-5x=35—4-(—37) (mod 68)

(2) x(= 183) = 47 (mod m)

Definition Eulersche (p-Funktion

Fir m € Z, m > 1 bezeichne ¢(m) die Anzahl ganzer Zahlen in
{1,2,..., m}, die zu m teilerfremd sind.

Beispiele:

©(12) =4  Mit 12 sind die folgende Zahlen teilerfremd: 1, 5, 7, 11.
©(11) =10 11 ist eine Primzahl, alle positive ganze Zahlen sind
mit 11 teilerfremd.

Bemerkung: Falls p eine Primzahl ist, dann ist po(p) = p — L



S
Seien a,m € Z, m > 1, ggT(a, m) = 1. Dann gilt:
a#(m = 1( mod m).

Sei p eine Primzahl, a € Z beliebig. Dann gilt:
aP = a( mod p).

Sei die kanonische Form von n: n=p{*----- p.*. Dann ist

p(n) = (P =Py 7h) - (PR = P~ 1)—n(1— o) (=50,

Beispiel: 12 = 22 - 3.
p(12)=(22-2)-3-1)=4
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