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Spannbaum mit minimalen Kosten

Definition
Einen Teilgraph B von G heisst einen Spannbaum (feszité fa) falls
V(B) = V(G) und B ein Baum ist.

Definition
Sei G = (V/, E) ein zusammenhangender Graph und sei k: E — R
eine Funktion. k(e) gibt die Kosten (kéltség) der Kante e an.

Wenn F C E, dann bezeichne k(F) = > . k(e) die Kosten von
F.

Ein Spannbaum B = (V, F) von G ist ein Spannbaum mit
minimalen Kosten (minimlis kéltségli feszité fa), wenn k(F) unter
allen Spannbaumen von G minimal ist. k(F) wird auch mit k(B)
bezeichnet.




Kruskal-Algorithmus oder gieriger (mohd) Algorithmus

Input: G und k wie in Definition

Output: Ein Spannbaum F,, = F von G mit minimalen Kosten.
Ablauf: Sei E = {e1,e,€3,...,en} so dass

k(e1) < k(e2) <--- < k(em).

Sei Fo = (V, Q))

In jedem Schritt wir probieren eine neue Kante aus E dazu
nehmen, und zwar eine, die mit den bisher ausgewahlten Kanten
keinen Kreis bildet.

a) wenn F;_1 U {e;} kreisfrei ist, sei F; = F;_1 U {e;};

b) wenn F;_; U {e;} nicht kreisfrei ist, sei F; = Fj_1.




Satz

Der Kruskal-Algorithmus liefert einen Spannbaum mit minimalen
Kosten.

Beweis. Es ist klar, dass der Algorithmus einen Spannbaum liefert:
1. wir achten darauf, keinen Kreis zu machen;

2. solange die ausgewahlten Kanten noch keinen
zusammenhangenden Teilgraphen bilden, ist es immer moglich,
noch eine weitere Kante auszuwahlen.

Sei der vom Algorithmus gelieferte Spannbaum F = (V/, Ey).
Nehmen wir indirekt an, es gibt einen Spannbaum B = (V/; Ex) mit
minimalen Kosten, mit k(B) < k(F). Wenn es mehrere gibt, dann
nehmen wir einen, bei dem die Anzahl der mit F gemeinsamen
Kanten maximal ist (E1 N Ep ist maximal).



Sei e € B> \ Eq. E; U{e} enthalt einen Kreis K. Fiir eine beliebige
Kante ¢j in K — e gilt, dass k(ej) < k(e), weil der Algorithmus
sonst e statt e; gewahlt hatte.

B — e hat zwei Komponenten. K — e lauft zwischen diesen beiden
Komponenten, daher gibt es mindestens eine Kante e, die
zwischen den beiden Komponenten lauft. Dann muss aber

k(ex) > k(e) gelten, sonst ware B — e + e, ein Spannbaum mit
niedrigeren Kosten als B.

Dann folgt, dass k(e) = k(ex). Dann ist aber B — e + e auch ein
Spannbaum mit minimalen Kosten, aber er hat eine Kante mehr
gemeinsam mit F als B (namlich ex). Das widerspricht aber der
Wahl von B.



Anwendung von minimalen Spannbaume in
Netzwerkanalyse

Man braucht diese in Signale und Systeme.
Aus den bekannten Werten der Schaltelemente und den
vorgegebenen Quellgrossen werden alle Strohme und Spannungen

berechnet werden.

Die grosse Frage:
Wenn ist die Losung eindeutig?



Definition (Schnitt)

Eine Kantenmenge Q C E(G) ist ein Schnitt falls G — Q mehrere
Komponente als G hat aber @ hat keine Teilmenge mit dieser
Eigenschaft.

Der Knotenpunktsatz (Knotenregel) — 1. Kirchhoffsches Gesetz

In einem Knotenpunkt eines elektrischen Netzwerkes ist die Summe
der zuflieBenden Strome gleich der Summe der abflieBenden
Strome.

= Es gibt keinen Schnitt der nur aus Stromquellen besteht.

Der Maschensatz (Maschenregel) — 2. Kirchhoffsches Gesetz

Alle Teilspannungen eines Umlaufs (bzw. einer Masche) in einem
elektrischen Netzwerk addieren sich zu null.

= Es gibt keinen Kreis der nur aus Spannungsquellen besteht.




Definition (Normalbaum)

Gegeben ist ein zusammenhangender Graph dessen Kanten
Spannungsquellen, Stromquellen, Kapazitaten (Kondensatoren),
Induktivitaten (tekercs) und Widerstande sind. Ein Normalbaum ist
ein Spannbaum, der

alle Spannungsquellen,

keine Stromquellen,

moglichst viele Kapazitaten,

moglichst wenige Induktivitaten enthalt.

Die Losung ist eingeutig <= der Graph enthalt einen
Normalbaum.

Wie findet man einen Normalbaum?

Seien die Kosten der Kanten die folgenden:

k(Spannungsquelle)=1; k(Kapazitat)=2; k(Widerstand)=3;
k(Induktivitat)=4; k(Stromquelle)=5
In dem gewichteten Graphen findet man einen minimalen
Spannbaum mit z.B. dem Kruskal-Algorithmus:



Breitensuche oder BFS (Szélességi keresés)

Sei G = (V/, E) ein gerichteter/ungerichteter Graph, x,y € V. y
heisst erreichbar aus x, wenn es einen gerichteten/ungerichteten
Weg von x nach y gibt.

Breitensuche

Input: gerichteter oder ungerichteter Graph G und Anfangsknoten
seV.

Output: Menge der aus s erreichbaren Knoten.

Ablauf: Am Anfang ist s besucht, alle andere Knoten sind nicht
besucht. Liste L enthalt nur s.

Besuchen wir alle Knoten v fiir denen die Kante sv existiert und
legen wir diese Knoten zu der Ende der Liste L und loschen wir s.
s wird durchsucht.

In einem allgemeinen Schritt betrachten wir den ersten Knoten u
auf Liste L. Besuchen wir alle nicht besuchte Knoten v fiir denen
die Kante uv existiert und legen wir diese Knoten zu der Ende der
Liste L und loschen wir u. u wird durchsucht.




Der Algorithmus terminiert wenn L leer ist. Das passiert wenn alle
besuchte Knoten durchsucht werden.

Bemerkung. Falls in G alle Knoten von s aus erreichbar sind,
betrachten wir fiir jeden Knoten auBer s jene Kante, liber die der
Algorithmus zuerst den gegebenen Knoten erreicht. Dann bilden
diese Kanten einen Spannbaum von G. Diesen nennen wir den
vom Algorithmus gelieferten Spannbaum oder BFS-Baum.



Die Kanten des Baumes werden als Baumkanten (fa-élek)
bezeichnet.

Diejenigen Kanten, die nicht benutzt werden und von einem
Knoten zu einem anderen Knoten im selben Teilbaum fiuhren, der
bei der Suche spater besucht wird, heiBen Vorwartskanten
(elbre-élek).

Diejenigen Kanten, die nicht benutzt werden und von einem
Knoten zu einem anderen Knoten im selben Teilbaum fiuhren, der
bei der Suche bereits vorher besucht wurde, heiBen
Riickwartskanten (vissza-élek).

Diejenigen Kanten, die ,quer” von einem Teilbaum zu einem
anderen Teilbaum verlaufen, heiBen Querkanten (kereszt-élek).

In ungerichteten Graphen gibt es nur Baumkanten, Querkanten
und Vorwartskanten.



Satz

(1) Der BFS-Baum enthalt die kiirzeste Wege von s zu alle Knoten
die von s aus erreichbar sind. (2) Der Zeitbedarf des Algorithmus
ist konst - (n+ m).

Beweis.

(1) Vollstandige Induktion nach der Lange des Weges; fiir 0 ist die
Behauptung trivial.

Fir Wege mit Lange k: zu dem vorletzte Knoten des Weges gibt
es einen Weg im BFS-Baum mit Lange k — 1. Laut der Ablauf von
BFS existiert dann einen Weg der Lange k zum Endknoten.

(2) Jeder von s aus erreichbare Knoten wird genau einmal besucht.
Dabei werden alle aus ihm ausgehenden Kanten genau einmal
untersucht. Die Anzahl der Schritte fiir einen Knoten v sind also
konst - (14 d(v)).

Damit ist die Gesamtanzahl der Schritte

konst - (n+ 3", d(v)) = konst - (n+ m).



Satz
Nach dem Ablauf von BFS gibt es keine Vorwartskante.

Beweis. Folgt aus der Ablauf.

Anwendungen von BFS

1. Einen kiirzesten gerichteten/ungerichteten Weg zwischen zwei
beliebigen Knoten zu finden.

2. Entscheiden ob ein ungerichteter G zusammenhangend ist.

3. Die Komponente von einem ungerichteten G zu finden.




