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Theorie

Def: a € Z ist ein Teiler von b € Z (Notation: a|b), wenn 3¢ € Z so dass ac = b. Fiir a,b € Z*
ist ¢ € ZT der grosste gemeinsame Teiler (Notation: ggT'(a,b)), wenn c|a, c|b und fiir jedes d € Z*
mit d|a und d|b gilt, dass d|c. Fiir a,b € Z* ist ¢ € Z" das kleinste gemeinsame Vielfache (Notation:
kgV(a,b)), wenn alc, blc und fiir jedes d € Z* mit ald und b|d gilt, dass c|d. a € Z, a > 1 ist
eine Primzahl, wenn es keine positiven Teiler auSSer 1 und a hat. a,b € Z™ sind teilerfremd, wenn
99T (a,b) = 1.

Euklidischer Algorithmus Input: a,b € Z", a > b. Output: gg7T'(a,b). Ablauf:

a=qb+r;0<r; <b

b:q27‘1—|—7“2;0<7"2<7“1

7’1:(]37“2+T3;0<7’3<T2

Tne1 = Qn+1Tn + Tnt1; 0 < Tpy1 <71y
T'n = Gn+2Tn+1 +0

99T (a,b) = ryyq.
Behauptung: Jede ganze Zahl > 2 kann als das Produkt von Primzahlen aufgeschrieben werden.
Fundamentalsatz der Arithmetik:Jede ganze Zahl > 2 kann als das Produkt von Primzahlen
aufgeschrieben werden. Welche Primzahlen darin vorkommen und wie oft eine gegebene Primzahl
darin vorkommt ist eindeutig, die Reihenfolge der Primzahlen nicht.

Def: Kanonische Form: n € Z, n > 2 = n = p{* - --- - pi*, wobei py,...,p, verschiedene
Primzahlen sind und «a; > 0 fiir jedes ¢ = 1,..., k.
Behauptung: Sei die kanonische Form von a: a = pi"* - - --p;*. Sei bla. Dann ist b = p’fl e ‘-p’,f’“,

wobei 0 < 3; < q; fiir jedes i = 1,... k.

Korollar: Sein € Z*. d(n) bezeichnet die Anzahl der positiven Teiler von n. Sei die kanonische
Form von n: n=p{*-----p*. Dann ist d(n) = (ag +1) - -+ (. + 1).

Behauptung: Seien a = p{*----- ppF und b = pf AEERER pf’“, wobei einige a;s oder ;s auch 0 sein
koénnen. Dann ist ggT'(a,b) = pinin{al’ﬁl} ----- pkmin{a’“’ﬁ’“}, kgV(a,b) = pinax{al’ﬂl} ----- pzlax{a’“’ﬁ’“}.

Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Def: Seien a,b,m € Z, m > 1. a und b sind kongruent (kongruens) modulo m (Notation:
a =b (mod m)), wenn m|a — b. Aquivalente Definition: a = b (mod m), wenn ganze Zahlen qi, gz, 7
existieren, sodass 0 <r<m—1lund a=qgm+rund b = ¢gom + r.

Satz: Wenn a = b (mod m) und ¢ = d (mod m), dann gilt: (1) a + ¢ = b+ d (mod m); (2)
a—c=b—d (modm); (3) ac = bd (mod m).
Sei ac = be (mod m), d = ggT'(c,m). Dann gilt: a = b (mod 7% ).

Satz Lineare Kongruenz ax = b (mod m) ist 16sbar genau dann wenn gg7'(a, m)|b. Wenn x( eine
Losung ist, dann sind alle Losungen modulo m die folgende:

Zo

To + ggTme)

Zo + 2—ggT(a,m) .

zo + (997 (a,m) — 1) =

Euklidischer Algoritflmus fiir Lineare Kongruenzen Input: Lineare Kongruenz ar =
b (mod m). Output: Alle Losungen wenn sie existieren. Sondern der Algorithmus bestimmt dass es
keine Losung gibt. Ablauf:
(1) Berechnung von gg7T'(a,m) = d.
(2a) Falls d /b: es gibt keine Losung, der Algorithmus terminiert.

(2b) Falls d|b: seien a =%, b="2% m="2.



) mx =0 (mod m)

B) axr =b(modm) seim=qa+r

(1) (A) — q:1(B) sel a = @11 + 172
) (B) — ¢2(1) sel 1y = qsra + 773

x = g (mod m)

Von xy kénnen alle Losungen kalkuliert werden.

Ubungen
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14.

15.
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Fiir welche Primzahlen p werden (a) p 4+ 10 und p + 14; (b) p* +2; (¢) p* + 4 und p* + 6
Primzahlen sein?

Beweisen Sie, dass das Produkt von 6 beliebigen aufeinanderfolgenden Zahlen mit 720 teilbar
ist.

Beweisen Sie, dass alle positive ganze n Zahlen in Form n = k? - [ aufgeschriecben werden
konnen, wo k und [ positive ganze Zahlen sind und [ hat keine Quadratzahl Teiler ausser 1.
Berechnen Sie g¢gT'(372,504) und g¢T'(612,834).

Orom és boldogsag: ma van Dzsenifer sziiletésnapja. Ezért matek és foldrajz helyett Britnivel,
a baratngjével plazaba mentek okostelefont nézni. Kiprobaltak a legtijabb, facebookon agyon-
lajkolt, minden eddiginél okosabb sziiletésnapi appot és megallapitottdk, hogy Dzsenifernek
feltétleniil vennie kell egy rozsaszin szelfibotot a joképi eladotol, ugyanis ma (2015-ben) az
életkora osztoja az aktualis évszamnak. Marpedig az app szerint ilyenkor kiilondsen sok sze-
rencse éri a horoszkopokban kell6képpen jartas beavatottakat. Meg tudjuk-e mondani a fizetGs
appra torténd regisztracié nélkiil, hogy legutobb mikor tértént ez meg és hogy legkozelebb
mikor fog ismét bekovetkezni Dzsenifer életében ez a csodalatos, sziiletésnapi konstellacio?
Beweisen Sie, dass es unter 5 beliebigen aufeinanderfolgenden Zahlen eine solche gibt, die mit
der 4 anderen teilerfremd ist.

Welche ist die kleinste solche Zahl n, die d(n) = 12 Teiler hat und 3 t n?

. Wie viele solche positive ganze Zahlen gibt es, die der Teiler von mindestens einem der Zahlen

n=2%-7-112und m = 2°-5%.7-13 sind?

. Sei n = TI*_,p{"" die kanonische Form von der positiven ganzen Zahl n. Wie viel ist > din %l?

(V'99) Wie viel ist [],,, 27

Welche ist die kleinste positive ganze Zahl n, fiir welcher d(n) mit 10 teilbar ist?

Wie viele positive Teiler haben 10! und n = ('7)? (pZH ’15)
Beweisen Sie, dass der Rest bei der Division um 9 einer beliebigen Zahl n und ihrer Quersumme
(die Summe der Ziffern) die selbe sind.

Was ist der Regel der Division um 8 im Zahlensystem 97

Losen Sie die folgende lineare Kongruenzen: (a) 202z = 157(203), (b) 14z — 4 = 80(21),
(c) 49%2 = 3(15). (d) 155z = 7(352), (e) 122z = 5(166), (f) 122z = 6(166).

Dzsilio mar régota gytjt nagy alméra, hogy volt baratnéje, Vanessza mobiltelefonon 6rzétt
arcképét a bicepszére tetovaltassa. Legjobb baréatja, Rodzser tanacsara, mig 0ssze nem jon
az ehhez sziikséges 35000 forint, atvaltja az ezer forintosokban tartott megtakaritasat eurdra,
amit a Rodzser éltal ajanlott Rikardotol (az ismeretségre tekintettel) szuperkedvezményes 330
Ft-os arfolyamon vesz meg. Miutéan Rikardé centekkel nem foglalkozik, Dzsuliénak éppen 140
Ft marad a megtakaritdsabol, amib6l Rodzserrel kézosen lottoszelvényt vesznek azzal, hogy a
nyereményt majd felezik. Hany eur6 boldog birtokosanak mondhatja magat Dzsilio a sikeres
tranzakcié utan?

Ura sziiletésnapjara Ttzvirag egy 77 gyonggyel diszitett, mangalicab6ér tokot varrt Vérbulesu
ivotiilkéhez. Annyira elégedett volt az eredménnyel, hogy Vérbulecsii hagyomény6rzé doromb-
egyiittesének minden tagjat is ugyanilyen tokkal lepte meg, hogy jol mutasson a csapat a
tarsolylemezek mellett csiing§ tiilkokkel amikor fellépnek Dobogokén a téltosiinnep 50 szemé-
lyes kozponti jurtdjaban. Mivel a kinai boltban szazaséval aruljak a gyongyoket, 7 gyongy
kimarad, melyekkel Ttizvirdg a hétkoznapi partajat ékesitette. Hanyan dorombolnak Vérbul-
cst zenekardban? (ZH '15)



