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Theorie

Def: In einem ungerichteten - nicht unbedingt einfachen - Graphen G wird eine geschlossene
Kantenzug, die jede Kante des Graphen genau einmal durchlauft, Fulerscher Kreis genannt.

Satz: Sei G ein ungerichteter Graph ohne isolierten Knoten. G hat genau dann einen Eulerschen
Kreis, falls er zusammenhéngend ist und d(v) fiir alle v € V' gerade ist.

Def: In einem ungerichteten - nicht unbedingt einfachen - Graphen GG wird eine offene Kantenzug,
die jede Kante des Graphen genau einmal durchlauft, Fulerscher Weg genannt.

Satz: Sei GG ein ungerichteter Graph ohne isolierten Knoten. G hat genau dann einen Eulerschen
Weg, falls er zusammenhéngend ist und die folgende Eingenschaft besitzt: es gibt 2 Knoten mit
ungerader Gradzahl und n — 2 Knoten mit gerader Gradzahl.

Def: In einem Graphen G wird ein Kreis (Weg), der jeden Knoten des Graphen genau einmal
durchlauft, Hamiltonscher Kreis (Hamiltonscher Weg) genannt.

Satz: Wenn ein Graph G einen Hamiltonschen Kreis (Weg) enthélt, ist es fiir VX C V(G) wahr,
dass ¢(G — X) < |X]| (¢(G — X) < |X|+ 1), wobei ¢ die Anzahl der Komponenten bezeichnet.

Satz (Ore): Sei G ein einfacher Graph, in dem fiir alle nicht benachbarte Knotenpaare x, y gilt,
dass d(z) + d(y) > n. Dann existiert in G' ein Hamiltonscher Kreis.

Satz (Dirac): Sei G ein einfacher Graph, in dem fiir Vv € V' gilt, dass d(v) > 4. Dann existiert
in G ein Hamiltonscher Kreis.

Ubungen

1. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, wo V' = {p1,p2,...,p201} und (p;p; € E(G)) <=
li — j| < 2. Enthélt G einen Eulerschen Weg / Eulerschen Kreis / Hamiltonschen Kreis /
Hamiltonschen Weg? (V'01)

2. Seien die Knoten des Graphen G, die (0, 1) Folgen der Lange n. Zwei Knoten sind genau dann
benachbart, falls sie in genau einem Bit verschieden (fiir n = 4 z.B. (0,0,0,1) und (0,1,0,1)
sind benachbart). Enthélt G, einen Eulerschen Kreis / Hamiltonschen Kreis? (ZH '01)

3. Sei G = (V, E) ein endlicher Graph in dem alle Gradzahlen gerade sind. Beweisen Sie, dass E
in kantendisjunkte Kreise partitioniert werden kann.

4. Sei G ein 12-regulérer Graph. Beweisen Sie, dass die Kanten von G mit rot und griin so geféarbt
werden konnen, dass alle knoten mit 6 griine und 6 rote Kanten inzident sind.

5. Beweisen Sie, dass die Kanten einer beliebigen endlichen ungerichteten Graphen so gerichtet
werden konnen, dass fiir alle v € V' [6(v) — p(v)| < 1 gilt, wo 6(v) und p(v) notieren die Anzahl
der ausgehenden und einkommenden Kanten.

6. A mellékelt dbra egy csatornahalozat vazlatos rajzat mutatja. A vonalak a csatornakat jelké-

pezik. Minden egyes csomopontban, ahol csatornék talédlkoznak, egy-egy létra vezet a felszinre.
Nem kizarhato, hogy tgynevezett endzsié terroristak egy satani terv keretében valahol meg-
mérgezték a halozatot. Ezért fertGtleniteni kell minden egyes csatornét, aminek az a modja,
hogy a kozszolgalati csatornak €16 kozvetitésében beszémolnak arrél, amint egy erre a feladatra
specidlisan kiképzett szakember stulyos védéfelszerelésben végigkuszik a csoveken.
Mivel a szkafanderre is tapadhat méreg, a mar fertStlenitett sza-
kaszra nem szabad ismételten behatolni. Legalabb hanyszor kell a
szakembernek kievickélnie a csatornabol ahhoz, hogy a teljes fer-
tGtlenitést elvégezhesse?

7. Gibt es ein solcher einfacher Graph, der einen Eulerschen Kreis enthélt, die Anzahl seiner
Knoten ist gerade und die Anzahl seiner Kanten ist ungerade?

8. Beweisen Sie, dass die Kanten eines beliebigen zusammenhéngenden Graphen so traversiert
werden konnen, dass alle Kanten zweimal benutzt werden, genau einmal in beider Richtungen.

9. Nehmen wir an, dass im Graphen G = (V, E) alle Gradzahlen gerade sind und sei X C V.
Beweisen Sie, dass die Anzahl der Kanten zwischen X und V' \ X gerade ist.

10. Gibt es ein solcher Graph G mit 222 Knoten der einen Eulerschen Kreis enthélt und sein
Komplement, G enthélt auch einen Eulerschen Kreis?
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Kritikus a helyzet: Abszurdisztan févarosat, Mutyipusztat savkops menyétek invazidja fenye-
geti. A jobb oldali abran lathato a févaros térképe: az egyes utak mellett 4ll6 szamok az adott
utvonal hosszat jelolik. A veszélyt — mint mindig — most is az iigyeletes szuperhds,

Orarugogerincii Felpattano haritja el. Mesteri tervének
végrehajtasa mellett (miszerint helikopterrdl lagot per-
metezve semlegesiti a betolakodokat) még ebben a val-
sagos pillanatban is a kozvagyon megovasa a legfGbb
célja. Ezért amellett, hogy minden utcat végigperme-
tez és visszatér a szabadon valasztott kiindulési pontra,
szeretné egyuttal minimalizalni a lerepiilt Gssztavot is.
Segitsiink Orarugogerinctinek abban, hogyan vélasszon
utvonalat!(*) (ZH ’16)
Kann ein Springer in einem Schachbrett der Grosse 4 x 4 so ziehen, dass er auf alle Felde genau
einmal tritt? Was ist die Antwort falls der Schachbrett Grosse 8 x 8 hat?

Sei G ein Graph mit 2n Knoten der einen Hamiltonschen Kreis enthélt. Beweisen sie, dass es
aus der Kantenmenge von (G ein Paar Kanten so ausgew#hlt werden konnen, dass jeder Knoten
von G mit genau einem inzident ist.

Sei G = (V, E) ein Graph der einen Hamiltonschen Kreis enthélt und seien v € V' ein beliebiger
Knoten, e € E eine beliebige Kante. Beweisen Sie, dass G — v und G — e zusammenhéngend
sind.

Sei G ein zusammenhéngender Graph und K ein Kreis von G. Nehmen wir an, dass fiir alle
Kanten e von K K — e ein Lingster Weg in G ist. Beweisen sie, dass K ein Hamiltonscher
Kreis von G ist.

Mindestens wie viele Kanten hat ein Graph mit 6 Knoten der einen Hamiltonschen Kreis
enthélt?

Beweisen Sie, dass falls ein 3-reguldrer Graph G einen Hamiltonschen Kreis enthélt, seine
Kanten kiinen mit drei Farben so geférbt werden, dass zwei Kanten mit der selben Farbe
keinen gemeinsamen Endknoten haben.

Sei G ein Graph mit 2n Knoten. Nehmen wir an, dass alle Knoten in G mindestens n Nachbarn
haben. Wir mochten mindestens einen Endknoten jeder Kante auszuwéahlen. Beweisen Sie,
dass wir mindestens n Knoten auswéhlen sollen. (ZH ’99)
In einer Gruppe alle zwei Leute haben mindestens zwei gemeinsame Bekannte. Alle zwei Leute
kennen einander oder fiir alle andere die folgende ist wahr: mindestens eins dieser zwei Leute
ist sein Bekannt. Beweisen Sie, dass diese Gruppe kann sich um einem Tisch so setzen, dass
jeder zwischen zwei von seiner Bekannte sitzt. (ZH ’00)
Ein einfacher Graph G enthélt 20 Knoten und alle seine Gradzahlen sind mindestens 12.
Beweisen Sie, dass G zwei Hamiltonsche Kreise enthélt die kantendisjunkt sind.  (pZH ’'14)
Jeder von 222 Politiker kennt mindestens 133 andere, aus diesen hasst er hochstens 22. Be-
kanntschaft und Hass sind gegenseitig. Beweisen Sie, dass diese 222 Politiker konnen Tiiskecsar-
nok so umstellen, dass alle zwei Leute nebeneinander einander kennen, aber nicht hassen.(ZH ’15)
Sei G ein einfacher Graph mit 10 Knoten, seine Gradzahlen sind 3, 3,3,4,4,4,4,9,9,9. Bewei-
sen Sie, dass G keinen Hamiltonschen Kreis enthélt. (pZH ’16)
Beweisen Sie, dass wenn die Gradzahlen 3,3,4,5,5,5,5,5,5,6 sind, dann enthélt G einen Ha-
miltonschen Kreis.

Der einfacher Graph G hat 2n + 1 Knoten und alle seiner Knoten haben Grad mindestens n.
Beweisen Sie, dass G einen Hamintonschen Kreis enthalt! (ZH '01)



