Bevezetés a szamitaselméletbe 1I.
Zarthelyi feladatok megoldasa
2007. aprilis 16.

Ez a példamegoldas minden feladatra csak egy lehetséges megoldast ad, természetesen
barmely mas j6 megoldast is elfogadunk. Ha hibat talaltok valahol, azt kérlek jelezzétek nekem
emailben! K6szonom!

Schlotter Ildi

1. Egy 2k csucsu G egyszerti grafban minden pont foka k—1 (ahol k£ > 1 egész). Bizonyitsuk be,
hogy G-hez hozza lehet venni k& darab 1j élet dgy, hogy a kapott graf tartalmazzon Hamilton-
kort!

Megoldas.

Jelblje G komplementerét G. Mivel egy 2k pontii grafban egy pontbél legfeljebb 2k — 1 él
indulhat ki, ezért G-ben minden pont foka (2k — 1) — (k — 1) = k. Ez épp a pontok szdménak
fele, igy G-ben a Dirac-tétel miatt van Hamilton-kor. (Itt felhasznaltuk azt is, hogy G egyszerti
graf.) Mivel G pontjainak a szama paros, ezért a Hamilton-kér minden méasodik élét véve éppen
egy teljes parositast kapunk G-ben. Jelsljiik ezt M-mel.

M tehat k darab fiiggetlen élet tartalmaz G-ben. Mivel ezen élek egyike sem szerepel G-
ben, ezért M-et G-hez hozzavéve a kapott G’ graf egyszerti marad, és minden fokszam épp
eggyel né meg. Emiatt G'-re mar alkalmazhaté a Dirac-tétel, igy azt kapjuk, hogy G’-ben van
Hamilton-kor. Ez igazolja az allitast.

Megjegyzés: fontos megmutatni, hogy G-ben van teljes parositas, mert ez szavatolja sza-
munkra, hogy a behtizott &k 1ij él nem hoz létre tobbszoros éleket a grafban!

2. A G egyszerti graf kromatikus szama x(G) = 2007. Keészitsiik el a G’ grafot a kovetkez6kép-
pen: G’'-be vegyiik fel G minden csicsat és élét, tovabba GG minden v csticsa esetén vegyiink fel
egy 1j v’ csucsot, amelyet kossiink Gssze v-vel; végiil G minden {u, v} élére G'-ben a megfelels
u’ és v’ cstcsokat is kissiik Ossze. Hatarozzuk meg a kapott G’ graf x(G’) kromatikus szamat!

Megoldas.

Mivel G’-nek részgrafja G, ezért nyilvan x(G') > x(G) = 2007. Megmutatjuk, hogy G’
kiszinezhet& 2007 szinnel.

Legyen G’-ben a G-ben is szerepld pontok halmaza V, a vesszés pontok halmaza (azaz a
maradék ponthalmaz) pedig V. Legyen adott G-nek egy helyes szinezése 2007 szinnel. G’-ben
a V-beli csticsokat szinezziik ki ennek megfelelen, V' szinezéséhez pedig ,permutaljuk” ezt a
szinezést, azaz szinezziink a kovetkezs stratégia szerint: ha v szine a k-adik szin, akkor v’ szine
legyen a (k + 1)-edik szin, ahol a 2008. szin legyen azonos az 1. szinnel. Ez konnyen lathat6an
egy jo szinezés lesz, mégpedig 2007 szinnel. Azaz x(G) = 2007.

3. Dontsiik el, hogy az alabbi graf intervallumgraf-e!

B E
A & i > F
C D

Megoldas.
Azt, hogy a megadott graf intervallumgraf, konnyen igazolhatjuk tgy, hogy minden csi-
csanak megfeleltetiink egy-egy intervallumot oly médon, hogy pontosan azon intervallumok



messék egymast, melyekre a megfelel§ csicsok 0ssze vannak kotve a grafban. Példaul a kovet-
kez6 hozzérendelés megfelels:

A cstics — [1, 2] intervallum,
B cstics — [1,4] intervallum,
C csiucs — [1, 6] intervallum,
D cstics — [3, 8] intervallum,
E csics — [5, 8] intervallum,
F cstics — [7,8] intervallum.

4. A G graf cstcshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,100}. Az x,y € V(G) cstucsok akkor
legyenek szomszédosak G-ben, ha |r — y| = 1 vagy |z — y| = 50. Hatarozzuk meg a G graf
Xe(G) élkromatikus szamat!

Megoldas.

Jeloljiik gratban E;-el azon éleket, melyek végpontjainak kiilonbsége 1, illetve Es-vel azokat,
melyek végpontjainak kiilonbsége 50. Vegyiik észre, hogy F; élei egy Hamilton-utat alkotnak a
grafban, F, élei pedig fiiggetlen élek, hiszen nincs olyan pont, melyre két Fs-beli él is illeszkedne.
(Ezt konnyen lathatjuk, ha meggondoljuk, hogy nincs olyan 1 és 100 kozotti = szam, melyre
x — 50 és z+ 50 is 1 és 100 kozé esne.)

G-ben tehat a maximalis fokszam 3, ezért x.(G) > 3. Most megmutatjuk, hogy G élei
kiszinezhet6k 3 szinnel. Szinezziik F, éleit felvaltva az 1-es és 2-es szinekkel, majd szinezziik Fs
éleit egy harmadik szinnel. Mivel FE, fliggetlen, ezért ez egy jo szinezés lesz. Emiatt x.(G) = 3.

5. Bontsuk emeletekre a PERT diagram iranyitott grafjat, majd hatarozzuk meg a feladat
elvégzéséhez sziikséges minimélis id6t és a kritikus részfeladatokat!

Megoldas.

Blr H | E. Innen egy lehetséges topologikus sor-
rend a kovetkez6é: C, A, G, B, D, F,H, E. Az egyes csicsokhoz tartozo feladatok elvégzéséhez

sziikséges idGk:

Egy lehetséges emeletekre bontéas: C' | A‘

G‘D

t(C)=0

t(A) =t(C) +4 =4, és CA adja a maximumot,

t(G) =t(C)+5 =5, és CG adja a maximumot,

t(B) = max{t(C) + 5,t(A) + 2} = 6, és AB adja a maximumot,

t(D) = max{t(C) + 10,t(A) 4+ 6,t(G) + 4,t(B) + 5} = 11, és BD adja a maximumot,
t(F) =t(B) +4 = 10, és BF adja a maximumot,

t(H) = max{t(G) + 8,t(D) + 3,t(F) + 3} = 14, és DH adja a maximumot,

t(F) = max{t(B) +9,t(D) + 4,t(F) + 4,t(H) + 2} = 16, és HE adja a maximumot.

Vagyis a tevékenységek elvégzéséhez sziikséges 0sszid6 16 egység. Egy kritikus ut talalhato
a grafban: C — A— B— D — H — E. Tehat a kritikus részfeladatok: C, A, B, D, H és E.
6. Adjunk meg az alabbi héalozatban egy miniméalis ST-vagast (és bizonyitsuk be réla, hogy
minimalis)!



Megoldas.

A minimalis ST-vagast G-ben a pontok kovetkezd felosztasa adja. Legyen X =
{S,B,C,D,F} ¢s X = {A E,T}, ekkor a vagisban szerepls (X-bsl X-be mutato) élek:
SA,DE, BT, FT. Innen a vagas értéke 34+4+3+7 = 17.

Ennek a vagasnak a minimalitasat igazolhatjuk egy 17 értékd folyam megadasaval. Egy
megfelels folyamot berajzoltam az abran (azon az élen, ahol csak a kapacitas szerepel, a folyam
0 értéket vesz fel):

7. Legyen G egy 100 csucsu egyszert graf és legyen X C V(G) egy 52 cstcsbol allo fiiggetlen
csiucshalmaz G-ben. Legyen u, v, w € X harom tetsz6leges X-beli cstics. Adjuk hozza G-hez az
{u,v}, az {u,w} és a {v,w} éleket. Van-e a kapott grafban teljes parositas?

Els6 megoldas.

Ha a kapott grafbél elhagyjuk az X = V(G)—X halmazban 1év§ 48 csiicsot, akkor keletkezik
49 izolalt pont és egy haromszog. Ez Osszesen 50 darab paratlan komponens. Vagyis X-et
elhagyva tobb, mint | X| darab paratlan komponens keletkezett, igy Tutte tétele miatt nincs a
grafban teljes parositéas.

Masodik megoldas.

X fiiggetlensége miatt o(G) > 52, igy a megfelels Gallai-tétel alapjan 7(G) = 100—«a(G) <
48, hiszen G-ben nincs hurokél. Ezért v(G) < 7(G) miatt a fiiggetlen élek maximalis szamara
azt kapjuk, hogy v(G) < 48.

A kiegészitett graf egy tetsz6leges péarositasaba a harom hozzavett él koziil legfeljebb egy
keriilhet be, mert ezek haromszoget alkotnak. Igy a kiegészitett grafban a fiiggetlen élek ma-
ximélis szdma legfeljebb 49. Viszont egy teljes parositashoz legalabb 50 fiiggetlen élre lenne
sziikség, vagyis a kapott grafban nem lehet teljes parositas.

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely k£ > 1 esetén minden k-szorosan élosszefiiggd grafban meg-
adhato & — 1 darab kor ugy, hogy a korok koziil barmelyik kettének legfoljebb egy kozos éle
van!

Megoldas.

Hagyjunk el egy tetszéleges e élet. A kapott G’ graf ekkor még (k — 1)-szorosan élosszefiiggd
lesz, mert bel6le (k — 1)-nél kevesebb élet elhagyva Osszefiiggé grafot kapunk. Ezt indirekt
modon lathatjuk be: ha valamely kevesebb, mint k£ — 1 élbél 4116 F' élhalmazt elhagyva G’ t6bb
komponensre esne szét, akkor ez azt is jelentené, hogy F-et és e-t elhagyva G-bdl (ez kevesebb,
mint & él) t6bb komponensre esne szét, a graf. Ez viszont ellentmond annak, hogy G k-szorosan
élosszefiiggd.



Igy G’-ben elhagyott él végpontjait (legyenek a és b) dsszekot? utak lefogasihoz legalabb
k — 1 él kell, ezért Menger megfelel6 tétele miatt a és b kozott van k — 1 paronként éldiszjunkt
ut. Ezek mindegyikéhez hozzavéve az elhagyott élet éppen a feladat feltételeinek megfelels £ —1
darab kort kapunk, hiszen az egyes koroknek csak e lehet kozos éle.



