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ELOSZO

E tankényv a Miszaki Konyvkiadé gondozasidban 1974-ben és 1976-ban meg-
jelent ,,Lineéris algebra és alkalmazasai” cimii kényv dtdolgozott kiadasa. Az eredeti
konyv anyagat — amint annak el§szavaban megirtam — a tiz éven 4t tartott elG-
adédsaim képezték; ezt a megjegyzést annyiban kell médositanom, hogy immar 25 év
el6adasi tapasztalatai allnak a hidtam mogott: ezek birtokdban igyekeztem javitani
és csiszolni az eredeti valtozatot. Jelenleg tehat olyan konyvet tart a kezében az
Olvasé, amelynek kb. egyharmadat az atdolgozas soran ujra irtuk, az eredeti kényv-
nek néhany részletét pedig teljesen kihagytuk. A konyv anyagit képez8 elGadasokat
részben az E6tvos Lorand Tudoményegyetem Természettudomanyi Karan matema-
tikus és fizikus hallgatok szdmdra tartottam, részben pedig a Budapesti Miiszaki
Egyetemen gradudlis és posztgradudlis képzés keretében, villamosmérnok- és épit6-
mérnok-hallgaték szamara.

A lineéris algebra jelent3ségét és alkalmazasi lehet8ségeinek novekedését kétség-
teleniil a szdmitégépek utobbi évtizedekben észlelt rohamos elterjedése idézte eld.
Ennek hatdsara szamos miiszaki és természettudomanyos targy felséfokt oktatasaban
Iényegesen megnovekedett az igény a matematika bizonyos teriiletei irAnt. Ennek
kovetkeztében azonban hidny keletkezett a matematika jelzett teriileteivel kapcsolatos
fels6foku tankSnyvekben. Ezt a hianyt hivatott potolni a jelen tankényv.

A konyv tiz fejezete harom részre tagolodik. Az elsS rész (1 —4. fejezet) az elméleti
alapokat tartalmazza. Az elsG fejezet bevezets jellegli, a matrixalgebra elemeivel
és a linearis egyenletrendszerek elméletével foglalkozik. A masodik fejezet betekintést
ad a lineéris algebra fogalomkdorébe, és részletesen targyalja a linedris transzformaciék
elméletét. A harmadik és negyedik fejezet értelmezi a matrixfiiggvényeket és modszert
ad az elBallitasukra. Az elmélet kiépitésével igy teljessé tehetS a linedris transzfor-
méciok osztilyozasa.

A miasodik rész (5—7. fejezet) néhdny specidlis problémakort targyal, amelyek
elSkészitik az alkalmazisokkal foglalkozé kés6bbi fejezeteket. Ezek a fejezetek
foglalkoznak a hipermatrixok, a linedris matrixegyenletek, valamint a matrixseregek
elméletével. A koényvnek ez a része az anyag kivalasztasa és az ismertetett eredmények
originalitdsa szempontjabdl egyarant a leginkdbb eltér az altaldnosan ismert — és
hasznalt — tankonyvektdl és kézikonyvektdl.

A harmadik rész a lineéris algebra néhany fontos alkalmazasi teriiletét mutatja be.
A 8. fejezet a linearis differencia- és differencialegyenletek megolddsdnak matrix-
elméleti mddszereivel foglalkozik, valamint ravilagit e targykér és a mdsodik rész
fejezetei kozott fennallé sokoldalil és kolesonos kapcesolatokra. A linedris differen-
cidlegyenletek és -rendszerek elmélete olyan hatarteriiletet képvisel a linedris algebra
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és az analizis k6z6tt, amelyet dltaldban nem targyalnak stlydnak megfelelGen egyik
diszciplina keretében sem; ez indokolja a részletesebb targyaldsat e kdnyv keretei
kozott. A 9. fejezet a nemnegativ elemi matrixok elméletével foglalkozik. Ebben
megmutatjuk az eredmények alkalmazdsit a Markov-lancok elméletében. Végiil a 10.
fejezet a linearis algebra numerikus médszereibe ad betekintést. A teljesség igénye
nélkiil, csupan az a térekvés vezetett, hogy az Olvas6é némi képet nyerjen azokrdl az
alapelvekr§l, amelyeket ismernie kell a legmegfelel§bb numerikus médszer kivélasz-
tasdhoz, illetve t4jékozdédni tudjon a szakirodalomban.

A linearis algebra elméletének az ut6bbi évtizedekben bekovetkezett fejlGdése,
valamint alkalmazasi teriileteinek kiszélesedése annyira megnovelte a feldolgozhaté
targykorok anyagit, hogy egy hasznilhaté és még attekinthet8 tankonyv Ossze-
allitdsakor elkeriilhetetlen volt a szelektdlds. Ennek sordn arra torekedtiink, hogy a
konyv egységes vonalvezetése megmaradjon: mindazt az anyagot, amire a késGbbi
fejezetekben sziikség van, igyekeztiink lehetGség szerint pontosan megalapozni és
el6késziteni; azokat a teriileteket viszont, amelyek Onmagukban nem kevésbé
fontosak ugyan, de a konyv f6irdnyatdl eltérnek, inkabb teljesen elhagytuk. Annak
érdekében, hogy Gjabb eredmények helyet kaphassanak a konyvben, még a klasszikus
elméletbdl is kihagytunk egyet s madast. Egyes fontos alkalmazési teriiletek, mint
pl. alinedris algebra és a grafelmélet kapcsolata, a linedris algebra alkalmazasa a mate-
matikai statisztikaban, a jatékelméletben, az operaciokutatisban, vagy a szabalyozas-
elméletben, — hely hidnyiban nem keriilhettek be az anyagba.

Mind az elméleti, mind pedig az alkalmazisokkal foglalkozé fejezetekben igyekez-
tiink konstruktiv médszereket bemutatni. Ezzel azt kivintuk elSsegiteni, hogy az
Olvasé konkrét feladatok megolddsaban isrutint szerezzen. Azegész konyvben kiemelt
szerephez jutnak a diddok, ezek bevezetése elGsegiti az egységes és attekinthetd
targyaldsmédot, akdr alinedris egyenletrendszerek megoldésat, akar a matrixok sajat-
érték-feladatat, vagy a linearis differencidlegyenlet-rendszerek elméletét tekintjiik.
Ezen felfogassal hazai hagyomanyokat igyekeztiink kovetni, csakugy, mint a hiper-
matrixok alkalmazasaval, — a kiilf6ldi szakirodalomban ugyanis ezek jelent8ségét
még kevéssé ismerték fel, igy ezekre a kurrens kézikonyvekben is csak elvétve taldlni
utaldst. A szoveget megfelelS irodalmi hivatkozasokkal lattuk el, ezek tanulmanyoza-
sdval az Olvaso kielégitheti tovabbi érdekl6dését. A linedris algebra klasszikus ered-
ményeinek ismertetésénél nem adtuk meg az eredeti miiveket, helyettiik ink4bb 4lta-
lanosan haszndlt tan- és kézikonyvekre utalunk (lasd pl. [32], [39], [43], [61], [113]).

A koényv megértéséhez csupan az analizis és az algebra alapfogalmainak ismeretét
tételezziik fel. A tdrgyalds soran felhasznaljuk pl. a zart intervallumban folytonos
fiiggvények integraljanak fogalmat, a Lagrange-féle interpolaciét, polinomok alap-
tulajdonsigait, a determinans fogalmit és a vele végezhetS miiveleteket, valamint
a komplex valtozés fiiggvények hatvanysorat. A 8. fejezet megértéséhez ismernie
kell az Olvasénak a linedris differencidlegyenletekre vonatkozo alaptételeket, a 9. fe-
jezet 4. pontjahoz pedig a valGsziniliségszdmitas alapfogalmait és a reziduum-tételt.
Ezek ismeretének a hidnya azonban nem zavarja a tobbi fejezet megértését.

A konyv formai szerkezetének kialakitdsdban a matematikai irodalomban szokésos
mébdszert kovettiik, amely szerint az alapvet8 ismereteket a kovetkez8 harmas tago-
lasban kozlik: definici6 — tétel — bizonyitas; a bizonyitdsok végét a |l jellel jelsl-

12 tiik, a példak végét pedig * * % jellel.



Az egyes fogalmak viligosabb megkiilonboztetése céljabol egymastol eltérd betii-
tipusokat alkalmazunk. igy

a matrixokat félk6vér, all6 nagybetiik: A, B, ...

az oszlop- és sorvektorokat félkovér, all6 kisbetiik: a, b, ...

az absztrakt line4ris tér vektorait félkovér, dglt kisbetiik: a, b, ..
a geometriai tér vektorait félkdvér, groteszk kisbetiik: a, b, ...
a linedris tér transzformdcidit groteszk nagybetiik: A, B, ...

jelolik. RemélhetSleg ezek a formai megolddsok az anyag attekinthetSségét meg-
novelik.

Ezen a helyen szeretnénk koszénetet mondani mindazoknak, akik kritikai észre-
vételeikkel és megjegyzéseikkel segitettek kijavitani a konyv kordbbi kiadasaiban
taldlhaté6 hibakat. MindenekelStt Lee Annanak, a konyv lektordnak szeretnénk
megkdszonni gondos munkajit és értékes észrevételeit, amelyekkel sokat segitett a
konyv szerkezetének javitisiban és szdmos kovetkezetlenség kikiiszobolésében.
Koszonet illeti volt tanitvAnyaimat, akik 25 év alatt aktiv jelenlétiikkel, az elGada-
sokra val6 reagélasukkal segitettek az anyag didaktikai felépitésének formalasidban
— nem is beszélve arrdl a segitségrfl, amelyet a konkrét hibdk osszegyiijtésével
nytjtottak. Nagy segitséget nytjtott Onody Séndor a 10. fejezet egyes példdinak gépi
megoldéasdban és a kiil6nb6z8 mddszerek 6sszehasonlitidsaban. Végiil koszonet illeti
a koényv szerkeszt8jét Oldh Juditot, azanyag sajté ald rendezésében végzett gondos
és lelkiismeretes munkajaért.

Budapest, 1990. marcius
Rdzsa Pdl

Stubnya Gusztdvné
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I. | BEVEZETES
resz | A LINEARIS ALGEBRA
ELMELETEBE







1. | AMATRIXALGEBRA ELEMEI
ES A LINEARIS
EGYENLETRENDSZEREK
ELMELETE

Ebben a fejezetben mindenekelStt bevezetjiik azokat az alapfogalmakat és jelolése-
ket, amelyek az egész konyvben végigkisérik az Olvasét. Ertelmezziik a métrixokkal
végzett miiveleteket és ennek soran bemutatjuk a legfontosabb specialis szerkezetil
métrixokat, amelyek a késGbbi fejezetekben ismételten el6fordulnak. Mar kezdettSl
fogva kiemeljiik azt a kézponti szerepet, amelyet az elmélet fokozatos kiépitése soran
a diddoknak szdnunk. Viszonylag nagy helyet szenteliink speciilis szerkezetli mat-
rixok invertaldsanak, és kidolgozott feladatok segitségével kivinjuk segiteni az Olva-
s6t, hogy kell§ rutint szerezhessen a matrixok kezelésében. A rang fogalmat Ossze-
kapcsoljuk a matrixok faktorizacidjanak feladataval és ennek kapcsin bevezetjik
a matrixok minimdlis diadikus elGdllitdsdt, amely alapvetS fontossagh feladat lesz a
késGbbiek soran is. Kiilon pontban foglalkozunk a projektorok legf6bb tulajdonsa-
gaival, végiil alkalmazzuk a matrixalgebra elemeit a lmearls egyenletrendszerek meg-
old4sédnak elméletében.

1.1 | ELNEVEZESEK ES JELOLESEK

Tekintsiik az a;; komplex szdmoknak egy m sorb6l és n oszlopbdl all6 sémdjdt:

Ezt a sémat m Xn tipust mdtrixnak nevezziik és a kovetkez8képpen jeloljiik :

A =[aij] (i=1,2,...,m;j=1,2,~--5n),

(m, n)
vagy egyszeriien
= [aij] (i=12,...,m;j=12,...,n).

Az a;; szamok a matrix elemei. Annak feltiintetésére, hogy az A maétrix #j index(

eleme a;;, gyakran a kovetkezd jelolést alkalmazzuk: (A); = a;. Ha m = n, akkor

a matrixot n-edrendii kvadratikus mdtrixnak nevezziik. Jel6lése:

A'l = [aij] (i9j = 1’ 2, <oy n)a

1.1
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vagy egyszeriien
A= [aif] (la]': 1,2, ...,n).

Mivel ezek szerint n-edrendii matrix csak kvadratikus lehet, ezérta kvadratikus jelz8t
ilyenkor elhagyhatjuk. Ugyanigy elhagyhatjuk annak feltiintetését is, hogy milyen
tipustt matrixr6l van sz6, ha a tdrgyalds soran felirt miiveletekbdl vagy Osszefiiggé-
sekbdl ez egyértelmiien kideriil. A sorok és oszlopok felcserélésével nyert matrixot
az eredeti matrix transzpondltjdnak nevezziik és T felsS indexszel jeloljiik :

= [aj] = [a;).
EbbSl kovetkezik, hogy egy mXn tipust matrix transzponaltja nXm tipusu. Ha

egy matrix elemei helyébe ezeknek a konjugiltjat tessziik, akkor az eredeti matrix
konjugditjdt kapjuk, ezt felillvonassal jeloljiik :

= [ay].
A maétrix transzpondit konjugdltjdt H felsS indexszel jeloljiik :
T = [a] = AV,

Két matrix akkor egyenld egymassal, ha azonos tipustiak és megfelelS (azonos indexii)
helyen 4116 elemeik egyenlSk:

A =B,
ha
aij=bij (i=1,2,...,m;j=1,2,...,n).

Ha az A matrix megegyezik a konjugaltjaval:

A=A,
akkor A val6s elemii, vagy roviden valds mdtrix; ha
A = [-a;] = —A.
akkor A képzetes (imagindrius) mdtrix. Ha egy (kvadratlkus) matrix megegyezik a
transzponaltjaval:
A =AT,
akkor szimmetrikus, ha pedig
A =—AT,
akkor ferdén szimmetrikus®.
Ha egy (kvadratikus) matrix megegyezik transzponaltjanak konjugaltjdval:
A =AM

* Az irodalomban gyakran talilkozunk a ferdén szimmetrikus matrixokra vonatkozdan az
»antiszimmetrikus matrixok” elnevezéssel. Tekintettel arra, hogy ez tisztdn nyelvi szempontbo6l
nem Kkifogastalan szOképzés, masrészt pedig az orosz, angol, ill. német nyelv(i matematikai iro-
dalomban a xoco, skew, illetve schief kifejezés terjedt el, ezért konyviinkben a ,,ferdén” elnevezést
fogjuk hasznalni.



akkor hermitikus®, ha pedig
A =AW,

akkor A ferdén hermitikus.

Ebbdl kovetkezik, hogy speciilisan a valds elemii hermitikus matrix mindig
szimmetrikus, a valos elemii ferdén hermitikus matrix pedig mindig ferdén szimmet-
rikus.

Az A kvadratikus matrix /7 index{i elemei a matrix fddtldjaban (fodiagondlisd-

ban) helyezkednek el. Ha egy kvadratikus matrixnak a f64tl6jan kiviili valamennyi
eleme zérus, akkor un. diagondlmdtrixhoz jutunk. JelGlése:

D = (did>...dy)

vagy
D=(k (k=12 ...,n),

ahol d, az a; elemet jeloli. A

I, ha i=}
6ij = . .
0, ha i#]

Kronecker*-féle szimb6lumot hasznélva, a [6,] métrix az an. E egységmdtrix:

1 0 0...0
0 1 0...0
E=[o 0 1...0

Tehat az egységmatrix mindig kvadratikus. Ha fel akarjuk a rendjétis tiintetni, akkor
az E, jel6lést hasznaljuk.

Az olyan matrixot, amelynek egyetlen eleme 1, a tobbi pedig 0, mdtrixegységnek
nevezziik és ha az #j indexii elem 1, akkor az E; jelolést alkalmazzuk. A csupa O
elembdl 4116 matrixot zérusmdtrixnak nevezziik és 0-val jeldljiik.

A matrixok korében Kkitiintetett szerepiik van az egyoszlopos, ill. az egysoros
matrixoknak. Ezeket oszlop-, ill. sorvektoroknak nevezziik és megkiilonboztetésiil kis
betiikkel jeloljiik :

a = 5 al = [al as.. .Lln].
an
Mivel a sorvektor a megfelel§ oszlopvektor transzpondltja, megegyezés szerint a sor-

vektort a T felsG indexszel latjuk el. Az olyan oszlop-, ill. sorvektort, amelynek egyet-
len eleme 1, a t6bbi pedig 0, egységvektornak, mégpedig egység-oszlopvektornak,ill.

* Ch. Hermite (ejtsd: ermit) francia matematikus (1822 —1901) nevérél kapta az elnevezést.
** 1. Kronecker (1823 —1891) német matematikus.

1.1
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egység-sorvektornak nevezziik; ha az i-edik elem 1, akkor az e, ill. ¢ jeldlést alkal-
mazzuk.

A matrixot vizszintes és fiigglleges vonalakkal részekre oszthatjuk. Az ilyen
részekre osztast particiondldsnak, a particionalassal ad6dé részmatrixokat blokkok-
nak nevezziik. A legegyszerfibb és legtermészetesebb részekre osztds, ha a matrixot
csupa fiiggbleges vonallal oszlopvektoraira, vagy csupa vizszintes vonallal sorvek-
toraira particionaljuk:

A = Saa,
illetve
_ al
____________ S
A= . a
|

Itt a sorvektorokat fels§ indexekkel jeloljiik, mivel azok nem a megfelelS indexii
oszlopvektorok transzponaltjai!
Altalanosabb particionalas a kdvetkezs:

r s

—— -
_ [Au AIZ] }p
Az Ao }‘1 .
ahol az A,, blokk p Xr tipust, az A,, blokk pXs tipust, A,, tipusa g Xr és A,, tipusa
gXxs.
Ha kivilasztjuk az A matrix 7, %, ..., /,-edik sorainak j, j,, . .., jr-edik elemeit

és ezeket ismét matrixként irjuk, akkor az eredeti matrix egy minormdtrixdt kapjuk.
Jelolése:

Giyjy  Qijpe « - Qigj,
.. . Aiyj,  Qigjy- « -Qjyj,
(1.1.1) Alizehn — ‘

J1J2...Js

Az A kvadratikus matrix elemeibdl alkotott determindnst A determindnsdnak
nevezziik. Jelolése: | A|, tehat — a determinédns definicidja szerint —

[AI = (Z) (— 1)’ A1i,A2iy « «  Aniys
n!

ahol Iaz 1,2, ...,n szZdmok 7, i, ... i, permuticiéjaban szerepld inverziok" szAmat
jelenti, az Osszegzést pedig ki kell terjeszteni az 1,2, ...,n szdmok valamennyi
permuticidjira. Adott A matrix valamely kvadratikus minormatrixdnak determinéan-
sat réviden minornak fogjuk nevezni.

* Emlékeztetiink arra, hogy az 1, 2, ..., n szamok egy 7y, y, . . ., 4, permutéciojiban az i, és 7,
elem inverziot alkot, ha k < lés 7, > i,



Ha az A kvadratikus matrix j-edik sorét és j-edik oszlopat elhagyjuk és az igynyert | .2
(n—1)-edrendii minormatrix determinansat (— 1)"*” el8jellel ellitjuk, akkor az A;; el5-
Jeles aldetermindnst kapjuk. Ezt mésképpen az a;; elemhez tartoz6 algebrai komp-
lementumnak is szoktak nevezni. (A determindnsokra vonatkozoéan lasd pl. [5].)

12 | MATRIXOK OSSZEADASA,
MATRIX SZAMMAL VALO SZORZASA

1.2.1 definicié. Azonos tipusu matrixok oOsszegén olyan mdtrixot értiink, amelynek
elemei egyenldk az egyes mdtrixok megfeleld (azonos indexil, azonos helyen dlld)
elemeinek dsszegével.

Legyen A = [a;]] és B = [b;] egy-egy mXn tipusi matrix. Osszegiik aza C = [c;;]
matrix, amelyre
{1.2.1) cij = aij+ bij.
E definici6 alapjan kozvetleniil belathat6, hogy a métrixok dsszeaddsa kommutativ
és asszociativ miivelet:
A+B = B+A,
A+(B+C) = ((A+B)+C.

1.2.2 definicié. Matrix szorzasa komplex szdmmal olyan mdtrixot ad, amelynek
minden eleme az adott mdtrix megfeleld elemének szorzata a komplex szdmmal.

Legyen A = [a;;] tetszGleges matrix és ¢ egy komplex szdm; akkor-a cA szorzat
olyan G = [g;] métrixot ad eredményiil, amelynek elemeire

(1.2.2) gij = cdaij.
E definicié alapjan kozvetleniil beldthatok az alibbi disztributiv és asszociativ
tulajdonsagok:
¢(A+B) = cA+cB,
{(a+b)C = aC+bC,
(ab)C = a(bC).

Itt A, B, C matrixokat, a, b, ¢ pedig komplex szamokat jelent.
Hasonloképpen belathat6, hogy a transzponalds és a konjugilds tagonként elvé-
gezhetd:

(A+B)T = AT+BT,
(A+B) = A +B, 21
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tovabba
(cA)T = cAT & (cA) = ZA.

A fentiek alapjan két azonos tipustt matrix kiilonbsége a kovetkez8képpen van
értelmezve:

A—B = A+(=1)B.

A determindnsok azon egyszer(i tulajdonsigébdl, amely szerint egy determinins
egyetlen sordnak (vagy oszlopdnak) elemeit egy adott szimmal megszorozva, az
egész determindns szorzodik az adott szdmmal, kévetkezik, hogy n-edrendli A
matrixra

|aA,| = o | Anl.

A fentiekb8l kovetkezik, hogy azonos mdédon particionalt matrixok Gsszeaddsa
blokkonként elvégezhet8, tovabba, hogy a szdmmal val6 szorzés is blokkonként el-
végezhetS. Matrixok Osszeaddsdnak és szdmmal valé szorzasdnak a definicidja le-
hetdvé teszi a kovetkezd egyszerii, de igen fontos tétel bizonyitdsat.

1.2.1 tétel. Bdrmely komplex elemii kvadratikus mdtrix felirhato
A =M +iH,

alakban, ahol H, és H, hermitikus mdtrix.
Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi azonossagot :
1 1
A= 5 (A-I—A“)+§ (A—AM).

Kozvetleniil belathat6, hogy ezen azonossdg jobb oldaldnak els§ tagja hermitikus,
masodik tagja pedig ferdén hermitikus matrix, vagyis

[l(A+A“)}H = l(A“+A) = l(A+A“)
12 2 2 ’
lAA"'H—IA"'A-—IAAH
fya-anl = g = -,

Hasonl6képpen egyszeriien belathat6, hogy ha F ferdén hermitikus maétrix, akkor

1 .. . . .
— F hermitikus métrix; ugyanis F' = —F miatt
14

H
(LF) _ —%F“ _lyg

1 ]

valéban fennall. Bevezetve a
H, = (A+AY)

H,; = ! (A—AH
2 =7 )

jelolést, a tétel allitasa adodik. Il



1.3 | MATRIXOK SZORZASA

1.3.1 definicié. Az mXp tipusti A mdtrix és a pXn tipusu B mdtrix szorzatan azt az
mXn tipusi mdtrixot értjitk, amelynek ij indexti elemét az A mdtrix i-edik sordnak és a
B mdtrix j-edik oszlopdnak kompozicidja® adja.

Legyen A = [a;] és B = [b,]; akkor az AB = C = [c;] szorzatmétrix elemei:

p

(1.3.1) Cij = Z a,-kbk,-.

A matrixok szorzisa a legjellegzetesebb matrixmiivelet; nyilvanvald sajatossiga,
hogy nem kommutativ.

Az 6sszeszorozhatdsag feltétele: a bal oldali tényez8 oszlopai szdiménak meg kell
egyeznie a jobb oldali tényez8 sorainak a szdmaval. Marpedig a tényez8k sorrendjé-
nek felcserélése esetén nincs mindig biztositva ez a feltétel, tehat az egyik sorrendben
esetleg elvégezhetS a szorzds, a mdsik sorrendben pedig nem. Két azonos rendd
kvadratikus matrix vagy egy mXp és egy pXm tipusii matrix mindkét sorrendben
Osszeszorozhaté ugyan, de ez a szorzds sem kommutativ, mivel — pl. n-edrendii
matrixokra — altaldban

n n
Y aibi; #= Y, buaw;.
k=1 k=1
A szorzés kommutativitdsdnak hidnya a legtobb probléma forrésa, amelyet a matrix-
elmélet felvet; ez adja viszont az elmélet szépségét is.

Természetesen vannak olyan specialis matrixok, amelyekre a szorzds kommutativ.
Az ilyen matrixokat felcserélhetoknek nevezziik.

Véarhatd, hogy ilyen esetekben sokkal tébbet allithatunk a szoban forgé maétrixok-
rél, mint 4ltaliban, ezért a kovetkez8kben mindig gondosan hangstilyozni fogjuk,
ha azt talaljuk, hogy a matrixok bizonyos osztilyai korében a szorzis kommutativi-
tdsa fennall.

Konnyti meggy8z8dni arrdl, hogy az eddig megismert matrixokra a felcserélhetG-
ség a kovetkez6 esetekben érvényes:

(1) Béarmely kvadratikus métrix felcserélhetS a vele azonos rendd zérusmatrixszal
és egységmatrixszal :

AE = EA = A,

A0 =0A =0.
Ezekbdl az 6sszefiiggésekbdl 1athatd, hogy az egységmatrix és a zérusmatrix ugyan-
azt a szerepet tolti be a matrixok korében, mint az 1, ill. 0 a szdmok korében; ez az
elnevezésiiket is indokolja.

*Azay, a,, ...,a,88by,b,, ..., b, szam-n-esek kompozicidjdn az
aby+azh,+ ... +ab,

szorzatOsszeget értjiik.
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(2) Diagonalmatrixok mindig felcserélhetSk:
D1D2 = Dle = <d]$»1) d]$2)>.

(Diagonélmatrixok szorzata szintén diagonalmdtrix!) A szorzis definici6jabdl kovet-
kezik, hogy ha az A matrixot balrdl szorozzuk a D diagondlmadtrixszal, akkor az A
matrix sorait kell szorozni a diagondlmétrix megfelel§ elemeivel, ha pedig jobbrol
szorozzuk, akkor az oszlopaii.

Matrixok szorzasanak begyakorldsiara — kiilonésen a kezdSknek — ajanlhaté
az alabbi elrendezés:

4 ||
|
|
i II
ll
p< By;
|
|
|
L
p \ | 1
A AB | |
e I B "
L)
b————v—'—J

Eszerint a bal oldali tényez8 egyes sorait és a jobb oldali tényez8 egyes oszlopait
meghosszabbitva, ezek metszéséhez keriilnek a szorzatmditrix megfelel6 elemei.
A tévedés igy sokkal konnyebben elkeriilhetS, mintha egymds mellé irnank a tényezs-

ket.
2 1 0
[5 3 5]
7 6 -2
[2 3—1][12 5 17
4 -5 6125 25 —37]'

* ¥k
Ha a megfelel Osszeszorozhat6sdgi feltételek teljesiilnek, akkor a szorzas defi-
nici6ja alapjdn tobbtényez6s mdtrixszorzatok értelmezhetSk; ezekre fenndll az asz-
szociativitds torvénye. Ez kozvetleniil beldthato, ha felirjuk hdrom matrix szorzatdnak

Példa.



4ltaldnos elemét elBszor uigy, hogy az els8 két tényez szorzatit szorozzuk a harma- | 3
dikkal, utdna pedig gy, hogy az elsd tényezst szorozzuk a masik kett§ szorzataval.

Legyen
A =lay]; B =[by]; C =|[cl
@, 9 (s, n)

(m! r)

Ekkor az ( A B) C matrix /jindexii eleme
m,r) (r, 5) (s, 7)

z (Z aipbpq) Cqjs
g=1 \p=1

az A (B C) matrix ijindexii eleme pedig
(m,r) (r, s) (s, n)

r

Z dip (Z bpchj) .
g=1

p=1
Minthogy skalidrokra vonatkozdan véges Osszegezéseknél az Osszegezések sorrendje
felcserélhetS, igy az ij indexii elemre kapott két kifejezés megegyezik egymassal.
A jobb oldalak egyenl8ségébsl kovetkezik, hogy a tobbtényez8s métrixszorzas vald-
ban fiiggetlen a tényez8k csoportositasatol:

(AB) C = A(BC) = ABC.
A haromtényez3s matrixszorzat altaldnos elemét tehat kettGs szumma alakjaban

nyerjiik. Tegyiik fel azegyszeriiség kedvéért, hogy a széban forgé matrixok mind kvad-
ratikusak. Ekkor

(1.3.2) ABC = [Zn: i aipbpch,-] .

g=1 p=1

Az Osszeadas és a szorzas definici6jabdl kovetkezik, hogy érvényes a kéroldali
disztributivitds torvénye:

(A+B)C = AC+BC,
A(B+C) = AB+AC.

Kozvetleniil belathat6, hogy akarhiny tényez8s matrixszorzat esetén a szorzat-
matrixnak annyi sora van, mint az elsd tényezOnek és annyi oszlopa, mint az utolsé
tényezGnek.

Mivel kvadratikus matrix szorzds szempontjabdl 6nmagaval mindig felcserélhetd,
a matrixszorzas asszociativitasa folytan egyértelmtien definidlhat6 a kvadratikus mat-
rixok pozitiv egész kitevgjii hatvanya:

1 2 D
A? = AX...A.

Innen adédik, hogy a szdmok hatvinyainak szorzatara vonatkozé szabdly értelem-
szeriien atvihet8 métrixokra is: koz6s alapu hatvanyokat Ggy szorzunk, hogy a
koz0s alapot a hatvanykitevSk 6sszegére emeljiik, vagyis

APAI = Apr+a,
A zérus kitevGjii hatvanyt egységmatrixként értelmezziik :
A =E. 25
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Ezek alapjdn tehat egyértelmiien definidlhatd egy kvadratikus matrix skaldr egyiitt-
hat6s polinomja. Ha ugyanis tekintjiik a
pr(2) = cotc1z+caZ2+ ... +Cmz™

m-edfokt polinomot (cg, ¢, 5, ... komplex szdmok, ¢, # 0), akkor a z skaldr-
valtozo helyére az A matrixot helyettesitve, a

pm(A) = E+c1A+ A2+ . .. +CrA™

madtrixpolinomot kapjuk. A métrixpolinom értelmezésébil kovetkezik, hogy ugyan-
azon A kvadratikus matrix tetszGleges polinomjaira a szorzas a kézonséges polino-
mokra szokasos moédon elvégezhetS és a matrixpolinomok a szorzasra nézve fel-
cserélhetGk. Tovabba, hogy barmely egyvdltozds raciondlis egész skaldr azonossdg
vdltozatlanul érvényben marad, ha a skalar valtoz6 helyébe egy kvadratikus mdtrixot,
az egység helyébe pedig az egységmatrixot helyettesitjiik. Példaul

+x)1—x)= 1—x*
miatt, tetszGleges kvadratikus A matrixra fennéll az

(E4+A)(E—A) = E—A?
:azZonossag.

A matrixszorzat transzpondldsara az Gn. forditott sorrend szabdlya érvényes, azaz

(1.3.3) (AB)" = BTAT.
Ugyanis a transzponalt métrix elemeire bevezetve az

AT = [aiTj] = [a;]

BT = [biTj] = [bil
Jelolést, az

AB = I:Z aikbk,-]

k=1
szorzat transzpondlja
n T n n LI
(AB)" = [Z aikbkj] == [Z ajkbki] = [ Y bkiaik] . [Z bikaki] = BTAT.
k=1 k=1 k=1 k=1

A forditott sorrend szabélyanak ismételt alkalmazisival barmely véges m tényez8
esetére

(AlAz...Am) = ATAL ;... AJA].

A szorzas definici6jabol kovetkezik, hogy ha az A és B matrixra az 0sszeszoroz-
hatésag feltétele teljesiil €s az A matrix ugyanfigy van particiondlva oszlopai szerint,
mint a B matrix sorai szerint (A sorok szerinti és B oszlopok szerinti particionalasa
tetszGleges lehet), akkor az AB szorzat a particiondlt matrixok blokkjainak segitsé-
gével is szamithatd; ha

A=[Au]l (=012 ...p, k=12 ....9

B=[Buy (k=12 ...,9 I=12 ...,1),



akkor
q
=[Z AikBk1:| (i=1,2,...,p,1=1,2,...,r).
k=1

Két matrix szorzatinak definici6jabdl kézvetleniil kovetkezik, hogy a szorzat-
métrix (1.1.1) szerinti minormétrix4t megkapjuk, ha a bal oldali tényezd iy, iy, .. ., i,
index{i sorabdl és a jobb oldali tényezd ji, j,, . . -, j, indexii oszlopabdl alkotott minor-
métrixot Osszeszorozzuk, vagyis

(1.34) (AB)x]lltjz dr. Amz ’rB}u?z......';.-

1.4 | SPECIALIS MATRIXSZORZATOK

Vizsgiljuk most meg azokat a specidlis matrixszorzatokat, amelyeknek egy — vagy
két — tényezdje oszlop-, ill. sorvektor. A szorzas 1.3.1. definicidjabdl kovetkezik,
hogy egy matrix szorzata oszlopvektorral oszlopvektort eredményez. Vézlatosan
szemléltetve :

—J

Jelolie A = [a;] a méitrixtényezSt, x = [x,] (k = 1,2, ...,n) az oszlopvektor-
(m, n)
tényezGt és b = [b;] (z = 1,2, ..., m) a szorzat eredményeként adédo oszlopvektort.

Ezzel az el8bbi szorzat
(1.4.1) Ax=b

(m, n)

alakban irhaté. Részletesen kiirva a szorzatvektor elemeit :

a11X1 +a1eXxs + ... +awmxn = by
(14'2) A21X1 +0a22Xs + ... +AwXn = bZ

............................

Am1X1+AmoXa+ . . . +AmnXn = bm.

Ha az x vektor elemeit ismeretlen mennyiségeknek tekintjiik, akkor (1.4.2) linedris
algebrai egyenletrendszert jelent, amelynek egyiitthat6ibol az (1.4.2) szerinti elrende-
zésben alkotott matrix — az egyenletrendszer egyiitthatématrixa — éppen az

A matrix.

(m, n)
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Ehhez hasonléan, sorvektor szorzata matrixszal sorvektort ad. Vézlatosan:

L | I ]

Jelolje most a megfelelS sorvektorokat y' = bl G=12...,m), il ¢’ =[¢]
(I=1,2,...,n); ekkor az el6bbi szorzat a kévetkez§ alakban irhato fel:
(14.3) yvT A =c'.

(m, n)
Részletesen kiirva a szorzatvektor elemeit:

y1a11+y2a01+y3az1+ . . . A Ymlm = €1
(1.4.4) V1@12+yoass+yaase+ . . . + Ymme = C2

Y1Qint+Yalon+¥3@an+ . . . +Ym@mn = Cn.

Mint l4thatd, ismét linearis algebrai egyenletrendszert kapunk, ennek egyiitthat6-
matrixa az (1.4.1) egyenlet egyiitthatématrixdnak transzponaltja. Tehit az (1.4.4)
egyenletrendszer

ATy =c
alakba irhat6, ami egyébként az (1.4.3) dsszefiiggés transzponélasival is megkaphato.

A linearis egyenletrendszerek részletes targyalasit az 1.10. pontban talaljuk.

Ha egyetlen sorvektornak egyetlen oszlopvektorral valé szorzatat tekintjiik, akkor
ez egy ,els6rendii” matrixot, azaz egyetlen elemet ad, ami a két vektor skaldris
szorzatdnak felel meg.

Vézlatosan:

[ ][] U

részletesen:

n
(1.4.5) a™b = Y ab.
k=1

Forditott sorrendben véve a vektortényezdket, a tovabbiak szempontjabol alap-
vet8 jelentOségii szorzathoz, az un. diadikus szorzathoz vagy réviden diddhoz jutunk.
Az m elemii a oszlopvektornak az n elemii b' sorvektorral valé szorzata ugyanis
egy mXn tipust matrixhoz vezet, amelynek elemei az egyes vektortényez8k egy-egy
elemének paronként vett szorzatai.



Vazlatosan:

azaz
albl albg alb,,
(146)  abT = [ahy] — | 9201 a2bz ... axbn
amb1  ambs ... Qmbn

Adott matrix oszlopai, sorai, elemei elSallithatok ilyen specidlis matrixszorzatok
alakjaban.

Ha ui. a matrixszorzat egyik (vagy mindkét) tényezSje egységvektor, akkor kénnyen
felirhat6 a szorzat eredménye: az A madtrixot jobbrdl megszorozva a j-edik egység-
oszlopvektorral, a matrix j-edik oszlopat kapjuk, ha viszont balrdl az i~edik egység-
sorvektorral szorozzuk, akkor a matrix i-edik sorat kapjuk:

(1 .4.7) Aej = aj.

Részletesen kiirva:

(148) oA = ai,
[0...1 0...0][ _____________ al ] [ a ]

Hasonléképpen konnyen beldthatok az alabbi egyszerii, de fontos Osszefiiggések:

azaz

ela = a,

efe; = 0y, (Kronecker-féle szimbolum)

0 o...o...o]
ee = E,.,-=lo 0...1...0 Jv (métrixegységek)

0 0...0...0
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valamint
(1.4.9) e;'rAej = e;‘raj = aiej = a,-j.

Az (1.4.9) Osszefiiggés szerint tehdt egy A matrix ij indexii elemét megkapjuk, ha az
A matrixot az /-edik egység-sorvektorral balrdl és a j-edik egység-oszlopvektorral
jobbrdl szorozzuk.

A diad fogalménak ismeretében lehetGvé valik két matrix szorzatdnak egy masik
elGallitisa. Egy m X p és egy pXn tipusi matrix szorzatdnak az elemei ugyanis p tagt
osszegek, igy a szorzatmatrix p matrix Osszegeként irhaté fel. Az dsszeadanddk a
bal oldali tényez6 egy-egy oszlopabdl és a jobb oldali tényez8 egy-egy sorabol alko-

tott diddok. Részletesen kiirva:

AB = a szorzat,
4 mint olyan matrix, melynek elemei p tagn
= i b = ?
p
(1.4100 =Y laubij] = ezt p métrix osszegeként felirva,
k=1
_ i abt a matrixokrdl lathatd, hogy diddok, igy p
=1 * diad Gsszegéhez jutunk;
a diddok oszlopvektorai az A matrix
A=lajiaz...ia .
P oszlopai,
_ b1
............. -
B=| - b ........... sorvektorai pedig a B métrix sorai.
R

Tehat két (mXp és pXn tipusil) matrix szorzata mindig felirhaté (p taga) didd-
Osszegként. Ez egyébként a particiondlt matrixok szorzdsinak szabdly4dbodl kozvet-
leniil is kévetkezik, ha a bal oldali tényez8t oszlopaira, a jobb oldalit pedig soraira
particionaljuk.

Az (1.4.10) Osszefiiggést forditva olvasva beldthatd, hogy n didd dsszege mindig
felirhatd két mdtrix szorzataként; a bal oldali tényez8 az egyes diddok oszlopaibél,
a jobb oldali tényez8 pedig a diddok soraibdl alkotott matrix:

[ v 1770 v 1 [ v 1

(1.4.11) u; + | uz +...+]w, =




Ennek jelent8ségét akkor fogjuk majd latni, amikor egy matrix szorzatta alakitisi-
nak, azaz faktorizdcidjdnak feladatdval keriiliink szembe. A mondottak értelmében
ugyanis a faktorizdci6 feladata ekvivalens a matrixnak diddosszegként vald felirdsa-
val.

A kovetkez8kben specidlis harmas szorzatokat vizsgalunk meg. Tekintsiik el8szor
azt az esetet, amikor az ABC szorzat kozépsS tényezGje diagonalmatrix, azaz B =
= (by)- Az (1.3.2) dsszefiiggésbdl kdvetkezik, hogy ekkor

(1.4.12) ABC = [Z az‘kbkckj] >

k=1

vagyis a harmas szorzat elemei most kettGs szumma helyett egyszeres szumma alakji-
ban ad6dnak. Vegyiik ismét figyelembe, hogy az egyes elemek n tagi Osszegek; igy
a harmas szorzat n matrix Osszegeként irhaté fel. Az n matrix mindegyikéb8l most
egy-egy skaldr szorz6 (b, b,, ..., b,) rendre kiemelhet8, az igy megmaradé [ay c, ;]
matrixok pedig az A métrix oszlopvektoraibdl és a C matrix sorvektoraibdl alkotott
diadok. Ilyen médon belattuk, hogy ha hdrom olyan mdtrix szorzatdt tekintjitk, ahot
a kozépsd tényezd diagondlmdtrix, akkor ez a szorzat az elsd tényezd oszlopvektorai-
bdl és a harmadik tényezd sorvekioraibdl alkotott diddoknak a mdsodik tényezd elemei-
vel képezett linedris kombindcidja.*

Részletesen kiirva:

ABC = a harmas szorzat,
- mint olyan matrix, melynek elemei »
= | aubicrj| = P
k=1 tagi Osszegek,
n
(1.4.13) =Y lanbrerj] = ezt n matrix Osszegeként felirva és
k=1
= mindegyik matrixb6l a b, skaldr
=Y bilanci) = iy 18
=4 szorz6t kiemelve,
< X n didd linedris kombinaci6jahoz
= 2 bkakc . .
=1 jutunk;
a diddok oszlopvektorai az A mat-
A a;:asi. a, . .
o rix oszlopai,
- o
e —
C =/ c ........... sorvektorai a C métrix sorai,
|
b:
b2 a line4ris kombindcié egyiitthat6i
B = (bibs...bs) = . . . o .
. pedig a B diagondlmatrix elemei.

b

* Ismeretes, hogy az a,, a,, ..., a, vektorok linearis kombinacidjan a cja;+c.a;+...+ca,
Osszeget értjiik, ahol ¢; (7 = 1, ..., r) tetsz6leges (komplex) szamok.
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Az (1.4.13) osszefiiggést forditva olvasva, beldthatd, hogy diddok linedris kombi-
nécidja mindig felirhaté hdrom olyan matrix szorzataként, ahol az els§ tényez8t a
diadok oszlopvektorai, a harmadik tényezGt a diddok sorvektorai alkotjik, a ko-
z€psb tényezS pedig olyan diagonalmétrix, amelynek elemei a linearis kombindci6é

egyiitthat6i.
Részletesen:
H : : 2'1 .......... Y ]T. _________
" S T
1414 Y auat=|wiw. w2 || LI — UAV™.
k=1 o SRR I S
v Vi

Megjegyzés. Ennek a felirasnak a jelent8ségét akkor fogjuk igazan megismerni, amikor matrixok
sajatérték-feladatdval foglalkozunk majd.

Tekintsitkk most hdrom olyan matrix szozatit, ahol az els§ tényezd sorvektor,
a harmadik tényez8 pedig oszlopvektor. A szorzis definici6jabol kovetkezik, hogy
a szorzat egyetlen skaldr, amelyet kettGs szumma alakjidban tudunk felirni. Jellje
A = [a;] a kozépsS tényezSt, y" = [j] és x = [x;] pedig az elsd, ill. harmadik
tényezGt (a tovabbiakban — a 2.3. pontban — l4tjuk majd, hogy miért célszeri az els6
tényez8t valamilyen komplex elemii y' sorvektor konjugiltjaként felirni). Ekkor

n

(1.4.15) y”Ax = Z Z aijyix;.

=1 i=1

Ha y, és x; valtozok, akkor az (1.4.15) kifejezés fiiggvényt definidl. Az (1.4.15)

alakt fiiggvényt az y; és x; valtozok bilinedris alakjdnak, az A matrixot a bilinedris

alak mdtrixdnak nevezziik. Ha A hermitikus matrix, akkor a fenti kifejezést hermitikus
bilinedris alaknak nevezziik és y helyére az x vektort irva, az igy ad6dé

(1.4.16) xMAx =Y ¥ ayxix;
s s

kifejezést az x; valtozok hermitikus alakjdnak nevezziik. Abban a specidlis esetben,
ha A valés szimmetrikus matrix és x is valds, akkor az

(1.4.17) x"Ax = 2 Z aijXiXj
Jj=1 i=1

kifejezést az x; valods valtozok kvadratikus alakjdnak nevezzik.
Kénnyen belathatd, hogy az hermitikus alak mindig valds értékii fiiggvény. Ugyanis
— tekintettel arra, hogy A = A" — fennall

(x"Ax)H = x"APx = xHAx.
A bilineéris, hermitikus és kvadratikus alakokkal részletesen foglalkozunk majd a
2.3. pontban.

Példa. frjuk fel azt az hermitikus alakot, amelynek matrixa

A= [ 1 2+3i] -
2-—3i 4



Megoldds. Az hermitikus alak a kovetkezs: 1.5

xHAx = (1 fﬂ[ ! 2+3"] ["1] _
2—3i 4 X2

_ [X¥1-1+%22-30) X1(2+3i)+4x,] [xl] _
X2

= f1x1+(2—3i)x122+(2+3i))?1x2+45€2x2 =
= |x1P+4Rex1X2+6 Im x1X2+4 | x2 2

* ok ok

1.5 | MATRIXOK INVERTALASA

Ebben a pontban megismerkediink a matrix inverzének, mds elnevezéssel a reciprok-
matrixnak a fogalmaval; megvizsgéljuk 1étezésének sziikséges és elégséges feltételét.
Ehhez néhidny 4j fogalom bevezetésére van sziikség, mégpedig az adjungalt matrix,
valamint a szinguldris és a nemszingularis matrix fogalmara.

1.5.1 definicié. Az n-edrendii A = [a;] kvadratikus mdtrix adjungdltjan azt a
mdtrixot értjitk, amelyet az A mdtrixbdl gy nyeriink, hogy az a;; elem helyére az AT
transzpondlt ugyanazon helyén dllo a?.;. = a;; elemének algebrai komplementumdt, vagyis
az (n—1)-edrendii Aj; eldjeles aldetermindns értékét irjuk.

Tehat
(1.5.1) adj A = [4;].

Példa. Legyen

1 2 3
A=14 35 6|
2 -1 3

Szamitsuk ki ennek adjungaltjat.

Megoldds. Az adjungaltnak pl. a jobb fels6 sarokban 4ll6 elemét Ggy kapjuk,
hogy meghatdrozzuk a bal alsé sarokban 4ll6 elemhez tartozé elGjeles aldetermi-
nénst:

A31 — (_1)3+1

; 3;—+112 15) =3
5 6 (12-13) =—3.

Hasonl6 médon kiszdmitva a tobbi elemet, az adjungaltra a kovetkezs addédik:

21 —9 =3
adj A = 0 -3 6].

—14 5 -3 33
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Megjegyzés. A kezd6 hajlamos arra, hogy a transzpendldsrdl, valamint a sakktdbla-szabdly
alkalmazasarol — tehat az elGjelr6l — megfeledkezzék, ezért a hibas szamolas forrasat legtobbszor
itt kell keresni.

Az adjungilt matrix segitségével konnyen megfogalmazhaté a determindnsokra
vonatkoz6 kifejtési tétel. Emlékeztetiink arra, hogy a determindnsok sorok, ill.
oszlopok szerinti kifejtése a kovetkezs:

(1.5.2) Y awdjp = dij|A|, barmely ihj=12,...,nr1e,
k=

ill.

(1.5.3) Y axidx; = 8ij|A|, barmely ipj=12,...,nT1e,
=1

ahol 8;; a Kronecker-féle szimbolum. Az adjungdlt métrix segitségével (1.5.2) és
(1.5.3) az

(154)  A-.2djA = |A|E,
ill.
(155  adjA-A=|A|E

alakban irhat6. Ezekbdl két fontos sszefiiggés olvashaté le:

(1) barmely kvadratikus matrix és adjungaltja felcserélhetG,

(2) barmely kvadratikus maétrixnak az adjungaltjaval valé szorzata a métrix de-
terminansaval szorzott egységmaétrixot adja.

A Kkapott Osszefiiggések jelentBségének megvildgitdsa céljabol bevezetiink néhany
1j fogalmat.

1.5.2 definicié. Az A kvadratikus mdtrixot nemszingularis matrixnak nevezziik, ha
az elemeibél alkotott determindns zérustdl kiilonbozé; ha a determindns zérussal
egyenld, akkor a mdtrixot szingularisnak nevezziik.

Ha az (1.5.4) és (1.5.5) azonossigban szerepl§ A matrix nemszingularis, akkor
az |A| # 0 determinénssal oszthatunk, és igy (1.5.4) és (1.5.5) helyett

adjA
(1.5.6) A_—IKI_ =E,
ill.
adjA =
(1.5.7) N A=E

irhaté. A kapott eredményt tételként is kimondhatjuk :



1.5.1 tétel. Ha A nemszinguldris, akkor létezik az

adjA

158 4

mdtrix és ezt az A mdtrixszal bdrmely sorrendben dsszeszorozva, az egységmdtrixot
kapjuk.

1.5.3 definicié. Ha az A kvadratikus mdtrixhoz hozzdrendelhetd olyan X mdtrix,
amely kielégiti mind az

(1.5.9) AX = E,
mind pedig az
(1.5.100 XA =E

egyenletet, akkor az A mdtrixot invertilhatonak, az X madtrixot pedig A inverzének
nevezziik.

Az 1.5.1 tétel alapjan egy nemszinguldris A matrixnak mindig van inverze, mégpedig
az
adj A
[A]

matrix. Felmeriil azonban a kérdés, lehet-e t6bb inverz, vagyis az (1.5.9) és (1.5.10)
matrixegyenleteknek lehet-e tobb kdzos megoldasuk. Erre a kérdésre valaszol a ko-
vetkez§ tétel.

1.5.2 tétel. Ha az A kvadratikus mdtrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmi.

Bizonyitds. A tételt indirekt médszerrel bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy allitasunkkal
ellentétben X és'Y az A matrix két kiilonb6z8 inverze. Felhaszndlva a matrixszorzés
asszociativitasat, az egységmatrix tulajdonsagat és az inverz métrix (1.5.9) és (1.5.10)
definidld egyenleteit,

Y = YE = Y(AX) = (YA)X = EX = X

irhatd, ahonnan, a feltevéssel ellentétben, Y = X adédik.” |l

Ha tehdt egy A matrix invertalhatd, akkor egyetlen inverze van, igy ebben az
esetben az (1.5.9)—(1.5.10) egyenletek megoldasira bevezethetjiik az X = A™! jelo-
lést. A kovetkez8 tétel azt mondja ki, hogy mikor invertdlhaté az A maétrix, azaz
milyen feltételek esetén létezik A inverze.

* A bizonyitasbol kiolvashatod, hogy a tétel a kovetkezd, erdsebb alakban is érvényes: Ha X
kielégiti az (1.5.9), Y pedig az (1.5.10) egyenlet, akkor X = Y és A inverze egyértelm.
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1.5.3 tétel. Az A kvadratikus mdtrix akkor és csak akkor invertdlhatd, ha nem-
szinguldris, azaz ha |A| = 0.

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége kozvetleniil adodik a determinansok szorzasi
szabdalyanak alkalmaz4sdbdl. Ha ugyanis tekintjiikk az (1.5.9) vagy az (1.5.10) egyen-
letben mindkét oldal determinédnsét és kihasznaljuk azt, hogy két matrix szorzatdnak
determinansa egyenl$ az egyes tényez8k determinansinak szorzatval (ami a deter-
mindnsok sor—oszlop szerinti szorzisabdl kozvetleniil kovetkezik), akkor akar az

|AX| = |E|, akiraz [XA|=|E|
Osszefiiggésbil
[A]X] =1
adodik, ami csakis A | > O esetén 4llhat fenn.
Az 1.5.1 tétel szerint nemszinguléris A esetén az
adjA
|A]

matrix kielégiti az inverz matrix definidlé egyenleteit, ami azt bizonyitja, hogy a
nemszingularitas egyuttal elégséges feltétele is az invertalhatosdgnak. il

Ha A nemszingularis, akkor az 1.5.1 tétel egyuttal A inverzének az elGallitdsat is
megadja:
adjA
1.5.11 Al = .
(10 Al

Példa. Hatarozzuk meg az el3z5 példdban szereplS matrix inverzét.

Megoldds. Az adjungélt matrix ismeretében a matrix determindnsa legegyszeriibben
tgy szdmithat6 ki, hogy a matrix birmely sorat (vagy oszlopat) komponiljuk az
adjungalt matrix azonos indexii oszlopdval (vagy sordval). Tehat (pl. az els§ sort az
adjungalt elsS oszlopdval komponélva):

[t 2 31 21
[A] = 0| =-21,
—14

és igy az inverz matrix
) 21 -9 -3
_1__— —
Al= 21[ 0 -3 6].
—-14 5 -3

Matrixszorzat inverzének képzésére is a ,forditott sorrend” szabalya érvényes:
tobbtényezds mdtrixszorzat inverze az egyes tényezok inverzének forditott sorrendben
vett szorzata. Ezt kdzvetlen beszorzéssal igazolhatjuk, ugyanis

(ABC)(C-1B~1A"1) = AB(CC-1B'A-1) = A(BB-)A~! = AA~1 =,



tehat valdban

(15.12)  (ABC)! = C-1B-1A-1,

Megjegyzés. Az inverz matrix itt ismertetett alakjanak elsGsorban elméleti jelentésége van, hiszem
nagyméretii (nagy rendszamu) matrixok esetén az aldeterminansok kiszamitasa 6riasi munkat igényel,
megfelelé numerikus modszerek alkalmazasaval viszont az inverz meghatarozasinak munkaja
1ényegesen lecsokkenthet6. (Ilyen modszereket tartalmaz a 10. fejezet.)

Vannak olyan feladatok, amelyekben célszerli az (1.5.11) definidlé Osszefiiggést
hasznélni. ElsGsorban akkor johet ez szdmitdsba, ha az invertdlandé matrix szabélyos
szerkezetii, vagyis elemei szabélyos elhelyezkedést mutatnak, és a rendszdm fiigg-
vényében kivanjuk az inverz matrix elemeit megadni.

1.6 | A MATRIX RANGJA

Az 1.5. pontban megmutattuk, hogy csak a nemszingularis matrixok invertilhatdk.
Tehat, ellentétben a skalarmennyiségekkel, amelyek a zérus kivételével mind invertal-
haték, a matrixok kérében a zérusmdtrixon kiviil még nagyon sokféle matrix létezik,
amelynek nincs inverze. Feltehetjitkk a kérdést, vajon vannak-e fokozatok a zérus-
matrix és a nemszingularis (tehat invertidlhaté) matrixok ko6zott, azaz mérhet6-e
valamilyen jellemz8 szdmmal az, hogy egy matrix ,,mennyire” szinguldris. Erre a
kérdésre ad valaszt a matrix rangjdnak fogalma.

Ebben a pontban a mitrix rangjira harom definiciét is adunk, és megmutatjuk,
hogy ezek a definiciok ekvivalensek. Ennek sordn bevezetjik a vektorok linearis
fiiggetlenségének, valamint a matrixok minimalis diadikus elGallitdsdnak fogalmat.
Megmutatjuk, hogy a minimalis diadikus el8allitas egytttal a matrixok egy lehetséges
faktorizacidjat szolgaltatja. Latni fogjuk, hogy ha a rangot mint a minima4lis diadikus

elGallitasban szereplS diddok szdmét definidljuk, akkor kdnnyen bizonyithat6 a mat-
rixok rangjinak becslésére vonatkozé tobb tétel.

A RANG FOGALMA;
MATRIXOK MINIMALIS DIADIKUS FELBONTASA

Legegyszeriibb a rang fogalmat az aldetermindnsok segitségével definialni.

1.6.1 definicio. Egy A mdtrix o(A) rangja az A elemeibdl kivdlaszthatd legmaga-
sabbrendii, zérustol kiillonbozd értékii aldetermindnsdnak a rendszdma.

Tehdt ha az A matrix elemeibdl alkotott r-edrendii aldetermindnsok kozott van
legalabb egy, amelynek értéke zérustdl kiilonboz8, de valamennyi r+ 1-edrendii és
ennél magasabb rendii aldetermindnsinak értéke zérus, akkor a mdtrix rangja r.

1.6
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Jelolése:

o(A) =r.

A definicié6 ko6zvetlen kovetkezménye, hogy n-edrendfi nemszinguldris matrix
rangja n. A matrix rangjanak definici6jabol az is kovetkezik, hogy ha egy matrix
sorait vagy oszlopait atrendezziik, akkor rangja nem valtozik meg. Mivel a sorok,
ill. az oszlopok atrendezése azt jelenti, hogy a matrixot balrdl, ill. jobbrol megfelels
permutil6é matrixszal szorozzuk, azt is mondhatjuk, hogy a mdtrix rangja permutdlo
mdtrixszal valé szorzdssal szemben invaridns.

A rang 1.6.1 definicidja alapjan kénnyen beldthatd, hogy egy diad rangja 1, hiszen
egy diad sorai (ill. oszlopai) egymastdl csupan allandé szorzdéban kiilonbdznek, tehat
barhogyan vélasztunk is belSle masodrendii (vagy magasabbrendii) aldeterminanst,
az zérus lesz. Eszerinta = 0, b % 0 esetén

(1.6.1)  o@b") = 1.

Ez a felismerés azt az 6tletet sugallja, hogy a matrix rangjat valamiképpen a matrixot
alkoté diddok szdmdval hozzuk Osszefiiggésbe. Minden matrix felirhaté ugyanis
diadok Osszegeként. Egy ilyen trivialis felirdismod adodik példdul, ha a matrixot
oszlopaira particionaljuk és megszorozzuk a soraira particiondlt egységmatrixszal:

T
€1

T n
A=AE =[a;a;...a,][%]| =) axey.
- k=1
€n
Egy matrix didd6sszegként vald elGallitasai kozott kitiintetett szerepe van azoknak,

amelyek a matrixot @ lehet8 legkevesebb szamti didd Ssszegeként allitjak eld. gy
jutunk a matrix minimadlis diadikus elédllitdsdnak a fogalmdhoz (1asd [122], [123]).

1.6.2 definicié. Ha egy mdtrixot a lehetd legkevesebb szdmu didd dsszegeként dllitunk
el6, akkor ezt a mdtrix egy minimalis diadikus elé4llitasinak (felbontisinak) nevezziik.

A kovetkez6kben egy eljardst mutatunk be, amellyel adott matrix minimalis diadi-
kus el8éllitisa megkonstrualhatd, majd bebizonyitjuk, hogy a minimalis diadikus
elallitdsban szereplS diadok szdma egyenl a matrix rangjaval.

Ehhez el6bb bevezetjiik az A = [a;] métrix a;; 7 0 eleme dltal generdlt didd fogal-
mét: ezen a matrix j-edik oszlopanak és i-edik sordnak szorzatat értjiikk, osztva még
az a;; elemmel:

i T
ana _ Ai’eiA ; ahol a; = e Ae; = 0.
aij e; Ae;

Tekintsiik tehat az A = [a;] kvadratikus matrixot és tegyiik fel, hogy a bal fels6
sarokeleme nem zérus:

ag # O,

hiszen ez a sorok és az oszlopok megfelelS dtrendezésével mindig elérhet8, s amint mar

38 belattuk, egy ilyen 4trendezés a rangot valtozatlanul hagyja. (Megjegyezziik, hogy



ezt a kikotést csupan a kényelmesebb jel6lésmod érdekében tessziik, ami majd az

1.6.1 tétel bizonyitasanak attekinthetGségét segiti elS.) Levonva az A matrixbdl az
@) (2)
a,, elem 4ltal generalt diddot, olyan A = [a;;] médtrixot kapunk, amelynek els§ sora

és oszlopa csupa zérus elemet tartalmaz:

a1l di2...din aiy [511 aiz. . -aln]
T
AelelA_ a1 aze...as 1 dsy
T = -1 . =
elAel ............. ail :
an1 An2. . -Qun anl
0 0 ...0
(2) @)
2
0 age...02n — X
@) )
an2...0nn

@
. Tegyiik most fel, hogy a,, = 0 (a fentiekhez hasonléan a sorok és oszlopok megfeleld

@) )
dtrendezésével ez is mindig elérhet8, ha csak A nem a zérusmatrix) és vonjuk le az A
@)
matrixbol az a,, elemmel generalt diddot:
@ O
@ AegegA
- s
egAeg
- - a1 ® @ ©
00 0 ...0 0 [0 gz ass...as)
@ @ (] 2)
0 ax axs...a;m as2
_ ® o o |_lle -
0 as ass...as, (2 ass
............... G2 |
®» ® @ @
| 0 G2 aGnm3  ann | | G |
[0 0 0 ...0 7
0 0 0...0
3) ®3) @)
=10 0 asg...as | = A.
®3) ®)
L0 O ap3... A0 |

@)
Mint lathatd, az A matrix els8 két sora és elsG két oszlopa mar csupa zérus elemet

tartalmaz. Az eljarast addig folytatjuk, amig a zérusmatrixhoz jutunk. Tegyiik fel,
hogy ezt s 1épés utan érjiik el:

© f,s;) Tx)
d eSeS
A-—g==0.
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A vazolt eljaras az alabbi rekurziés formulaval jellemezhet&:

*k+1) R ii)e eTX) @ (s+1)
(1.6.2) A =A-"3 5 A=A, A =0
eZAek

Osszeadva az egyenlGségeket k = 1, ..., s-re és rendezve:

)
s AererA

=T

(1.6.3) A=
k erAey

adédik, vagyis az A matrixot s didd 6sszegére bontottuk. Egyszeriiség kedvéért jelolje
ezeket a diddokat a tovabbiakban

wy, (k=12 ...,5).

Az u, ill. v vektorokat — a fenti konstrukciébol kozvetkez8en — az jellemzi, hogy
a k index névekedésével egyre tobb zérus elemet tartalmaznak. Vazlatosan szem-
Eltetve:

YR v, A g Lotz WA,
A= U] + 14 1

s—1
g oo v % 0] [o0--- oW 77777
0
Z s—1 )
+ {4, +...+ o
%
% %

Mint az (1.4.10) képletben lattuk, s diad Gsszege mindig felirhaté a diddok oszlop-
vektoraibdl, ill. sorvektoraibol alkotott s oszlopos, ill. s soros mitrix szorzataként,
ezzel tehat az A matrixot két tényezd szorzatdra bontottuk, azaz faktorizdltuk :

1.6.4 A=5S wv; = UV,
40 (1.6.4) kz=:1 g



vazlatosan 1.6

(A matrixok sematikus vazolasaval a zérus elemek elhelyezkedése jol szemléltethetG.)
Most megmutatjuk, hogy az (1.6.3) diddosszegben a diadok szdima nem csdkkent-
hetd, vagyis hogy érvényes a kovetkezs tétel.

1.6.1 tétel. Bdrmely A mdtrix egy minimalis diadikus eldallitasat megkapjuk, ha
azt az (1.6.2) rekurziv dsszefiiggés segitségével (1.6.3) diddosszegként irjuk fel.

Bizonyitds. A bizonyitashoz felhasznaljuk az A matrix (1.6.4) faktorizalt alakjat.
El8szor is megallapitjuk, hogy az A matrix s-edrendd bal fels6 sarokminora sziikség-
képpen zérustol kiilonb6zs. Alkalmazzuk ugyanis a szorzatmatrix minormatrixanak
el6allitasara szolgald (1.3.4) sszefiiggést:

(1.6.5) AT 53 = (U1 sVl =01 58V =
s s (k)
= H UrkVkic = arr # 0.
k=1 k=1

Mirmost azt, hogy az el8allitds minimdlis, indirekt modszerrel bizonyitjuk be, azaz
feltessziik, hogy az A matrix kevesebb, pl. s—1 diad Osszegeként is elGallithato :

s—1 T
A= Z ﬁka.
k=1

Itt a jobb oldali 6sszeg nem valtozik meg, ha egy olyan diddot adunk hozz4, amelynek
a sorvektora csupa zérus elemet tartalmaz, hiszen az ilyen didd a zérusmadtrixot
jelenti:
s—1
A=Y i +i-0.
k=1

Ugyanezt faktorizalt alakban is felirhatjuk:

© Par ST
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Ha most kiszdmitjuk az A matrix barmelyik s-edrendii minorat, akkor azt kapjuk
hogy az zérussal egyenlG:

|Gl = N0y VG =10 - IV = o,

mivel a V' métrix utolsé sordnak minden eleme zérus. Ezzel ellentmondésra jutot-
tunk, hiszen lattuk, hogy az A matrixnak van s-edrendii, zérustél kiilonbsz6 aldeter-
minansa. Tehat hamis az a kiindul6 feltevés, mely szerint a mdtrix s-nél kevesebb
diad osszegeként is elSallithats. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az (1.6.3) diadikus
el8allitas valoban minimdlis. Wl

A kovetkezSkben azt bizonyitjuk be, hogy a matrix 1.6.1 definici6 szerinti r rangja
éppen s, azaz p(A) =r = s.

1.6.2 tétel. Bdrmely mdtrix egy minimdlis diadikus elédllitdsdban a diddok szidma
egyenlé a mdtrix elemeibdl kivdlaszthatd legmagasabbrendil, zérustdl kiilonbézd értékii
aldetermindnsdnak a rendjével.

Bizonyitds. Mivel azt mar belattuk [(1.6.5) alapjan], hogy a madtrix s-edrendii
bal felsG sarokminora zérustol kiilonbozG, elegend8 azt megmutatni, hogy a métrix
barmelyik s+ 1-edrendii (és magasabb rendii) minora zérus. Az 1.6.1 tétel bizonyi-
tasdban alkalmazott gondolatmenetet kovetve, a matrix (1.6.4) alatti felbontasanak
a jobb oldaldhoz adjunk hozz4 egy olyan diadot, amelynek sorvektora csupa zérus
elemet tartalmaz:

s
T A
A= Z WV 405,10,
k=1

vagy faktorizalt alakban:

It

()
<
. -

N I
A= Uy llg;...slls;lls.;.l

4L0 0 0 0 0 O

Most szadmitsuk ki az A matrix bdrmelyik s+ l-edrend minordnak értékét a kapott
faktorizacio felhasznalasaval:

fige.dgtr| lllz dgtr1xyTl 2...5+1 lllz g4 T1 2...s+1 | __
|AGG sl = 1O e VS = 10 2 Vi =0,

hiszen a V7 métrix utolsé sordnak minden eleme zérus. Innen kovetkezik, hogy a
matrix valamennyi ennél magasabb rendii minora is zérus, tehat a rangja valdéban
megegyezik a minimalis diadikus el6allitisban szereplS diddok szdmaval. il

Ezzel egyben megmutattuk azt is, hogy a rang 1.6.1 definiciéja ekvivalens a kovet-

42  kez8 definicioval.



1.6.3 definici6. 4 matrix rangja egy minimdlis diadikus elGdllitdsdban szerepld
diddok szdma.

Megjegyzés. Ennek a definicidnak az a jelent3sége, hogy ezzel egyrészt konnyen kezelhet6 (és
konnyen gépesithetd) eljarast taldltunk matrixoknak a rang értékét is automatikusan szolgaltatod
faktorizacidjara, masrészt a matrixok rangjara vonatkozd szamos tétel konnyen bizonyithato a se-
gitségével.

A matrixok minimalis diadikus elBallitdsat az aldbbi szampéldin mutatjuk be.

1. Példa. Hatdrozzuk meg az

3 3 6 5 5
7 4 7 2 0
-1 -2 -3 -4 -5
-1 -3 -8 -9 —10

A=
métrix egy minimdalis diadikus elB4llitasat, és ennek alapjan irjuk fel a matrixot két
tényezd szorzataként.
Megoldds.

Az (1.6.2) rekurzids képlet felhasznalasaval

- 3783 3 6 55 [o 0 O O 0
29 35
7 0 -3 -7 -3 -5
1 @)
2 25
_—1_ _0—2—6 53
T 29 357 T .
0[0_3_7_3_3] 0o 0 0
e RN
(-3 _; = 4 8 51=A4;
: 3 00 5 5 3
4 8 5
) _T_° _2
| 4] |00 -3 -5 —7]
- 4 8 5
0 [00?5‘6]
0
3)
A—% 4 —0.
3
_4
| 3]

1.6
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7z

Az adott A matrix egy minimdlis diadikus el84llit4sa tehat a kovetkezs:

372 35
A=% 3[33655]+(_l)[ o] [0 3-7 -3 3]

7)1 31+ +
-1 —1
-1 -2

+
Blw

WA wero o

L - .
Ha a diddok sorvektorat beszorozzuk az egyes diddok egyiitthatdjaval (a generdls
elemek reciprokdval) és a didddsszeget az oszlopvektorokbdl, ill. a sorvektorokbdl
alkotott matrixok szorzataként irjuk fel, akkor az adott matrix aldbbi faktorizicigjat
nyerjiik :

3 0 O 112%%

A= 7-3 0 01;—292-39—5
o Ao 28
__1—2—53‘-J

Mint l4thatd, ezzel nemcsak azt értiik el, hogy az egyes tényez6k — a zérus elemek
elhelyezkedése folytan — ,,derékszogii trapéz” alakuak, hanem azt is, hogy a masodik
tényezl kk indexii elemei az egységgel egyenlSk.

* 3k 3k

VEKTOROK LINEARIS FUGGETLENSEGE

A kovetkez8kben bevezetjiik a vektorok linedris fiiggetlenségének, ill. linedris 6ssze-
fiiggésének a fogalmat.

1.6.4 a) definicid. Az a,, a,, ..., a, vektorokat akkor mondjuk linearisan fiiggetlenek-
nek, ha az

(166) X121+ X083+ ...+xa, =0
osszefiiggés csak
(1.6.7) X1=X2=...= X =0

esetén dll fenn.



Ha viszont talalhat6 olyan x;, X,, . . ., x, értékrendszer, hogy az x, értékek koziil leg- | .6
aldbb egy zérustol kiilonboz6, és az (1.6.6) Osszefiiggés fenndll, akkor aza, a,, ..., a,
vektorok linedrisan dsszefiiggdek.

2. Példa. Allapitsuk meg, hogy az

1 0 0
er=[0]; ex=]1|; e =10
0 0 1
vektorok linearisan fiiggetlenek-e.

Megoldds. Xépezziik az adott vektorok linearis kombinéci6jit valamilyen c;,
¢y, C5 egyiitthatokkal:

C1 0 0 C1
cie1+coeet+czez = 0|+ |cal +10) = {c2f -
0 0 c3 C3

Mint lathato, ez csakis akkor lehet zérus, ha
c1=cy=c3=0,

azaz, ha a linearis kombinacié valamennyi egyiitthatdja zérus. Az e,, e,, e; vektorok
tehat linearisan fiiggetlenek.

3. Példa. Tekintsiik az

1 4 7
a;=|2|; a=]5]; az=|8
3 6 9
vektorokat és gy3z3djiink meg arrél, hogy ezek linedrisan Gsszefiiggbek.

Megoldds. Nem nehéz észrevenni, hogy az els6 és harmadik vektor Osszege a
masodik vektor kétszeresét adja, tehat

a;—2as+ a3 = 0,
€s ezzel taldltunk olyan
aa=1, c2=-2, c¢3=1

egyiitthatokat, amelyek koziil legaldbb egy nem zérus (esetiinkben egyik sem zérus)
€s az adott vektorok veliik képzett lienaris kombinacidja zérus, tehit az adott vektorok
valoban linearisan osszefiiggdek.

* ok Kk

4. Példa. Bizonyitsuk be, hogy egy linearisan fiiggetlen vektorrendszer a zérus-
vektorral kiegészitve mindig linedrisan Ssszefiigg8 vektorrendszert ad. 45
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Megoldas. Tekintsiik aza,, a,, ..., a, linedrisan fiiggetlen vektorrendszert, amelyre
definici6 szerint az (1.6.6) Osszefiiggés csak akkor 4llhat fenn, ha (1.6.7) is teljesiil.
Egészitsiik most ki az adott rendszert a zérusvektorral, és képezziik az igy nyert r+1
vektor linedris kombinaci6jat :

X121+ X082+ ... + X8, 4+X%,4.1-0 = 0.
Nyilvanval6, hogy aza,, a,, .. ., a,, 0 vektoroknak az
x1=x2=...=x,=0, x,+1¢0

egyiitthatokkal képezett linearis kombinacidja zérus, tehit a zérusvektorral kiegészi-
tett rendszer valéban linearisan Osszefiigg6.

* % ¥

A vektorok linedris fiiggetlenségének, ill. linedris Osszefiiggésének definicibjat az
alabbi tomorebb alakban is megfogalmazhatjuk, ha bevezetjik az a, a,, ..., a,
oszlopvektorokbdl 4116 A matrixot és az x;, x,, . .., X, elemii x oszlopvektort.

1.6.4 b) definicié. Az A madtrix oszlopvektorai linesrisan fiiggetlenek, ha az
(1.6.8) Ax =0
egyenletnek csak az
(1.6.9) x=0

trividlis megolddsa van.
Az (1.6.8) egyenletnek akkor és csak akkor van trivialistdl kiilonb6z8 megoldésa,
ha A oszlopvektorai linearisan Osszefiiggbek.

7

Ezek alapjin bebizonyitjuk a koévetkez8 fontos tételt.

1.6.3 tétel. Mdtrixok minimdlis diadikus elédllitdséban szerepld diddok w, oszlop-
vektorai, illetve vy, sorvektorai linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak.

Bizonyitds. A tételt indirekt mddszerrel bizonyitjuk. Feltessziik pl., hogy a mini-
malis diadikus elGéllitds oszlopvektorai linearisan osszefiiggSk, tehat hogy talalhato
olyan x;, x,, ..., x, értékrendszer, amelynek elemei koziil legaldbb egy zérustol
kiilonb6z6 és amellyel

X1+ Xois+ ... +xu, = 0.

Az éltalanossag megszoritisa nélkiil feltehetS, hogy x, = 0. A felirt Osszefiiggésbdl
kifejezhetG tehat az u, vektor:

T T X1 Xr—1 T
A=u1v1+...+u,_1v,_1+(—-—u1—...— —U,_1)V,;
Xr Xr



osszevonds utdn az al4bbi adodik:

T X1 _T T Xr—1 _T
A=wm (V1—7V,)+ +ll,-_1(v,_1— .;C V,.) .

r r

Ezzel az A matrixot r—1 didd 6sszegeként allitottuk el8, ami azonban ellentmond
annak, hogy az (1.6.4) alatti felbontds minimélis. Az u,, u,, ..., u, vektorok tehit
nem lehetnek linedrisan Osszefiigg@ek. Tehdt a minimalis diadikus felbontas oszlopai
linedrisan fiiggetlen vektorok. Hasonlé médon belathaté ugyanez a diddok sorvek-
toraira is. i

Az 1.6.3 tételbsl és az A matrix (1.6.4) alatti faktorizalt alakjabol kovetkezik az
alabbi tétel.

1.6.4 a) tétel. Az r-edrangi A mdtrix oszlopvektorai kozott biztosan taldlhatd r
linedrisan fiiggetlen vektor, de bdrhogyan vdlasztunk is ki r+1 oszlopot, azok linedrisan
osszefiiggdek.

Bizonyitds. Az 4ltaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az adott matrix
minimélis diadikus felbontéssal (1.6.4) alakt szorzatra bonthatd. Mint ott emlitettiik,
a matrix sorainak és oszlopainak megfelel§ cseréjével — ami a matrix rangjat nem
valtoztatja — ez mindig elérhet8. El8szor belatjuk, hogy ekkor A elsS r oszlopa
linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkot. Tekintsiik ugyanis az A matrix els§ r
oszlopabdl alkotott minormatrixot, amely (1.6.4) és (1.3.4) alapjan az aldbbi alakban
irhato6 fel:

A3 =UViE

Az

(16100 Al =UVi3ix=0

egyenletbdl (ahol x ismét r elembdl 4ll) U oszlopainak lineéris fiiggetlensége miatt
Visix=0

kovetkezik (egyébként ugyanis a
Visix=y#0

oszlopvektorral fennallna Uy = 0, vagyis U oszlopai nem lehetnének linedrisan fiig-
getlenek), mivel pedig

IVaZl =0

miatt V' 127 nemszingul4ris, innen
x = 0.

Az 1.6.4 b) definicié alapjan tehat az (1.6.10) egyenletben
Al%S

oszlopai, vagyis A elsé r oszlopa linedrisan fiiggetlen vektorok.

1.6

47



1.6

48

Most belatjuk, hogy nem 1étezik r+ 1 linedrisan fiiggetlen oszlopvektor.
Tekintsiik az A matrix tetsz8leges jy, jo, . . ., j, . indexii oszlopabdl alkotott minor-
matrixot. Ismét (1.6.4) alapjan irhatd, hogy

12.. T1 2..
AJu» cdrdr T = UV JiJa.. J

r +

Megmutatjuk, hogy az

(16.11) A3 0. x=UV5i7 x=0

S+
egyenletnek biztosan van trivialist6l kiilénb6z8 megoldasa. (Itt x most r+1 elemi

vektor.) Az 1.6.3 tétel alapjan U oszlopai lineérisan fiiggetlen vektorok, tehat (1.6.11)
csak ugy allhat fenn, ha

T1 2...r
A4 Jujse . grerX

a zérusvektor:

(1.6.12) Vi x=0.
Tegyiik most fel, hogy
1613 VG2l =0

rr_rr

(az el6zGekbbl tudjuk, hogy biztosan 1éteznek olyan ji, j,, - . ., j, oszlopindexek, ame-
lyekkel ez teljesiil) és irjuk fel az (1.6.12) egyenletet V' oszlopai segitségével

(1.6.14) V54V a1 = 0

alakban, ahol x? az x vektor els§ r eleméb()’l alkotott vektor, x, ; pedig x utols6
eleme. Az (1.6.13) feltétel szerint V'} LR :;; nemszinguldris, tehdt az inverzével balrél
megszorozva az (1.6.14) egyenletet, és a masodik tagot a jobb oldalra atvive

. T1 2...r
(V Ju» 1,) Vi Xren

adodik. Ez azt jelenti, hogy x, , ért€két tetszOlegesen megvdlasztva, az (1.6.11)
egyenletnek van trivialistdl kiilonb6z8 megoldasa, vagyis az A matrix barmely r+1
oszlopa linedrisan Osszefiiggs.

Megjegyzés. A kapott eredménybdl az is kovetkezik, hogy az (1.6.12) egyenletnek szintén van
trivialistol kiillonbozé megoldasa, ami azt jelenti, hogy » elem{i vektcrokbdl barmilyen médon is
képeziink r-nél tobb vektort, azok mindig linearisan Osszefiiggbk. (Amennyiben az (1.6.13) deter-
min&ns minden j, s, . . ., j, €setén zérus volna, az azt jelentené, hcgy mar » szamu vektor is linearisan
Osszefiiggo.)

Ugyanilyen meggondoldssal bizonyithato a matrix soraira vonatkoz6 hasonld
4llitas is: :
1.6.4b) tétel. Az r-edrangu A matrix sorvektorai kozott mindig talalhaio r linedrisan

fuggetlen vektor, de bdrhogyan vdlasztunk ki v+ 1 sort, azok linedrisan dsszefiiggdk.

Ennek a bizonyitisdhoz az
xTA =0

egyenletb8l kell kiindulni és V' sorainak linedris fiiggetlenségét kell kihasznalni.



Az 1.6.4 a) és az 1.6.4 b) tétel alapjan a métrix rangjira egy Gijabb definiciét adha- | .6
tunk.

1.6.5 definicié. Egy mdtrix rangjin a mdtrix oszlopvektorai (ill. sorvektorai) koziil
kivdlaszthatd linedrisan fiiggetlen vektorok maximdlis szdmdt értjiik.

A fentiek alapjan 1ithat6, hogy a rangra adott 1.6.1, 1.6.3 és 1.6.5 definicié egymaéssal
ekvivalens. A kovetkez8 tételek bizonyitdsdhoz legkényelmesebben az 1.6.3 defi-
niciét hasznalhatjuk fel.

RANGRA VONATKOZO TETELEK

1.6.5 tétel. Mdtrixok Osszegének a rangja nem lehet nagyobb, mint az egyes mit-
rixok rangjdnak Osszege:

(1.6.15)  o(A+B) = g(A)+o(B).
Bizonyitds. Legyen A, ill. B egy-egy minimalis diadikus el84llitdsa
r T s T
A=Y wy, ill. B=Y wz;
k=1 =1

ekkor A+B egy diadikus felbontdsa
A+B =Y wvg 4+ y wiz],
k=1 i=1

amely r+s diddbdl 4ll. E felbontds azonban nem sziikségképpen minimalis, igy az
(1.6.15) egyenlGtlenség bizonyitva van. il

1.6.6 tétel. Mdtrix rangja szorzds dltal nem novekedhet :
(1.6.16) o(AB) = p(A) és p(AB) = o(B).

77 7

Bizonyitds. Legyen A egy minimdlis diadikus elGallitdsa
TA T
A =3 wv; ahol p(A) = ra;
k=1
ekkor AB egy diadikus elBallitisa
TA m
AB =Y uw(viB) = ¥ wwy,
k=1 k=1

ami r, diadbdl all. Minthogy e felbontds nem sziikségképpen minimalis, igy az (1.6.16)
els6 egyenlGtlensége igazolva van.

Teljesen hasonloan lathaté be az (1.6.16) masodik egyenlStlenségének érvényes-
sége. W

1.6.7 tétel. Nemszinguldris mdtrixszal végzett szorzds a mdtrix rangjdt vdltozatlanul
hagyja:
(1.6.17)  o(AM) = o(MA) = p(A), ha |M]| = 0. 49
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Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.6.6 tételt az AM, majd az (AM)M™' szorzatra:
e(AM) = o(A),
és
o(A) = o[(AM)M™1] = o(AM).
(Az utébbinal felhaszniltuk, hogy (AM)M 1= A(MM™!) = A.) A kapott két egyen-
18tlenség egyidejiileg csak az egyenl8ség esetén 4llhat fenn. Teljesen hasonléan belat-
haté a tétel érvényessége a nemszingularis M matrixszal balrél végzett szorzésra

is. IR

Az alabbi tételekben kivetkeztetéseket vonunk le abbdl, ha két vagy harom matrix
szorzata zérus.

1.6.8 tétel. Ha az mXr tipusu U mdtrix oszlopai linedrisan fiiggetlenek, akkor az

(1618) U C =0,
(m, ry (r, n)

azaz
-
ﬁ_/\_ﬁ
c
U (r.n) r
™yl e =0
N\ ~ v
n
N
egyenletbdl

(16199 C =0
@ n

kovetkezik.

Bizonyitds. Az (1.6.18) egyenletet U oszlopvektorainak felhaszndldsival az alabbi
alakban frhatjuk:

(1.6.20) Z QiCrj = 0 (] = 1, 2, ceey n),
k=1 '

az u, vektorok linedris fiiggetlenségébdl pedig mar
(1.6.21) aj=0 (k=12,...,rj=012,...,n)
kovetkezik.

Hasonl6képpen belathat6 a kovetkezd tétel.
1.6.9 tétel. Ha az rXn tipusu V' mdtrix sorai linedrisan fiiggetlenek, akkor a

(1.6.22) B VI =0,
(m, 1) (r, 1)



azaz

r v’ =0

(r,n)

3<

egyenleibdl
(1.6.23) B =0
(m, r)
kovetkezik.
Az 1.6.8 és 1.6.9 tétel egyesitésének kovetkezménye a kovetkezd tétel.

1.6.10 tétel. Ha az mXp tipusii U mdtrix oszlopai és a qXn tipusii V' mdtrix
sorai linedrisan fiiggetlenek, akkor az
U C VI =0

(m, p) (p, 9) 4, n)

egyenletbdl
C =0

(r, 9)

kovetkezik.

ELEMI TRANSZFORMACIOK,
EKVIVALENS TRANSZFORMACIOK,
MATRIX NORMALALAKJA

Az 1.6.7 tételben lattuk, hogy ha adott A matrixot megszorzunk valamely nemszin=
gularis M matrixszal, akkor ez a matrix rangjat véaltozatlanul hagyja.

Azt az utasitast, amely az A matrixhoz az MA vagy az AM matrixot rendeli hozz4,
az A matrix transzformacibjanak nevezziik. A legegyszeriibbek a kovetkez8kben
ismertetend§ transzformaciok, amelyeket elemi transzformdcioknak neveziink.

El8szor tekintsiik azt a transzformdciot, amelyik az adott matrix sorainak, ill.
oszlopainak az dtrendezését hajtja végre. Ez a permutalé métrixokkal (I. 1.7. pont)
valé szorzassal érhetS el. Mint a determinanselméletbdl ismeretes, ha egy kvadratikus
matrix sorait (ill. oszlopait) atrendezziik, akkor a métrix determinénsa legfeljebb els-
jelet vélthat (és ez akkor kovetkezik be, ha a sor-, ill. oszlopindexek permutéciéjdban
az inverziok szdma pératlan).
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A mésodik elemi transzformaci6 a matrix k-adik sordt (ill. oszlopat) szorozza egy dj
szdmmal. Ezt egy D = (11...d, ... 1) diagonalmétrixszal balrél (ill. jobbrdl) végre-
hajtott szorzassal lehet elérni. Kvadratikus matrix determinansa ekkor nyilvan a d,
szammal szorzodik.

A harmadik elemi transzformicié a matrix i-edik sordnak c-szeresét hozzdadja
Jj-edik sordhoz. Konnyen belathat6, hogy ezt a transzformaci6t a

QY = E+ceje] =

ici.. .1 G

matrixszal balrdl végzett szorzas hajtja végre. Hasonloképpen konstrudlhaté meg
az az
R(i.l) _ E+ce,~e,T - (Q(U))T

métrix, amellyel jobbrdl szorozva az adott maétrixot, az i-edik oszlop c-szeresét
adja hozzi a j-edik oszlophoz. A Q% és az R® -métrixok determindnsa 1 — az
ilyen métrixokat unimoduldris matrixoknak nevezzitkk — a veliik val6é szorzas tehat
az adott kvadratikus matrix determinansat nem valtoztatja meg.

Mindhdrom tipust elemi transzforméciénak nemszinguldris matrixszal valé szor-
z4s felel meg, ezek tehat az 1.6.7 tétel értelmében az adott matrix rangjat nem valtoz-
tatjak meg.

A kovetkez8kben bevezetjiik az ekvivalens transzformdcio fogalmdt, majd elemi
transzform4ciok felhasznélasdval megmutatjuk, miként hozhaté barmely matrix ekvi-
valens transzformAciéval ,legegyszeriibb” (vagyis maximalis szdmi zérus elemet
tartalmazé) normaélalakra.

1.6.6 definicié. Ha egy midtrixot balrdl és jobbrdl egy-egy nemszinguldris mdtrix-
szal szorzunk, akkor azt mondjuk, hogy a mdtrixon ekvivalens transzformaciot végez-
tiink.

Az ekvivalens transzformécié e definiciéjabol és az 1.6.7 tételbSl kovetkezik, hogy a
matrix rangja ekvivalens transzformaciéval szemben invarians.
Ezek utin bebizonyitjuk a kovetkezd tételt.

1.6.11 tétel. Bdrmely mXn tipusu r-edrangi A mdtrixhoz taldlhaté olyan m-ed-

rendii nemszinguldris Q és n-edrendii nemszinguldris R mdtrix, hogy a veliik végzett
ekvivalens transzformdcioval az A mdtrix

(1626) QAR = [E OH'm_r ~ P,

0 o

normdlalakra hozhato.



Bizonyitds. A tétel bizonyitisdhoz az A mdtrix egy minimalis diadikus el54lli-
tasabol indulunk ki. A diddokat generals elemet az A matrix elsd, masodik, . . ., r-edik
oszlopabdl fogjuk vilasztani. (Ezt azonban csak akkor tehetjik meg, ha A els§
r oszlopa linearisan fiiggetlen. Ha ez nem teljesiil, akkor els§ 1épésként egy megfeleld
P permut4lé métrixszal® jobbrél valé szorzassal elérhet§, hogy az dtrendezett métrix
els6 r oszlopa mAr linedrisan fiiggetlen legyen.) Ezzel ugyanis biztosithatd, hogy a
minimélis diadikus felbont4ssal nyert faktorizicié mésodik tényez&ije, a V' métrix
,,derékszogii trapéz” alakot vegyen fel. Ha pedig a general6 elemmel az egyes diddok
sorvektorat osztjuk, akkor ezzel elérjiik azt, hogy V' minden v, eleme 1 legyen.
Vagyis

AP = UVT,

ahol U és V7 vazlatos szerkezete

r n
/__J\_——-\ / AL
7 7

7
1 A
;
7
‘/ >m 7
7
g
i

Ha most a V' métrix els6 oszlopanak alkalmas tobbszordseit hozzdadjuk a masodik,
harmadik, ..., n-edik oszlopahoz, azutdn a masodik oszlop alkalmas t6bbszordseit a
harmadik, ..., n-edik oszlophoz, és igy tovabb, végiil az r-edik oszlop alkalmas
tobbszOroseit az r+1-edik, r+2-edik, ..., n-edik oszlophoz — vagyis alkalmasan
véalasztott R tipusti matrixokkal jobbrél szorozva, elemi transzformicidk egy
sorozatat hajtjuk végre —, akkor ennek a matrixnak a v, = 1(k = 1,2, ..., r) ele-
mein kiviil valamennyi elemét zérussa tessziik. Jelolje T ezeknek az R® métrixoknak
a szorzatét; akkor

V'T = [E, 0]

adodik, amelynek vazlatos szerkezete a kovetkezd:

5%

i
!
|
|
|
|
|
A
-
r

* A P permutald matrix oszlopait Gigy kapjuk meg, hogy az egységmatrix oszlopait permutaljuk;
a vele valo szorzas (jobbrol) a matrix oszlopait megfeleléen permutalja (lasd részletesen az 1.7.7
definiciot).
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Visszatérve az eredetileg adott A matrixra, az alabbi dsszefiiggést nyerjiik :
APT = UV'T,

vazlatosan

N ]

/

A kapott egyenlGség nyilvan nem véltozik, ha a jobb oldalon az U tényezSt m—r
oszloppal egy nemszingularis U métrixsza egészitjiik ki, a V'T métrixot pedig egy-
idejiileg m —r csupa zérust tartalmazé sorral a P, matrixsza egészitjiik ki:

APT = UP,;

az UP, matrixszorzat szerkezete

I — _——

( \}
>>}i

=<

Bevezetve a
Q=01 PI=R
jeloléseket, valoban (1.6.26) adédik, amit bizonyitani kellett.

Példa. Hatirozzunk meg olyan Q és R nemszingularis métrixot, amelyek segit-
ségével az

1] 5 9 2 —4
2 6 10 1 —7
3 7 11 3 -7
4 8 12 6 —6

matrix ekvivalens transzformicidval az (1.6.26) normalalakra hozhat6. (A generilé
elemet minden 1épésben bekeretezziik.)



Megoldds. 1. ElsG 1épésként meghatarozzuk az A mdtrix egy minimdlis diadikus 16
Jelbontdsdt és faktorizdlt alakjdt.

1 5 9 2 —4] 0 0 0O 0 0
1|2 0 [—4 -8 -3 1 @
1|3 0 —8 —16 =3 5
4 0 —12 —24 -2 10
070 —4 -8 -3 1] 000 0 O
@ 1\ —4 oo o 0o o] ®
( 4) -8 0 00 [3] 3]
—12 000 7 17
01[0 0 0 3 3]
3 110
A—'-'3- 3 =O.
7

A diddok egyiitthatbival beszorozva a megfeleld sorvektorokat, az adott méitrix fak-
torizélt alakja adodik:

1 0 1 59 2 —4

3 1

4 4

3 —8 1 1
4 —12

0

2 —4 0|0 1 2
31L0 0 O
7

Ebbdl mar kovetkezik, hogy A rangja 3.
@

2. A P permutdlé mdtrix meghatdrozdsa. Tekintettel arra, hogy az A) matrixnak
nemcsak a mésodik, hanem a harmadik oszlopa is csupa zérus elemet tartalmaz
(ami annak a kévetkezménye, hogy az A mdtrix els harom oszlopa linedrisan 6ssze-
fiigg8), ezért most jobbrol egy olyan P permutdlé matrixszal kell szorozni, amely a
faktorizalt alak mésodik tényezGjének — és ezzel egyittal az A matrixnak — oszlo-
pait tigy rendezi 4t, hogy AP elsG harom oszlopa linedrisan fiiggetlen legyen. Ezzel

biztosithaté ugyanis a faktorizacié jobb oldali tényezGjének trapéz alakja. Mivel
@)

A negyedik oszlopa mar nem csupa zérus elemet tartalmaz, ezért elegendd a harmadik
és negyedik oszlopot felcserélni. Teh4t jobbrél a

P=1Je; e e e3 e5)

permutalé matrixszal kell szoroznunk :

1 0 OJ[1 5 2 9 —4
3 1
_ d _— | =uv.
AP — 2 4 0flo 1 7 2 1
3 -8 3]JLo o1 0 1
4 —12 7 55
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3. A T mdtrix meghatdrozdsa. Kovetkez8 1épésben a V' métrix # indexii elemein
kiviili 6sszes elemét megfelel6 elemi transzformaciok sorozatdval — mégpedig R
tipust nemszinguldris mdtrixokkal jobbrdl valé szorzdssal — zérussid kell tenni.
Nem nehéz belatni, hogy ha V™ els6 oszlopanak (— 5)-szorosét a masodik oszlophoz,
(—2)-szeresét a harmadik oszlophoz, (—9)-szeresét a negyedik oszlophoz és 4-szeresét
az ﬁtédik oszlophoz hozzaadjuk, azaz jobbrdl szorzunk a

1 -5 -2 -9 4
0O 1 0 00

Tr=10 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 01

matrixszal, akkor V' elsd soranak elemei (természetesen az els6 kivételével) zérussa

. 3
valnak. Ha az igy kapott V'T, mitrix mésodik oszlopanak (—Z)-szereséta har-

madik oszlophoz, (—2)-szeresét a negyedik oszlophoz és (Z—)-szereset az Otodik

oszlophoz adjuk hozza, azaz jobbrodl szorzunk a
1 0 0 0 07

3 1
01 -3 -2 ¢
T:={00 1 0 0

00 0 1 0

L0 0 0 0 14
matrixszal, akkor — anélkiil, hogy az els§ sor zérus elemeit ,.elrontanank™ — a
masodik sor elemei is zérussa valnak (természetesen ennek mésodik eleme kivételé-
vel). Végiil, ha a kapott V'T,T, méatrix harmadik oszlop4t levonjuk az 6tédik oszlop-
bol, vagyis jobbrdl szorzunk a

1 0 00 O
0100 O
Ts=10 0 1 0 —1
00 01 O
0 0 0 0 1

matrixszal, akkor az igy ad6dé V'T,T,T, métrixnak az azonos sor- és oszlopindexii
helyeken 4116 elemei egyenl8k 1-gyel, az Ssszes tobbi helyen pedig 0 All. A VT métrix
elemeit ,kipusztit6” T matrix a T;, T, és T; unimoduldris matrixok szorzataként
adédik:

—1_5% o1
e 0 1 %_2 1
=TEL =1, o 1 0 -1
0 00 1 0
o 00 o 1




4. Az R madtrix meghatdrozdsa. A keresett ekvivalens transzformacié R madtrixa
végiil az igy kapott T matrixnak és az el6z5 1épésben meghatarozott P permutalé
métrixnak PT szorzata (esetiinkben ez annyit jelent, hogy a T matrix harmadik és
negyedik sordt fel kell cserélni):

10000 1—5%11
3
010000 1-F-2 1
R = PT = -
000 1o0f{lo o 1 o0-1
00100ff0 0 0 1 o
L0 ooo0 1llo o o o 1l
_ ; ;
1-5 4+ 1 1
3
=01_7_21
0 0 0 1 0

0 0 1 0 -1

L0 0 0 0 1.
5. A Q madtrix meghatdrozdsa. Az ekvivalens transzformacié Q matrixat ugy
nyerjiik, hogy a 2. 1épésben kapott

1 0 0

2 -4 0
U_—.

3 -8 3

4 —12 7

métrixot egy negyedik oszloppal tetsz&leges nemszingulris U métrixra egészitjiik ki,
és ennek vessziik az inverzét. Péld4ul

1 0 0 O
- [2 -4 0 of
3 -8 3 0
4 —12 7 1
és innen
-1 0 0 07
1 1
) 777 00
Q=U1= 1 2 10
3 3 3
L5 1
. 3 3 3 i

6. Az ekvivalens transzformdcid felirdsa. Az igy nyert R és Q matrix behelyettesi-
tésével végiil valoban a keresett normélalak, vagyis

o = [ 4]

1.6

57



1.6

58

adédik, ugyanis

1 0 o ol[1 5 9 2 —4][1 =5 :7; 1 1
1 1 3
5 =z 0 0ff2 6 10 1 —7j0 1 -3 -2 1
1 2 1 =
3 -3 73 O[3 71w 3-7]o 0 o 1 o0
1 5 7
-3 3 -3 1[4+ 8 12 6-6fl0 0 1 o0-1

o o o0 o0 1]
1 00i0 0
o1 0i0 0
0 01i0 0 )
00 0i0 0

* ¥ %

A NULLITAS FOGALMA ;
A SYLVESTER-FELE NULLITASI TETEL

Az 1.6.11 tétel felhaszndlasdval bebizonyithaté a kovetkezS tétel, amely két matrix
szorzatanak a rangjira fontos alsé becslést ad. MielStt erre ratérnénk, bevezetjitk
kvadratikus matrixokra a nullitds vagy defektus fogalmat.

1.6.7 definicié. Egy kvadratikus mdtrix rendszdmdnak és rangjdnak a kiildnbségét
a mdtrix nullitisanak vagy defektusinak nevezziik.

Ha a nullitast d jeloli, a matrix rendszdma n és a rangja r, akkor tehat
(1.6.27) d=n-—r.

Az 1.6.6 tételbsl kovetkezik, hogy két mdtrix szorzatdnak a rangja nem lehet
nagyobb, mint barmelyik tényez8 rangja, ezzel tehat egy felsG becslést kaptunk a
szorzat rangjara vonatkozodan:

(1.6.28)  o(AB) = min (ra, 78),

ahol
0(A) = ra

Q(B) = IB.

7

Ezzel analdg als6 becslést ad a kovetkezd tétel.



1.6.12 tétel (Sylvester-féle nullitasi tétel).” Ha az A, ill. B mdtrix rargja r,, ill.
rg, tovdbbd nullitdsa d,, ill. dg, akkor az AB szorzat rangjdra érvényes a

(1.6.29) 0(AB) = min (ra, 7'8) — min (da, dp)

becslés (lasd pl. [113]).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy r, = rp (ha ez nem teljesiil, akkor a B'AT szorzat
rangjit vizsgaljuk). Hozzuk az A métrixotaz (1.6.26) szerinti normdlalakra, és irjuk
fel az AB szorzat rangjat:

o(AB) = ¢(QAB) = o((QAR)(R-B)) = o(P,,RIB).

A nemszinguldris Q, ill. R és R~ matrixszal val6 szorzds a rangot nem véltoztatja
meg, a normilalaki Pr, métrixszal val szorzds pedig az ry rangli R™'B matrixnak
csak az elsS r, sorat tartja meg. Vazlatosan:

Ha feltessziik, hogy R™'B utolsé n—r, sora line4risan fiiggetlen, akkor a megmaradé
r, sor kozott rg—(n—r,) = (rg—n)+r, = ry—dp linedrisan fiiggetlen sornak kell
lennie (feltéve, hogy rg > d,): '

\ e
b

»y

Ebbdl kovetkezik, hogy az AB szorzat rangja r, = rgesetén nem kisebb, mint r, —dg
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. |

Egyesitve a szorzatmatrix rangjira vonatkozd (1.6.29) alsé és (1.6.28) fels§ becs-

Iést, a kovetkezd egyenlStlenséget kapjuk :

(1.6.30) min (¥a, rg)— min (da, dg) = o(AB) = min (74, 78).

* J. Sylvester (1814 — 1897) angol matematikus.
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Specialis esetként adédik annak sziikséges feltétele, hogy két kvadratikus matrix
szorzata zérus legyen: mivel a szorzat rangja ekkor zérus, ezért (1.6.29) alapjan

(1631) Fa+tg—n = 0,
azaz

I'n+rg = n.

Ezzel bebizonyitottuk a kévetkezd tételt:

1.6.13 tétel. Két kvadratikus mdtrix szorzata csak akkor lehet zérus, ha a rangjuk
osszege nem nagyobb, mint a rendszdmuk.

Megjegyzés. A tétel forditva nem igaz, vagyis abbol, hogy két matrix rangjanak az Gsszege kisebb,
mint rendszamuk, még nem kovetkezik, hogy a szorzatuk zérus!

1.7 | SPECIALIS TULAJDONSAGU MATRIXOK

Ebben a pontban néhdny olyan matrixtipussal ismerkediink meg, amelyeket kiilon-
leges tulajdonsdgaik tiintetnek ki a kvadratikus matrixok koérében. ElGszor olyan
specidlis szerkezetii matrixokkal foglalkozunk, amelyekben szabalyosan elhelyezkedd,
sok zérus elem taldlhat6. Megjegyezziik, hogy ilyen ,,s0k™ zérus elemet tartalmazo
Un. sparse vagy ritka matrixoknak a numerikus kezelés szempontjabdl is szdmos
el8nyiik van. Mi elsGsorban azokra az el6nyokre kivainunk ramutatni, amelyek elvileg
konnyitik meg a veliik valé miiveletek elvégzését.

1.7.1 definicié. Az olyan [a}} matrixot, amelyre

g 470, ha j—i| =1
“1=0, ha |j—i|=>1,

kontinuins (tridiagondlis) matrixnak, mdsképpen Jacobi-féle® matrixnak nevezziik
(14sd [5], [32], [80]). Altalanos alakija:

ai b1 0 . N |

Ci as bz 0 .. 0
(1.7.1) 0 ¢ az b3 0. 0 |,

0 0 0 ee. Cp_1 ap

ahol a f6atléval ,,szomszédos” b;, ¢; elemek a matrix Un. kodiagondlisdaban helyezked-
nek el.

* C. G. J. Jacobi (1804 —1851) német matematikus.



Ha csupdn az ilyen szerkezetre kivanunk utalni, akkor hasznaljuk a kovetkezd
vazlatos jelolést:

Ha egy kontinudns matrix szimmetrikus is, azaz b, = ¢; (/ = 1, 2, ..., n—1), akkor
szimmetrikus kontinudns mdtrixnak nevezziik.

Megjegyzés. Egy késobbi fejezetben (9.4 pont) azt is megmutatjuk, hogy az altalanos nem-
szimmetrikus kontinuans matrixok mindig ,,szimmetrizalhatok”, ami azt jelenti, hogy elegendd,
ha a szimmetrikus eset vizsgalatara szoritkozunk.

Ha a kontinuans matrixbana, = a, = ... =a,=a,b,=b,= ... =b,_; =bés
¢, =€y =...= ¢,_y = ¢, akkor egyenletes kontinudns mdtrixrél, ha még b = ¢, akkor
szimmetrikus egyenletes kontinudns mdtrixrél van szd. Az alkalmazdsokban ezeknek
fontos szerepiik van, ezért érdemes veliik részletesebben foglalkozni.

Tekintsitk tehdt az aldbbi, n-edrendii szimmetrikus egyenletes kontinudns mét-

rixot:
a b O 1
b a b . 2)
(1.7.2) l 0O b a b .
0 0 b aldn

Nem nehéz beldtni, hogy minden szimmetrikus egyenletes kontinuans maétrix felir-
hato a

(1.7.3) K=}!01 0 1

...............

szimmetrikus egyenletes kontinu4dns matrix polinomjaként, aE-+bK alakban.

1.7.2 definicié. Ha egy mdtrixban nem csupdn a fodtloval szomszédos elsd elemek,
hanem még a mdsodik, harmadik stb. elemek is kiilonbozhetnek zérustdl, de a fédtlotol
bizonyos tdavolsdgra mdr valamennyi elem zérus, akkor azt savmitrixnak nevezziik.
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1.7 Ilyenkor azt is meg szoktuk jellni, hogy hény ,,ferde” sorban taldlhaték zérustdl
kiilonboz8 elemek. Péld4aul egy Otsoros savmadtrix vazlatos jellése a kovetkez:

1.7.3 definicio. Ha egy mdtrixban minden ,,ferde” sor csupa megegyezé elembdl dll,
azaz a mdtrix elemei csupdn oszlop- és sorindexiik kiilonbségétdl fiiggnek, akkor azt
Toeplitz-tipusa* mdtrixnak nevezziik.

Tehat az A méatrix Toeplitz-tipusi, ha

aij = 4j—i.

Részletesen kiirva:

do ai az ... Qn-1
a-1 ao a ... Qn-2
A =
a.2 a-i1 an-3
A_ny1 Q_py2 (2]

Amennyiben egy Toeplitz-tipusii matrix még szimmetrikus is, akkor elemeire az
aij = 4)j—i|
osszefiiggés érvényes.

Ezek szerint tehit az egyenletes kontinudns matrix specidlis Toeplitz-tipusti matrix.
Egy mésik nevezetes specidlis Toeplitz-tipusti matrix a kovetkez8:

i
(=)
—
(=]
o

J

...077a
0 0 1 ...0}e
(1.7.4) H=

................

0 0 0 . ..0da

62 * 0. Toeplitz (1881 —1940) német matematikus.



Ismételt szorzéassal kozvetleniil belathato, hogy

001 0..07 0 0 01
000 1..0 0 0 0 0
N TR vt | e,
=100 0 1" =100 ... 0 ol
00 0 0 00 0 0
00 0 0 [0 0 0 0

és végill H" = 0.
1.7.4 definicié. Azokat a mdtrixokat, amelyekre létezik olyan p természetes .gzdm,
hogy
(1.7.5) Ar=1 20, de A? =0,
p indexii nilpotens méitrixoknak nevezziik.

Az itt bemutatott H matrix a ,,legegyszeriibb szerkezetii”
elemet tartalmazd, » indexii nilpotens métrix.

Tekintsiik most a kdvetkezd Toeplitz-tipust métrixot:

, vagyis a legtobb zérus:

QO a1 as.. .a,,_l"|

(1.7.6) A(ao, a1, ..., an_1) =10 0 ao"'a"_‘q'J.

Az (1.7.4) alatti H nilpotens matrix hatvianyainak szerkezetébdl kozvetleniil adédik,
hogy az (1.7.6) matrix a H matrix polinomjaként irhato fel:

1.7.7 Aao, a1, ..., au_1) = aE+aH a2+ ... +a,_HL

A nilpotens matrixok indexének fogalma Kkiterjeszthet§ tetszSleges kvadratikus
métrixokra. Ha meggondoljuk, hogy p indexii nilpotens méatrixok esetén p az a leg-
kisebb pozitiv egész, amelyre A? rangja 0 és ennél magasabb hatvinyra emelve a
rangja mar nem valtozik, akkor az indexnek ezt a tulajdonsigat tetsz8leges matrixra
altalanositva, megadhat6 a kovetkez8 definicié.

1.7.5 definicié. Az A mdtrix indexe az a legkisebb pozitiv egész p, amelynél magasabb
hatvdanyra emelve a mdtrixot, a hatvdny rangja nem vdltozik, azaz

e(AP*1) = o(A?).

1.7.6 definicié. Az olyan mdtrixokat, amelyeknek a fG4tlo alatti elemei mind zérussal
egyenldk, felsé haromszogmitrixoknak, azokat pedig, amelyekben a fGdtlo feletti
elemek egyenl6k zérussal, alsé6 hiromszogmatrixoknak (‘trianguldris mdtrixoknak)
nevezziik.
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Ezeket sematikusan az aldbbi dbrakkal vazoljuk:

NN

1.7.7 definicié. Ha egy n-edrendii kvadratikus mdtrix minden sordban és oszlopdban
pontosan egy l-es dll, a tobbi elem pedig 0, akkor ez a mdtrix felfoghatd ugy, hogy az
egységmadtrixbdl oszlopainak (vagy sorainak) valamilyen permutdcidjdval adédott;
ezért az ilyen mdtrixot permutilé matrixnak nevezziik. Ez felirhatoé az aldbbi alakban :

P = [e,-, ei:---ej,.],

ill.
;
€j,
i
(1.7.8)  PT=|%|,

:T
€
ahol a jij, ...j, szdm-n-es az 1,2, ...,n szdmok valamilyen permutdcidjdt jelenti.
Barmely matrixot a fenti P permutalé matrixszal jobbrd! szorozva, annak oszlopait
a szorzas éppen a j, ji . . . j, sorrendbe rendezi at:
(17.9) AP = [81 as.. .an] [ejl €j,. . .e,-"] = [ajl aj,.. .a,-u].

Hasonléképpen, barmely maétrixot P™-vel balrdl szorozva, annak sorait a szorzis a
JaJe « - . J, sorrendbe rendezi 4t:

T 1 ;

e{} a ah

2 .

e; a Jz

(1.7.100 PTA=|%||2]|=]|2
T “n ‘i

€ a a"

Specidlis permut4lé matrixot nyeriink, ha az egységmatrix oszlopait (sorait) cikliku-
san permutaljuk: az igy ad6d6 matrixokat ciklikus permutdlé mdtrixoknak nevezziik.
1.7.8 definici6. Az
Qk = [en_k+1 en_k+2. . .e,, el. . .en_k]

mdtrixot (k-adik) ciklikus permutilé matrixnak nevezziik.

Az ,,els6” ciklikus permutalé métrix, vagyis
0 1 0...0
[0 0 1.. .0]
(1.711) Q= 91 = [e,. € €s.. .e,,_l] 5
‘ lO 0 0...1 J
1 0 0...0



az elemi ciklikus mdtrix. Kozvetleniil belathatd, hogy a tobbi ciklikus permutald
matrix az elemi ciklikus matrix hatvanyozasaval adédik :

Qy = N2 = [e,,_1 €, er.. .en_2];
93 = Q3 = [en—2 €r_1 €n.. .en_3];

....................................

Az is lathatd, hogy a ciklikus matrixok valamennyien Toeplitz-tipusi matrixok.

1.7.9 definicié. Az elsd sor elemei dltal egyértelmiien meghatdrozott

Co C1 C2...Ch_1
Cn_1 Co Cl...Cn_2

(1713) C(CO’ Cly oo vy C,,_1) = [Cn_o Cn_1 Co.. .Cn__gJ

C1 Co C3...00
mdtrixot ciklikus matrixnak nevezziik.
Az (1.7.11) alatti elemi ciklikus matrix hatvanyainak (1.7.12) szerkezetéb6l kozvet-
leniil adodik, hogy az (1.7.13) matrix felirhat6 az elemi ciklikus matrix polinomjaként :
(1.7.14) C(coy €1y « vy Cn1) = CE + 12+ o82% 4 ... +Ca 18271

Végiil meg kell jegyezni, hogy egy matrix hatvinyainak — és polinomjainak —
kommutativitasabol kovetkezik az alabbi nevezetes tétel.

1.7.1 tétel. Bdrmely két — azonos rendszdmu — ciklikus mdtrix a szorzdsra kommu-
tativ.

Az inverz fogalma lehetGvé teszi olyan specialis matrixok bevezetését, amelyekre
nem a ,,szerkezet” jellemz6, hanem m4s tulajdonsagaik, amelyeknek igen nagy sze-
repiik lesz az elmélet tovabbi kiépitése sordn.

1.7.10 definicié. Azokat a (komplex elemii) mdtrixokat, amelyekre
(1.7.15)  A™' = AH, vagyis AAH = E
Sfenndll, unitér matrixoknak nevezziik. Valds elemek esetén az (1.7.15)-nek megfeleld
osszefiiggés
(1.7.16) Al = AT, ill. AAT = E,
és az ezt kielégitd mdtrixokat valés ortogondlis matrixoknak nevezziik.

Az unitér, ill. ortogonalis matrixok 1.7.10 definicija alapjan kénnyen bebizonyit-
hat6 a kovetkezs tétel.

1.7.2 tétel. Unitér mdtrixok szorzata is unitér mdtrix.

Bizonyitds. Legyen A és B egy-egy n-edrendii unitér matrix; képezziik az AB
szorzat inverzét, és helyettesitsiik be az (1.7.15) definial Gsszefiiggéseket :

(AB)~! = B-'A-1 = BHAH = (AB)".
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1.7 Azt kaptuk tehat, hogy az AB szorzat is kielégiti az (1.7.15) dsszefiiggést, vagyis AB
is unitér matrix. |l

A tételbdl specidlis esetként adddik, hogy ortogonalis matrixok szorzata is orto-
gon4lis matrix.

1.7.11 definicié. Azokat a mdtrixokat, amelyekre
(1.7.17) A-1l = A, vagyis A?=E,
involutérius matrixoknak, amelyekre pedig
(1.7.18) Al = —A, vagyis A?=_E,

félig involutorius matrixoknak rnevezziik.

Példa. Kozvetlen szdmolassal meggy8z6dhetiink arrdl, hogy az
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[ 2 1
v '
U LA T
B I K]
b
Yo V2 Y3 |

métrix ortogonilis, mert AAT = E, tovabb4, hogy
11 8 20
B = 30 19 50
—18 —12 —-31

involutérius méatrix, mert B2 = E és végiil, hogy

L il
V3 V3 V3
e |t o,
Sl v3 o o 2¥y3 2 2Y3 2
RIS S P
| V3 2Y3 2 23 2
unitér méatrix, mert CCH = E.
* ¥ ¥

1.7.12 definici6. Az
(1.7.19)  AAM = AHA

osszefiiggést kielégitG mdtrixokat normalis matrixoknak vagy réviden, normalmatrixok-
nak revezzik.



A normalmatrixokat tehat az jellemzi, hogy felcserélhet6k a sajat transzpondlt
konjugdltjukkal.

A normalmdtrixok a matrixok nagy és fontos osztalyat alkotjak. Péld4ul az 1.7.10.
definicidban szerepl6 matrixok, valamint a mar koribban megismert hermitikus
(szimmetrikus), valamint a ferdén hermitikus (ferdén szimmetrikus) matrixok vala-
mennyien a normalmatrixok specidlis esetei.

Az 1.1 pontban megismert hermitikus, ferdén hermitikus, valés szimmetrikus és
ferdén szimmetrikus matrixok definici6jabdl, valamint az unitér (valés ortogonalis),
involutérius és félig involutdrius matrixok 1.7.10 és 1.7.11 definicidjabdl kodzvetleniil
kovetkezik, hogy
(a) ha egy matrix hermitikus és unitér (ill. valés szimmetrikus és ortogonalis), akkor
egyuttal involutoérius is,

(b) ha egy matrix ferdén hermitikus és unitér (ill. valds ferdén szimmetrikus és ortogo-
ndlis), akkor egyttal félig involutérius is.

Mar korabban hangsilyoztuk, hogy a matrixok korében kiilonos jelentSsége van
annak, ha két mitrix a szorzasra kommutativ. Tekintettel a legijabban megismert
matrixtipusokra, osszefoglaljuk, hogy milyen esetekkel taldlkoztunk az eddigiekben,
ahol a kommutativitas fennall.

Barmely kvadratikus matrix a zérusmatrixszal

az egységmatrixszal

sajat polinomjaval

az adjungaltjaval

az inverzével (ha az létezik)
inverze polinomjaval

Barmely diagonalmatrix barmely diagonalmatrixszal
Barmely ciklikus matrix barmely ciklikus matrixszal
fel-
Barmely Toeplitz-tipusa cserélhetd | barmely ugyanolyan rendii Toeplitz-
also, ill. felsé haromszogmatrix tipust alsd, ill. fels6 haromszogmat-
rixszal

Barmely normalmatrix, azaz
hermitikus
ferdén hermitikus a sajat transzponalt konjugaltjaval
szimmetrikus valos
ferdén szimmetrikus valos
unitér
ortogonalis valos
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1.8 | SPECIALIS TULAJDONSAGU MATRIXOK
INVERTALASA

rrz

Ebben a pontban néhany specidlis szerkezetli matrix inverzének elGallitasaval, ill.
az inverz mdtrix f6bb tulajdonsagainak a vizsgilatival foglalkozunk. Els8sorban
arra kivanunk ramutatni, hogy egyes specidlis esetekben az inverz matrix elemei els-
allithatdk altaldnos alakban, a rendszam fiiggvényében.

Az aldbbi feladatokkal egyrészt a késGbbiek soran elGfordulé bonyolultabb fel-
adatok megoldésat készitjiik el6, masrészt pedig mar most lehet8vé kivanjuk tenni
az Olvasé szdmdra annak a rutinnak a megszerzését, amely képessé teszi majd az itt
megismert ad hoc modszerek alkalmazasara.

SZIMMETRIKUS EGYENLETES KONTINUANS MATRIX
INVERTALASA

Az 1.7. pontban megismerkedtiink a szimmetrikus egyenletes kontinudns matrixokkal,
amelyeknek (1.7.2) szerinti 4ltaldnos alakja felithaté az (1.7.3) szerinti K mdtrix

polinomjaként, gE+bK alakban. Ennek inverze (—b kiemelésével és az x =— %

jelolés bevezetésével) az alabbi alakban irhaté:

(aE+bK) ! = — }5 (xE—-K)~L

Tehét az éltalanos szimmetrikus egyenletes kontinuans matrix inverzének meghat4-
rozdsiahoz elegendG az egyetlen paramétert tartalmazé

x -1 0. ... O
[—1 x—1. ... 0]
(1.8.1) XE—K =1 cceveeeiiiiiii
0 0 ... x -1
0O 0 ... -1 x
specidlis szimmetrikus kontinudns matrix invertalasa.

A feladatot az inverz métrixra kapott (1.5.11) képlet segitségével oldhatjuk meg.
Ehhez ismerniink kell egyrészt a matrix determindnsat, mdsrészt adjungaltjanak
elemeit. Nyilvanvald, hogy n-edrend{i matrix esetén a determinans az x paraméter
n-edfokt polinomja, az adjungilt matrix elemei pedig legfeljebb (n—1)-edfoku poli-
nomjai. Felmeriil a gondolat, nem lehet-¢ ezeket a polinomokat valamilyen egységes

és viszonylag egyszerii alakban kifejezni. Latni fogjuk, hogy ez lehetséges, mégpedig
a Csebisev-polinomok és a trigonometrikus, ill. hiperbolikus fiiggvények ko6zotti



szoros kapcsolat kihaszndldsdval. Mar most megemlitjiik, hogy ennek igazi el6nye a
késGbbiek soran, az un. sajatérték-feladat tdrgyaldsianidl — a 3.3. pontban — fog
megmutatkozni.

Annak érdekében, hogy végig valés mennyiségekkel szamoljunk, a paraméter-
tartomdny hdrom szakaszat kiilén vizsgdljuk. Ezek: |x| < 2, x = 2, ill. x<-2.
(Az x = +£2 eset ezekbll egyszerii hataratmenettel adodik.)

(a) Vizsgéljuk el8szor az

(182  |x| <2

esetet.
Vezessiik be ekkor az

(1.8.3) x = 2cosf

transzformacioval definialt 6 0j valtoz6t (lasd pl. [80]).
A madtrix determindnsdnak meghatdrozdsa: Jelolje D, a keresett n-edrendii deter-
mindnst:

2cosf -1 0o . . 0

—1 2cosf -1 . . 0

D, — 0 —1 2cos6 . . 0
0 .o =1
0 .—1 2cos b

Teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy

sin(n—l—l)@__

(184)  Dy=-— 0y

Kozvetleniil belathato, hogy az allitds n = 1 és n = 2 esetén igaz, ugyanis

Slfl 26 = 2cos b
sin 6
és
51?1 36 = 4cos26—1.
sin 6

Tegyiik most fel, hogy az allits (n— 1)-re és n-re igaz, vagyis

__sinnf __sin(n+1)6
(1.8.5) Dy_1 = g & D, = i

b

és szamitsuk ki a D, ,; determinénst. Az utolso sor szerint kifejtve, azaldbbi rekurziés
képletet nyerjiik :

Dy, 1 =2cos0-D,—D,_.
Behelyettesitve az (1.8.5) kifejezéseket,

2cos Osin(n4+1)0—sinnd  sin(n+2)0
sin 6 ~ sinf

Dn+1 =

adodik, és ezzel az allitisunkat bebizonyitottuk.
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Megjegyezziik, hogy a
sin (n+1) 6
sin 0
kifejezés, mint cos 6 polinomja, az un. n-edfokiu mdsodfajis Csebisev-polinom”.
Az adjungdlt matrix meghatdrozdsa: Az (1.5.1) 6sszefiiggés alapjan az invertdlandé
xE—K mitrix adjungéltjinak elemeit az aldbbi determininsbdl hatirozzuk meg:

i-1 £z j—i \j/ n—j
x—1 i
i—1 x —1
i—1 S .
-1 x -1
-1 x : :
i) - : s
r -1
x —1
i -1 x -1
-1 x -1
—1x1
Do Zox =1 T
-1 x —1
n—j T .
-1 x -1
-1 x

Ezt a determinanst gy kaptuk, hogy az eredeti matrix determindnsibdl elhagytuk
a j-edik sort €s i-edik oszlopot. Az attekinthetGség kedvéért a zérus elemeket nem
irjuk ki. (Itt azt az esetet tekintjiik, amikor 7 = j; amennyiben / = j, akkor az indexek
szerepet cserélnek.) Tekintettel arra, hogy a determinédns a szaggatott vonalak segit-
ségével haromszor harom olyan blokkra particiondlhaté, ahol a f64tl6 blokkjai felett
csupa zérust tartalmazé blokkok allnak, ezért — a determindnselmélet alapjan —
a determinans értéke a fGatloban levS blokkok determindnsdnak a szorzata. Tehat

{adj GE—K)}ij = (= 1)+ (= 1)/~ D;_1Dn;,
(A bal felsd, ill. a jobb alsé blokk szerkezete ugyanis megegyezik az eredeti deter-
mindns szerkezetével, a kozépsG blokk determindnsa pedig a f6atlé elemeinek a
szorzata — ezeknek az elemeknek mindegyike —1.) Behelyettesitve a determindnsra

bizonyitott (1.8.4) kifejezést,

i=j

sin i0 sin(n+1—j)0

- - ha i =,
. sin 6 sin 6 ’
{adj *E-K)}iy =4 . . . )
sinjO sin(n+1-—i)0 .
- - , ha i=j
sin 6 sin 0

* P. L. Csebisev (1821 — 1894) orosz matematikus. A Csebisev-polinomokra vonatkozo6an lasd pl.
[95]. 2. kotet 30. oldal.



Az inverz mdtrix felirdsa: Az eredeti matrix determindnsénak és adjungiltjgnak | 8
ismeretében most mar (1.5.11) alapjan a keresett inverz elemeire a kovetkez8 ad6dik:

sinif sin(n+1—j)6

sinf sin(n+1)0

sinj0 sin(n+1—i)6

sinf sin(n+1)0
(b) Abban az esetben, ha x > 2, az

(1.8.7) x=2ch@

, ha i

(A

b

(1.8.6) {(XE—K)_I}U =
, ha

v
~

transzformaciéval azt kapjuk, hogy

__ sh(n+1)0
(1.8.8) D, = e

sin(n+1)6

(Ez a kifejezés ugyanolyan polinomja a ch 6 fiiggvénynek, mint - acos 0

sin 6
fﬁggvénynek.) Az inverz elemei az (1.8.6) Osszefiiggéssel analég médon irhatdk fel,

csupan a trigonometrikus fiiggvényeket kell hiperbolikus fiiggvényekkel helyettesiteni.
(c) Ha x < —2, akkor az

(1.8.9) x=-—2ch0

helyettesitéssel — elGjeltSl eltekintve — ugyanarra az eredményre jutunk, mint az
elébb. Ekkor ugyanis a (— 1)-et kiemelve, az adjungalt elemeit a sakktdblaszabalynak
megfeleld elbjellel kell ellatni (a kozépsS blokk determinansa 1, ezért marad meg a
sakktabla-el6jel). Vagyis ebben az esetben

—2chh -1 0 .. . 0 -1

-1 —2ch® —1 .. . 0
(1.8.10) 0 —1 —2chf.. . 0 =
l 0 0 R— | —ZChBJij

shif sh(n+1—5)0
sh 6 sh (n+1)6
shjo0 sh(n+1-—i)6
shé sh(n+1)0 °

(d) Végiil abban a hatédresetben, amikor x = +2, vagyis az (1.8.3), ill. az (1.8.9)
transzforméciéban 6 = 0, tekintettel arra, hogy a determinéns értéke elemeinek foly-
tonos fiiggvénye, az inverz elemeinek a kiszdmitasara az (1.8.4), ill. az (1.8.8) kifeje-
zésben elvégezziik a 6 — 0 hatdrdtmenetet.

A T'Hospital-szabaly alkalmazasaval (1.8.6), ill. (1.8.10) alapjan x = 2 esetén

(_ 1)i+j_1 H ha i= js

(= 1)i+i-1 ha i =]

2 -1 0. 07" . .
.o i(n+1-—j) .
[_1 2 -1.. . 0 a1 e =]
1.8.11 _ =
(1D [0120 Jetl=h) o =g
o 0 0.—1 21, n+l 71
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x = —2 esetén pedig
-2 -1 o0.. . o7 . .
[—1 -2 —1.. . 0] (—1)"”‘1’—("#, ha i=}
0 —1-2.. . 0] = : .
l ..................... J (_1)f+f—1i(”++1—1_’), ha i=j.
0 0 1 -2, "

Megjegyzés. Bevezetve az (1.8.1) martix determininsara a
(1.8.12) D, = Uy(x)

jelolést, az inverz matrix elemeit a teljes paramétertartomanyra egységesen irhatjuk fel a kdvetkez6
alakban:

U;_1(x) U, _j(x)

3 ha i = j,

(1.8.13) {(GE-K)~1,; = U,(x)
R/RC LG N
U,,(X) ’ =7

A szimmetrikus egyenletes kontinudns matrix inverzére kapott eredményekbdl lathaté
hogy az — ugyancsak szimmetrikus — inverz matrix elemei mindig két olyan tényezd
szorzataként irhaték fel, amelyek egyike csak a sorindextdl fiigg, a masik pedig
csak az oszlopindext6l. Altaldban, azilyen tulajdonségt métrixokat egypdrii mdtrixok-
nak nevezziik (lasd pl. [33]).

1.8.1 definicié. Egypard az A = [a,;] matrix, ha elemei a kovetkezd alakuak :

v, ha =}
(18.14)  ay = {‘p’”’ =7
iy, ha J=1
Azt is mondhatjuk, hogy az egypdri mdtrix szdrmaztathato ugy, hogy a didd foarlo
feletti elemeit a fGdtldra tiikrozziik.

A szimmetrikus kontinudns métrix és az egypdrii matrix kapcsolatara az 5.1 pont-
ban visszatériink.

NILPOTENS ES CIKLIKUS MATRIX
POLINOMJANAK INVERTALASA

Az 1.7 pontban mir megismerkedtiink a specialis nilpotens H matrixszal és annak
A(ay, ay, ..., a,_ ) polinomjival. A H matrix specidlis tulajdonsagainak kihasznal4-
s4val meghatdrozzuk az

1 —x 0. 0]
0 1 —x . 0
(1.8.15) A(l, —x, 0,...,00)=E—xH= o 0 1. 0
0o O 1 —x
0 O 0 1.




matrixpolinom inverzét. A feladat megoldasdhoz nyilvinvaléan azt kell kihaszn4l-
nunk, hogy a H matrix » index{i nilpotens matrix, azaz

(1.8.16) H" = 0.

Az E—xH matrixpolinomnak megfelels kézonséges (skalar) polinom (1—x); ez fel-
1ép az alabbi koézismert azonossidgban :

(1.8.17) A=) +x+x24+ ... +x1) = 1—x".

Vegyiik észre, hogy az azonossidgban x helyébe az xH matrixot helyettesitve, (1.8.16)
miatt a jobb oldalon az egységmatrix adédik. Ezért a bal oldal méasodik tényezGje
adja a keresett inverz métrixot:

E—-—xH)E+xH+xH>+ ... +xH*1) = E—x"H* = E,
tehat

(1.8.18)  (E—xH)! = E+xH+xH?>+ ... +x" TH1 =

1 x x2 x3... xr1
0 1 x x%... xn2
_10 0 1 x... x3
0 0O 1 x
00 0 1

Lényegében a most alkalmazott médszer segitségével invertalhat6 az alabbi specia-
lis ciklikus matrix:

1 X X2 X .. xn—1

xr~1 1 X x2. .. xn—2

n—2 n—1 n—3
(1.8.19) c1, x, x4 ...,x" )= X X 1 x... X
x? x3 x* 1 x
x x2 X3 L xt ]

A feladat megoldasa sordn a ciklikus matrix (1.7.14) tulajdonsigat hasznaljuk ki,
amely szerint felirhat6 az S elemi ciklikus matrix polinomjaként:

C(1x,x% ..., x7 ) = E4xQ+x2Q%+ ... +x1Qn—1,
Ha most az (1.8.17) skalar azonossdgban x helyére az x€2 matrixot irjuk:
(E—xQ2)(E+xQ + 32224 ... +x71Q771) = E—x"Q",

és figyelembe vessziik, hogy (1.7.12) utolsé egyenlete szerint 2" = E, akkor rdgtén
adodik az eredmény, és egytittal az invertdlhatdsag feltétele is. Ugyanis, ha 1 —x" 5 O,
azaz x nem egyenlS egyik rn-edik egységgyOkkel sem, akkor oszthatunk az 1—x"

1.8
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1.8 mennyiséggel és igy
(1820)  {C(Lxy, ..., x"—1)-1— I—_I—xn—(E—xSZ) -

:Lca, -x, 0, 0,...,0)

1—x"
1 —x O 0... 0
0 1 —-x 0... 0
_ 1 0 0 1 —x... ©
| :
0O 0 o0 1 —x
-x 0 0 .0 1
EGYETLEN DIADDAL MODOSITOTT MATRIX
INVERTALASA

A matrixinvertalds 4ltaldban igen szdmitdsigényes feladat. Ezért a gyakorlat szaimara
fontos, hogy a mar ismert inverzii matrixok felhasznilasaval ezt a feladatot leegy-
szeriisitsiik. Az alabbiakban azt mutatjuk meg, hogy ha az invertdland6 métrix
éppen egy diaddal kiilonb6zik egy ismert inverzi matrixtdl, akkor a modositott
matrix inverze is egyetlen didddal tér el az adott matrix inverzét6l.

1.8.3 tétel. Legyen A invertdlhatd mdtrix, és tegyiik fel, hogy adott u és v' esetén
(1.8.21) 14+vTA~ta = 0.
Ekkor az A+uv' mdtrix invertdlhatd és inverze

A~ luvTA-1

V-1 _ A-1_
(1.8.22) (A+uv') A TrviA-Ty -
Az (1.8.22) Gsszefiiggést Sherman® — Morrison formuldnak nevezziik (14sd [155]).

Bizonyitds. A formula helyességét beszorzassal igazoljuk:
A-lavTA-T)
T 1+VTA T )
uy'A-1 uvTA-luy"A -1
1+vVA-lu 1+4+vA~Tu

(A +wT) (A—l

=E+uvA-1—

A szorzas asszociativitdsa folytin és figyelembe véve, hogy v'A~'u skalir, az utols6
tag szdmlal6ja az alabbi médon alakithaté at:

a(vVVA~ ) vTA-1 = (vA~lu)uvyTA Y,

74 *S. Sherman (1917-) USA-beli matematikus.



az utols6 két tagbol tehat uv' A~ kiemelhet : 1.8
TA-1
TA-1_ TA-1g)  WYAT
E-+uTA~ = (L+vTA~H) T2 o — F,
amit igazolni kellett. [l

Megjegyzés. A tételben 1évs (1.8.21) feltétel az inverz matrix létezését biztositja, ugyanis az egy
diaddal modositott matrix determinansa ekkor zérustol kiilonbozd. Az 5. fejezetben a modositott
matrixok tulajdonsagainak altalainosabb vizsgalata soran erre még visszatériink (lasd az 5.1. pontot).

Példa. Hatdrozzuk meg a kovetkez8 matrix inverzét:

a+1 1 1 ... 1
[ 1 a+1 1 ... 1

[ 1 1 a+1l... 1

Megoldas. Alkalmazzuk az 1.8.3 tételt. Ha bevezetjiik a csupa 1 elemet tartalmazé
el =[1 1...1]
sorvektort, akkor ee' a csupa 1 elemet tartalmazé kvadratikus matrix és e'e = n.
Az invertdland6 matrix az aldbbi alakban irhato:
aE +ee™.
Mivel tudjuk, hogy az egységmatrix inverze 6nmaga, ezért célszeriien alkalmazhat6
az (1.8.22) osszefiiggés:

(aE)~lee"(aE)~!
1+e"(aE)~le

(aE+ee")~1 = (aE)~1—

_ ! E @ = I {(n+a)E—ee’} =
a 1+ n a(n+a)
n+a—1 —1 -1 ... -1
1 —1 n+a—1 -1 ... -1
a(n+a) -1 _ -1 n+a—1...
-1 -1 -1 ...n+a-1
Ebbél az is kiolvashatd, hogy nem alkalmazhat6 a formula abban az esetben, ha
a = 0 vagy a = —n; ekkor ugyanis az adott matrix szinguldris, tehdt nem invertal-
hato.
* k¥
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1.9 | PROJEKTOROK

A matrixelméletben jelentSs szerepe van azoknak a matrixoknak, amelyek hatva-
nyozas soran nem valtoznak. Ebben a pontban megismerkediink ezek f6bb tulajdon-
sdgaival. Mint a késGbbiekben latni fogjuk, algebrai, geometriai és analizisbeli alkal-
mazasaik egyardnt kozponti helyet foglalnak el, ezért kiilon pontban foglalkozunk
veliik. Definidljuk az Hermite-féle normalalaki matrixokat és eljarast adunk, amellyel
tetszGleges matrix Hermite-féle norméalalakra hozhatd.

1.9.1 definicié. 4
(1.9.1) P2="P
osszefiggést kielégitd mdtrixokat idempotens matrixoknak, projektormatrixoknak vagy
roviden, projektoroknak nevezziik.
1. Példa. Figyelembe véve, hogy a szamok koziil a 0 és az 1 idempotens, konstru-
dljunk segitségiikkel olyan diagondlmatrixokat, amelyek idempotensek (projektorok).
Megoldds. Ilyenek példaul az
1 o] 0 0] 1 00 . 0 0 O
o ol’ o 11° 01 0f; JO 1 O
0 0 O 0 0 O

matrixok.
* ¥ 3k

2. Példa. Lassuk be, hogy az alabbi matrix projektor:
6 4 10
P=|15 10 25].
-9 —6 —15
Megoldds. Elvégezve a PP szorzast, valéban azt kapjuk, hogy P2 = P,

* k¥

Ko6nnyi{i meggy8z8dni arrdl, hogy ha egy v' sorvektor és egy u oszlopvektor ska-
laris szorzata 1, akkor ezek uv' alakii diadikus szorzata 1 rangt projektor. A szorzas
asszociativitdsa miatt ugyanis

(uv™)? = u(viu)v" = uv", hiszen vWu=1.

Az aldbbiakban bebizonyitunk a projektorokra vonatkozo néhany tételt.

1.9.1 tétel. Az egyetlen nemszinguldris projektor az egységmdtrix.

Bizonyitds. A projektorok definicidja szerint
(1.9.2) P2—P = P(P—E) = 0.



Ha feltételezziik, hogy P nemszinguléris, akkor invertdlhaté; szorozzuk meg az
inverzével az (1.9.2) egyenletet balrdl:

P-'P(P-E) = 0,
innen mar

P=E
adodik.

1.9.2 tétel. Ha P egy n-edrendii projektor, amelynek rangja r, akkor E—P is projek-
tor és rangjan—r.

Bizonyitds. Hatvanyozassal meggy6zGdhetiink arrél, hogy E—P is projektor;
ugyanis
E-P2=E-2P+P2=E-2P+P = E-P.

Az E—P projektor rangjat a két matrix Osszegének rangjara vonatkozé 1.6.5 tétel
segitségével alulrdl, a két kvadratikus mAtrix zérus szorzatara vonatkozd 1.6.13
tétel felhaszndalasaval feliilr6l becsiiljiik. Ugyanis

P+(E—P) = E,
ezért az (1.6.5) tétel szerint

(193)  o(P)+o(E—P) = o(E) = n.

Maisrészt (1.9.1) alapjan
P(E—P) =0,

ezért az 1.6.13 tétel szerint

1.9.4) o(P)+o(E—P) = n.

Az (1.9.3) és (1.9.4) egyenlStlenségek egyidejlileg csak gy allhatnak fenn, ha mind-
kett6ben az egyenlGség teljesiil, igy

(19.5)  oE—P) =n—p(P) = n—r,
€s ezzel a tételt bebizonyitottuk. §f

Megjegyzés. Az E—P projektort komplementer projektornak nevezziik.

MielStt ratérnénk a kovetkez8 tételre, be kell vezetniink az un. biortogondlis
vektorrendszer fogalmat.

1.9.2 definicié. Ha adott n elemii w,, v, .. ., u,, valamint vi, v3, ..., v} vektorokra
fenndil a
(1.9.6) v =0y (kI=1,2,...,7)

osszefiiggés, akkor azt mondjuk, hogy az w, és v;. vektorok biortogonalis vektorrendszert
alkotnak. Ha r = n, akkor a vektorrendszert teljes biortogondlis vekterrendszernek
nevezziik.
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Ha a teljes biortogonalis vektorrendszerben az wy, u,, ..., @, vektorokat egy U
métrix oszlopainak, a v], v, . .., v vektorokat pedig egy V' métrix sorainak tekint-
jiik, akkor az (1.9.6) definidlé Osszefiiggés alapjan fennall, hogy

(1979 VU =E,

ahol E az n-edrendii egységmitrix. Mivel U és VT kvadratikus és (1.9.7) kovetkez-
tében determinansuk zérustdl kiilonb6z8, ezért invertalhatéak, és
VT = UL
E tulajdonséguk alapjén azu;, w, ..., u, é vI, vl, ..., v! vektorrendszereket recip-
rok vektorrendszereknek is nevezziik. '
A kovetkez$ tétel projektorok minimalis diadikus elGallitdsara vonatkozik.

1.9.3 tétel (Egerviry tétele)*. Ha egy r-edrangii projektort minimdlis szdmi didd
dsszegeként irunk fel, akkor e diddok oszlop-, ill. sorvektorai biortogondlis vektorrend-
szert alkotnak.

Bizonyitds. Legyen a P projektormatrix egy minimalis diadikus elGallitasa
P=7Y wmy =UV"
=

Behelyettesitve ezt a projektorokat definialé (1.9.2) egyenletbe,
UVTUVT—UVT = 0,

majd kiemeléssel
UVU-E,)VT =0

adodik. Mivel U oszlopai, ill. V' sorai a minim4lis diadikus el84llitisra vonatkozé
1.6.3 tétel értelmében linedrisan fiiggetlenek, ezért a rangra vonatkozé 1.6.10 tétel
alapjdn — C = (V'U—E)) vilasztasival — ebbdl kovetkezik, hogy

(198) VU =E,
és ezzel a tételt bebizonyitottuk. [l

- Megjegyzés. A tétel jelentGsége az, hogy a projektorokat nem is lehet masképpen minimalis
szamu diad 6sszegére bontani, mint ugy, hogy ezek oszlop-, ill. sorvektorai biortogonalis vektor-
rendszert alkossanak (lasd [121], [123)).

3. Példa. Tekintsiik a

5 —4 —10
P=|—15 -9 —25
9 6 16

projektort és készitsiik el olyan faktorizicidjat, amelyben az els§ tényez8 oszlop-
vektorai és a masodik tényez$ sorvektorai biortogonalis vektorrendszert alkotnak.

* Egervary J. (1891 —1958) magyar matematikus.



Megoldds. A PP szorzis elvégzésével meggyGz3dhetiink arrdl, hogy P2 = P, tehat

P val6ban projektor. Készitsiik el P egy minimalis diadikus felbontdsat :

1 [-3]03 —4 100 10 0 0]
P——-—S —15 =10 3 5|=P,

9 0 —1,2 -2
} ;) 1 o 1[0 3 3] .
_ ? 3 = 0;
—1,2
tehat a kapott minimalis diadikus felbontés:

_51[=5 —4 —10] 0o 1[0 3 5]
p:_l[_ls] +i[ 3]
5 3 :
9 —1.2

Az egyiitthatokkal beszorozva az egyes sorvektorokat, és a diddosszegeket matrix-

szorzat alakjaban felirva:

~5 0 [t 08 2
P=|—-15 3 [||o 1 % = UV".
9 —1.2

A diadok oszlop-, ill. sorvektorainak biortogonalitisat igazolhatjuk, ha képezziik
az UV" alaku faktorizaci6 tényez8inek forditott sorrendben vett szorzatat:

1 08 217 =5 0 [10]
ViU = |o 1 % 15 3 | =01
9 _12
* % %

Miel6tt a kovetkezd tételt megfogalmaznank, bevezetiink néhany 1j fogalmat.

1.9.3 definicio. Egy P mdtrixot hermitikus projektornak neveziink, ha egyidejiileg

teljesiil a

19.9) P2=P éa PH=P

osszefiiggés. Egy diddot hermitikus diadnak nevezink, ha w" alakban dllithatd elg.

Ha az w;, u,, ..., u, vektorokra teljesiil az

u:'-lujzaij (l,]= 1,2,...,7‘)

Seltétel, akkor azt mondjuk, hogy unitér vektorrendszert alkotnak. Az unitér vektor-

rendszert r = n esetén teljesnek, r < n esetén nemteljesnek nevezziik.
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1.9.4 definicidé. Egy kvadratikus mdtrix fédatldjdban dllé elemek Osszegét a mdtrix
spurjinak (nyomanak) nevezziik ; jele Sp A. Tehdt

SpA = Z Ak
k=1

A matrixszorzas definicidjabol kovetkezik, hogy egy matrixnak és transzponalt
konjugiltjAnak a szorzata olyan matrixot ad, amelynek a spurja az adott matrix
elemei abszolut értékének négyzetdsszege :

n

(1.9.10)  Sp(AAH) = ; Z laij [

Innen adédik hermitikus A matrix esetén:

(1.9.11)  Sp(A?) = S‘ Z la;2, ha A = AW

]11

Ennek felhasznédldsival bizonyithatjuk a kévetkezd tételt.

1.9.4 tétel. Egy r-edrangii hermitikus projektor mindig felbonthatd r hermitikus didd
osszegére, ahol a diddok oszlopvektorai nemteljes unitér vektorrendszert alkotnak.

Bizonyitds. Legyen P = [a,] (a; = a;;) egy n-edrendii és r-edrangii hermitikus pro-
jektor. Ennek f6atlojaban biztosan van legalibb egy pozitiv elem. Ugyanis P2 = P
miatt Sp (P) = Sp (P2). Mivel P projektor, igy

aii = Z QikAki,
k=1

és mivel P hermitikus is, ezért a,; = a,,, vagyis

n n

aii = Y awap = Y. |ai|*
k=1 k=1
Tehat a matrix nyoméara az

n

Sp(P)= Y an=73 Y |awl*=0
=1 k=1

egyenlStlenség adodik (hacsak P nem zérusmatrix). Vagyis P f8atlojaban van leg-
alabb egy pozitiv elem. Az 4ltalanossidg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a;;, > O.
Vonjuk le a P hermitikus projektorbél az a;; elemmel generdlt hermitikus diddot:
T &)
__1_’_‘:1_‘113:1: 1o LB
e;Pe; Vay Vau
Mivel két hermitikus métrix kiilonbsége is hermitikus, csak azt kell megmutatni, hogy

2) (2)
P is projektor. E célbdl képezziik P négyzetét:

1 1 \2
P e —— ala;! —_—) ==
( Van Van

1 1 1 a al'  a a
il alal 1 1 1 1

4y Lt 1
Vau Vau Vau Van Van Vau Vau Vanu




A projektorok definici6jabol kovetkezik, hogy P2 és P els6 oszlopa, ill. els8 sora ] Q
megegyezik, tehat

(19.12) Pa;, =a; é alP=al,
tov4bb4 a bal felsG sarokelemek egyenlGsége miatt
ata, = a;,.
A kapott 6sszefiiggéseket behelyettesitve és az Gsszevondst elvégezve,

( a, af )2 a, af

Vau Vay Vay Vay
@
adédik, tehat P valéban hermitikus projektor. Az eljirast folytatva, r 1épés utdn a
zérusmatrixhoz jutunk. Ezzel az r-edrangi hermitikus projektort r hermitikus didd

Osszegeként allitottuk el8. Jelolje u, az egymas utdn levondsra keriilS diddok oszlop-
vektorait; ekkor

P =Y wul =UU",
=1

ahol az 1.9.3. tétel alapjan
UHU = E,.

Tehat a diddok oszlopvektorai nemteljes unitér vektorrendszert alkotnak. [l

4. Példa. Bontsuk fel a
160 12i —36 ]

169 169 169
—12i 153 —48i
169 169 169 J

—36 48 25
169 169 169

hermitikus projektort hermitikus diadok Gsszegére.

Megoldds. A maétrix alakjabol lathatd, hogy hermitikus, beszorzassal pedig kéz-
vetleniil meggy8z6dhetiink arrél, hogy projektor. Készitsiik el egy minimalis diadikus
elGallitasat. Az egyszeriibb szdmolas érdekében generdlé elemként célszerid a jobb
alsé sarokelemet valasztanunk:

36 1T 36 48 257 1
|5
13

— 6o || 169 169 169

1 48i
P———| ~Te5 =
13 25
169
2704 2028i 0
169.25 169.25 @
= 2028i 1521 0 = P.

T 169-25 169.25
0 0 0 81



1 9 Ko6vetkez8 1épésben a bal felsG sarokelemet valasztjuk general6 elemként :

2704 [ 2704 2028; O] 1

o T69.25 || 169-25 16925 52
) RS g e
13:3 '
0

A diadikus felbontéasra tehat a kovetkez8 adodik :

36 52 36 48. 5
[_35_ 6 || 765 &' 13

48 39 52 39
P: A B e 7 — UH.
[ 65" 65’J 5 o' °© U
5 N
73 0

A diadok oszlop-, ill. sorvektorai unitér vektorrendszert alkotnak, amirdl kozvetleniil
meggy8zB8dhetiink a fenti faktorizici6 tényezGinek forditott sorrendii Osszeszorzasa-
val:

36 48. 5 36 52
6 6 13|| "6 65
5239 48 = 39 . 2[1 o]
65 65 [_6_51 T85! o 1]°
5
™
* k¥ ¥

MATRIXOK HERMITE-FELE NORMALALAKJA

Az alabbiakban bevezetiink egy specidlis projektort, az Hermite-féle normalalakii
métrixot (lasd pl. [66]).

1.9.5 definicio. Egy kvadratikus mdtrix Hermite-féle normalalaki, ha
(a) féatléban levé elemei 1 vagy 0,

(b) ahol a f64tl6 eleme 1, abban az oszlopban az ésszes tobbi elem 0,
(¢) ahol a f64tl6 eleme 0, abban a sorban valamennyi elem 0.

E definiciébdl nyilvanvald, hogy a f6atléban annyi egyes 4ll, amennyi a matrix
rangja.

Legyen H egy n-edrendii, Hermite-féle normdlalaki mdtrix, melynek rangja r.

Koénnyen belathatd, hogy sorok és oszlopok ugyanolyan permuticidjaval elérhets,

82 hogy a bal fels8 sarokban 4116 r-edrendii minormétrix egységmétrix legyen, az utolsé



1 —r sorban pedig valamennyi elem zérus legyen. Ha Q jel6li azt a permut4lé matrixot,
amellyel ez az 4dtrendezés megvaldsithato, akkor

E B]
0
itt a B blokk elemei nem sziikségképpen zérussal egyenlk. Mivel az igy nyert H
mitrixrél kozvetleniil igazolhat, hogy projektor, azaz H? = H, az (1.9.13) ossze-
fiiggésbdl kovetkezik, hogy QTHQ = Q'QHQ'Q = H, és igy
(1.9.14) H2 = Q'"HQQ'HQ = Q'H2Q = Q'HQ = H,

azaz minden Hermite-féle normalalakti matrix projektor.

(19.13) QHQ" =H = [ ; ahol QQ" = Q'Q = E;

Megjegyzés. Abban az esetben, ha a B blokk minden eleme zérus, az Hermite-féle normalalak
megegyezik az 1.6. pontban bevezetett normalalakkal.

A kovetkez8kben olyan eljarast ismertetiink, amellyel adott kvadratikus matrix
Hermite-féle norm4lalakra transzformélhat6. Emlékeztetiink a matrix minimalis dia-
dikus felbontdsadnak az 1.6 pontban leirt eljirasara. Ha most — ugyantigy, mint
ott — az r-edrangt és n-edrendii A matrix elsG oszlopanak egy zérustél kiil6nb6z8

. . . o 1 .
a,, elemével generdlt diddot levonjuk a méatrixbdl, de utina az i;-edik sor — -szeresét

a1
visszairjuk a mdtrixba, akkor ezzel elérjiik, hogy az elsG oszlop /;-edik eleme 1, a
tobbi pedig 0 lesz: '
0
0
A Aile,-T,A e,-T,elA Y (1) 9
eilAel e,-lAel _________________________________
0
0

azaz
(Aei—e;) eZA
eerl .
@ .
Az eljarast ugy folytatjuk, hogy most az A matrix mésodik oszlopaban keresiink
0]
egy zérustdl kiilonb6z6 elemet, mely nem az 7;-edik sorban 4ll. Ha a;, = 0, i 7,

akkor megkeressiik azt a legkisebb j, indexii oszlopot, amelyben taldlunk zérustél
@
kiilonb6z6 elemet: legyen ez a, ;, # 0, #, # #;. Most (1.9.15) mintdjira képezziik az

aldbbi matrixot, amelyben az els§ oszlop i;-edik, és a j,-edik oszlop #,-edik eleme 1,
a két oszlop tobbi eleme O:

@
(19.15) A =A-

Jz
C0i0{0i0] I
0:0i0i0
DO (he —o)eld o0i0ili G
X = X———-—_—(Ae” (ze),,)e,,A =1 0i0:0 0T
erAe;, Tixix0 @
0000
L0000 i
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1.9 Az1 < j< j, oszlopoknak csak az i;-edik sordban lehetnek zérustél kiilonboz§ ele-

3)
mek (ezeket csillaggal jeloltiik meg). Ezutdn az A matrixb6l kihagyva az i, és i, sort,

megkeressiik a kovetkez8 legkisebb j; = j,+1 indexii oszlopot, amelyben taldlhat6
(&) @
a,;, # 0,1y 5 iy, 4. Az (1.9.15) mintdjira képezziik az A matrixot és az eljardst igy

folytatjuk tovabb. Az algoritmust tehat az

) )
G+ B (Ae;, —e;) e (e} )
(1916) A = A—ﬁ—%gﬁ‘—; A=A; (cAe; = 0)
e,-,‘Aejk
r+1)

rekurzi6s formula jellemzi, és r 1épés utdn olyan A métrixhoz jutunk, amelynek

Iejk(k = 1,2, ..., r) indexdi elemei 1-gyel egyenldk, az i, ,, ..., i, indexii soraiban
(r+1)
pedig valamennyi elem 0. Ha most az A métrixot sorok cseréjével tigy alakitjuk 4t,

hogy az #, iy, ..., I-edik sorait a j, j, ..., j-edik sorokba frjuk, a tobbi — csupa

zérus elemet tartalmazé — sort pedig a j, 1, j, 49, .- ., J,-€dik sorba irjuk, vagyis az
r+1)
A mitrixot balrél a

n
(19177 Q=Y e;ei
k=1

permutalé matrixszal szorozzuk, akkor egy Hermite-féle normdlalak(i matrixhoz

jutunk.
Most figyelembe vessziik, hogy az (1.9.16) rekurziés formula az aldbbi alakban

is irhat6:

k+1) (ﬁ’e. —eer |® (k)
(1.9.18) A = E—%i—”‘— A = TWA,

e.,-',;Ae,-,c
ahol T® nemszingul4ris matrix (determina’msa ugyanis ), azaz
itjE

(r+1)

(1.9.19) A = TOTC-D  TWA = TA,
(r+1)

tovabb4, hogy az 4 maétrixot az (1.9.17) permut4l4 matrixszal szorozva :

(r+1)
(19200 QA =QTA=H,
vagyis Hermite-féle normélalaki métrixhoz jutunk.

Példa. Transzformaljuk az

3 11 10 5 10 10
2 7 6 2 5 8
A“l 3 2 -1 2 5

4 10 4 —12 4 25
84 matrixot Hermite-féle normélalakra.



Megoldds.

3 11 10 5 10 10
2 7 6 2 5 8

A=lm 3 2 -1 2 5
4 10 4 —12 4 25
Ebbél kiindulva:
371 3 2 -1 2 5]
2 T
{_a_Geepds |2 _
esAe; 0
| 4

0
o 1] 2 4 1-2
1
0

Az eljarast igy folytatjuk tovabb, majd a megfelel§ permutalé matrixszal szorzunk, és
igy végiil az alabbi Hermite-féle normélalak matrixot kapjuk :

_ 71 -
1 0-4-13 0 -5
3
01 2 4 0—3
H=]0 0 0 0 0 O
0 0 O 0 0 O
1
00 O 0 1—7
L0 0 O 0 0 0 J
* Kk ok

MATRIXOK ALTALANOSITOTT INVERZE

A kovetkez8kben megmutatjuk, hogy projektorok segitségével hogyan 4ltalanosithat6
az inverz métrix fogalma. Az 1.5.2 tétel szerint nemszingularis kvadratikus A matrix
X inverzét egyértelmiien meghatirozza az AX = E, ill. XA = E Osszefiiggés. Mivel az
egységmatrix (az egyetlen) n-edrangii projektor, azt is mondhatjuk, hogy birmely
n-edrangli matrixnak és az inverzének (tetsz8leges sorrendben vett) szorzata az n-
edrangl projektort adja. Ennek alapjin indokolhaté az a kovetelmény, hogy egy
r-edrangtd A maétrix X dltaldnositott inverzét Ggy definidljuk, hogy az AX és az XA
szorzat r-edrangl projektort adjon. Mint l4tni fogjuk, az inverz fogalma tobbféle-
képpen altalanosithaté. Ezek pontos definiciéjahoz a kovetkez8 matrixegyenleteket
hasznéljuk fel.
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(1.921) AXA = A
(19.22) XAX =X

(19.23)  (AX)M = AX
(19.24) (XA = XA

Ha az (1.9.21) egyenletet balrdl vagy jobbrdl az X matrixszal, ha pedig az (1.9.22)
egyenletet balrél vagy jobbrol az A matrixszal megszorozzuk, akkor lathatd, hogy
teljesiil az a kovetelmény, mely szerint AX és XA projektor. Ha még az (1.9.23),
ill. az (1.9.24) feltétel is teljesiil, akkor az is kovetkezik, hogy AX, ill. XA hermitikus
projektor. Ezek alapjin a kovetkez8képpen definidljuk az inverz matrix fogalmanak
néhany altalanositasat.

1.9.6 definicié. Az A mdtrix altalanositott inverze X = A%, ha teljesiil az (1.9.21)
egyenlet.

1.9.7 definici6. 4z A mdtrix reflexiv altalinositott inverze X = A’, ha teljesiil az
(1.9.21) és az (1.9.22) egyenlet. Ez az elnevezés arra utal, hogy (A7) = A.

1.9.8 definicié. 4z A mdtrix normalt altalanositott inverze X = A", ha teljesiil az
(1.9.21), (1.9.22) és az (1.9.23) egyenlet.

Megjegyzés. A normalt altalanositott inverzet masképpen jobbrol gyengén ditaldnositott inverzs
nek is nevezik. Ennek megfelelGen, az A métrix balrdl gyengén ditaldnositott inverze X = A%, ha tel-
jesiil az (1.9.21), (1.9.22) és az (1.9.24) egyenlet.

1.9.9 definici6. Az A mdtrix pszeudoinverze, vagy Moore —Penrose-féle* inverze
X = A', ha teljesiilnek az (1.9.21)—(1.9.24) egyenletek.

E definiciékbél 1athatd, hogy a legkevesebb megszoritast tartalmazza az A* altala-
nositott inverz, ami ezért dltalidban nem is egyértelmii. Az aldbbiakban csupdn az A®
inverz 1étezésére és az A" pszeudoinverz egyértelmiiségére vonatkozéan bizonyitunk
be egy-egy tételt. (Az altaldnositott inverzzel kapcsolatban 1asd [12], [84], [88].)

1.9.5 tétel. Bdrmely A mdtrixhoz taldlhatd A¥ dltaldnositott inverz.

Bizonyitds. Legyen az A matrix rangja r. Az 1.6.11 tétel szerint ez a matrix ekviva-
lens transzformacioval a kovetkez8 normélalakra hozhaté:

E, 0
PAQ = |7 .
Q [0 0]
TetszSlegesen valasztott U, V és W blokk segitségével képezziik most az alabbi A¥

matrixot:

(1925) Af=Q [‘é ;Jv] P.

* R. M. Moore (1930 —) USA-beli matematikus.
R. Penrose (1931 —) angol matematikus.



Kozvetlen beszorzdssal meggy8z8dhetiink arrdl, hogy az A és Af madtrixra teljesiil 19
az (1.9.21) egyenlet, vagyis Af az A métrix ltalanositott inverze. Ugyanis

AAZA — P-1 [E, 0] 0-1Q [E U] PP_I[E, 0] Q-1

0 o VvV W 0 O
:P—l[%' g] Q1l=A,

és ezzel a tételt bebizonyitottuk. |l

Az (1.9.21) egyenletre alkalmazva az 1.6.6 tételt, kovetkezik, hogy az r-edrangu
A matrix Af altalanositott inverzének a rangja legalabb r:

0(A®) = o(A).

Ugyancsak az (1.9.21) egyenletbdl kovetkezik, hogy az mXn tipusi A matrix A®
altalanositott inverze n X m tipust matrix.

Ha az (1.9.21) és az (1.9.22) egyenletekre alkalmazzuk az 1.6.6 tételt, akkor azt
latjuk, hogy a reflexiv 4ltalanositott inverz rangja mar egyértelmii:

o(A") = o(A).

Ha az (1.9.21)—(1.9.24) egyenletek valamennyien teljesiilnek, akkor az igy defi-
nilt inverz egyértelmiien meghatirozott. Erre vonatkozik a kovetkez§ tétel.

1.9.6 tétel. Tetszbleges A mdtrix AY Moore— Penrose-féle inverze (pszeudoinverze)
egyértelmil.

Bizonyitds. Egyszeriiség kedvéért a bizonyitast valos elemd kvadratikus matrixokra
végezziik, megjegyezziik azonban, hogy lényegében ugyanigy bizonyithaté a tétel
komplex elemii tetsz6leges matrixokra is.

Képezziik az (1.9.21) egyenlet transzponaltjat:

ATXTAT = AT,
és helyettesitsiik be az (1.9.24) 6sszefiiggést:
(1.9.26) XAAT = AT

Ha az (1.9.22) egyenlet transzponaltjat képezziik €s az (1.9.23) Osszefiiggést helyette-
sitjiik be, akkor a kovetkez6t kapjuk :

XT = XTATXT = AXX™.
Mindkét oldal transzponaltjat véve,
(19.27) X =XXNHTAT
addédik.
Most indirekt médszerrel bebizonyitjuk, hogy az A' pszeudoinverz egyértelmd.

Tegyiik fel tehat, hogy van két pszeudoinverz, jelolje ezeket Al és Al. Mindkettd
kielégiti az (1.9.26) és az (1.9.27) egyenletet, innen kovetkezik, hogy

(19.28)  (Al—A}AAT =0, 87
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tovabba a
B, = AJAIT & B, = AlAlT
jelolésekkel :
(1.9.29)  (Al—A}) = B{—B))A".
A tovabbiakban felhasznéljuk a kdvetkez8 matrixazonossigot :
(19.30)  (A]—ADAAT(A]- A" = [(AT—-A)) AI[(A]-AD AT".
Az (1.9.28) osszefiiggés behelyettesitésével
(1.9.31)  [(AT—A)AIIAI-ADAT = 0

adédik. Képezziik az igy nyert métrix nyomat, ami (1.9.10) szerint (AI—ADA
elemei abszolit értékének négyzetdsszege, és vegyiik figyelembe, hogy ez csak akkor
|chet zérus, ha

11.932) (Al—ADA =o0.

Ha most az (1.9.29) egyenletet jobbrél megszorozzuk egy olyan C métrixszal,
amelyre ATC = 0— teh4t amelynek oszlopai ortogonalisak az A mitrix oszlopaira —,
akkor

(1.9.33) (Al-Ahc =o.

Vélasszuk a C matrixot maximélis rang olyan métrixnak, amely kielégiti az
ATC = 0 egyenletet. Ekkor o(C) = n—r, mivel az r-edrangli A métrix valamennyi
oszlopara ortogondlis linedrisan fiiggetlen vektorok maximalis szdma n—r. Tehat
az A és C matrixok oszlopai koziil 6sszesen n linedrisan fiiggetlen vektor valaszthaté
ki, amelyek az (1.9.32) és (1.9.33) 6sszefiiggések szerint valamennyien ortogondlisak
az Al—Al métrix minden sorira. Ebb3l kévetkezik, hogy Al—A} minden sora
zérus, azaz A} = A} és ezzel a tételt bebizonyitottuk. |l

Az al4bbi tételben egy egyszerti eljarast adunk a Moore —Penrose-féle inverz ki-
szamitasara.

1.9.7 tétel. Legyen A egy mXn tipusi valds elemii mdtrix, amelynek a rangja o(A) =
= r. Ha a mdtrix egy minimdlis diadikus elédllitdsa

(1.9.34) A = UV,
akkor a Moore— Penrose-féle inverze:

(1935 Al =v(vV'V)'wuu.

Bizonyitds. Beszorzassal kozvetleniil meggy6zG8dhetiink réla, hogy (1.9.34) és
(1.9.35) kielégitik az (1.9.21)—(1.9.24) osszefiiggéseket, amelyek az 1.9.6 tétel értel-

mében egyértelmiien meghatdrozzdk a Moore —Penrose-féle inverzet. |l

Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy noha az (1.9.34) alaku elballitds nem egyértelmdi, a
segitségével nyert (1.9.35) alakit Moore —Penrose-féle inverz egyértelmiien adodik !



Példa. Hatarozzuk meg az
3 11 10 5
A=12 7 6 2
1 3 2 -1
matrix Moore —Penrose-féle inverzét.
Megoldds. Az A métrix egy minimélis diadikus el64llitdsa
3 2] [1 3 2 - 1]
A=1]2 1]-l0 1 2 4].
1 ol
Elvégezve a szdmit4sokat az (1.9.35) formul4dban, kapjuk, hogy

-9 16 43
Ao L |16 36 84
Te2| —4 8 —4
[ 53 —64 —223
* % *

Most megmutatjuk, hogy az 1.9.5 definiciéval bevezetett Hermite-féle normél-
alaki matrix meghatarozésa soran tulajdonképpen egy Af altalanositott inverzzel kell
az adott matrixot balrél szorozni. Tekintsiik ugyanis az (1.9.20) Osszefiiggést, amely
szerint az A matrixbdl a H Hermite-féle normélalakti mitrixot megkapjuk, ha a QT
invertdlhaté matrixszal balrdl szorzunk. Ez a QT métrix az A matrix 1.9.6 definicié
szerinti A? ltalanositott inverze, hiszen a
H=H é QTA=H

Osszefiiggések felhasznédldsdval
QTAQTA = QTA

adédik. Ha a (QT) ! métrixszal balrdl szorzunk, kapjuk, hogy
AQTA = A,

azaz QT valdban az A matrix A 4ltaldnositott inverze.

A matrixok altalanositott inverzével kapcsolatos ijabb irodalomban gyakran szerepel egy, a
Moore —Penrose-féle pszeudoinverztél eltérd, de ugyancsak egyértelmien meghatarozott masfajta
altalanositott inverz, az Gn. Drazin*-inverz. Bzt az inverzet az 1.7.5 definicioval megadott p indexi
matrixokra vezetjiik be.

1.9.10 definicié. A p indexii A mdtrix Drazin-inverze az az AP mdtrix, a1 ely az (1.9.22) egyenletet,
tovabbd az

(1.9.36) AAD = APA
(1.9.37) APAPT1 = AP
egyenleteket elégiti ki (lasd [119]).

* M. P. Drazin (1929 —) angol matematikus.
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Bebizonyithatd, hogy barmely szingularis A esetén a Drazin-inverz egyértelmii. Abban az esetben,
ha p = 1 (ezteljesiil példaul barmely projektorra), akkor a Drazin-inverzet csoportinverznek nevezik,
jelolése: A¥. Az (1.9.22) és (1.9.37) Osszefiiggésekbdl lathato, hogy a Drazin-inverz altalaban nem
reflexiv, azaz (AP)Ps= A (csoportinverz létezése esetén azonban reflexiv). Konnyen belathato, hogy
nemszingularis métrixok esetén A®? = AL

1.10 | LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Ebben a pontban a linedris egyenletrendszerek 4ltaldnos elméletét és a megoldasi
moédszerek alapelveit targyaljuk, a matrixalgebra elemeinek felhasznilasaval. Vizs-
géljuk az egyenletrendszer megoldhatdsdgénak feltételét és ismertetjiik, hogy ennek
teljesiilése esetén hogyan konstruilhaté az egyenletrendszer altaldnos megoldasa.
A targyalds kozéppontjdba az egyiitthatokbdl alkotott matrix minimalis diadikus
elBallitasat allitjuk; ily médon

(a) egyszerii kritériumot kapunk az egyenletrendszer megoldhatosdgara;

(b) megszabaditjuk az egyenletrendszert a f6l6s egyenletektdl;

(¢) aredukalt rendszer rekurziv médon egyszeriien megoldhat6va valik.

Ezutdn beldtjuk, hogy ha az egyiitthatokbél alkotott matrix kvadratikus, akkor
specidlis esetként adodnak az elStanulmanyokbol ismert megoldasi médszerek ; majd
megvizsgaljuk azokat az egyenletrendszereket, amelyeknek az egyiitthatémadtrixa
projektor.

A legéltaldnosabb linearis egyenletrendszer:

anxi+aiexs+ ...+ amx, = by
anX1+aseXs + ...+ asmxn = bs

A1 X1+ meXe+ . . . +AmnXn = bpm,

ahol az x; (j= 1,2, ...,n) mennyiségek ismeretlenek, az a; (i =
j=1,2,...,n) szdmok az egyenletrendszer egyiitthatéi és a b, (7
értékek adott szamok.

A matrix fogalmédnak és a matrixmiiveleteknek a segitségével ez az egyenletrendszer
az

(1.10.1) Ax=b
matrix alakban irhatd, ahol

A = [aij] i=12,...m;j=12,...,n
az egyenletrendszer egyiitthatéibdl all6 egyiitthatomadtrix,

1,2,...,m;
1,2, ...,m)

Il

x = [xj] (j=12,...,n)
és
b = [bi] i=12,...,m
n, ill. m elemii oszlopvektorok.
A miatrix alakban felirt egyenletrendszer matrixegyenletként is tekinthet8, ezért
a lineéris egyenletrendszer helyett gyakran roviden egyenletet mondunk. Hangsi-



lyozni kell, hogy a linedris egyenletrendszerek itt kovetkez$ 4ltaldnos targyaldsa
soran nem tessziik fel, hogy az ismeretlenek n szdma és az egyenletek m szdma meg-
egyezik, az A egyiitthatémétrix tehat tetszSleges téglalap alaki matrix lehet!

Az (1.10.1) linedris egyenletrendszert b ¢ O esetén inhomogén, b = 0 esetén pedig
homogén linedris egyenletrendszernek nevezziik. ElGszor az utébbival foglalkozunk,
mert — mint latni fogjuk — az inhomogén linearis egyenletrendszerek vizsgalata
mindig visszavezethet6 homogén linedris egyenletrendszerek vizsgalatira.

HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER

Tekintsiik az
(1.10.2) Ax =0

alaku egyenletrendszert, ahol A egy mXn tipust, r-edrangt matrix(r = min (m, n)).
Készitsiik el az A matrix egy minimalis diadikus el§allitasat (1.6.4) szerint:
A=Y Vi,
k=1
€s helyettesitsiik be az (1.10.2) egyenletbe: .
(1.10.3) Y wwix = 0.
k=1
Az 1.6.3 tétel szerint a minimalis diadikus felbontds u, oszlopvektorai linedrisan
fiiggetlen vektorok, ezért az (1.10.3) 6sszefiiggésbil kovetkezik, hogy
ix=0 (k=12 ...r).
Ez annyit jelent, hogy az
Ax = UVx =0
egyenlet ekvivalens az alabbi, Gn. redukdlt egyenlettel :
(1.104) V'x = 0.

Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy a diadikus felbontdssal nyert VT métrix
trapéz alakd, akkor megallapithatjuk, hogy az eredetileg adott m egyenletbdl allé
egyenletrendszert olyan r egyenletb8l 4ll6 rendszerre redukéltuk, amelynek egyiitt-
hatémaétrixa az ismeretleneket két csoportra osztja. Sematikusan vézolva:

-
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Részletesen kiirva, a redukalt egyenletrendszer:

V11X1+V1eXe+ . . .+ ULXr+ V1, rp1Xrp 1t .o F VX = 0
VoaXa+ ...+ VX + V2, rp1Xpr1+ ... +V2uXy = 0

.................................................

VpXp+ 0y, pp1Xr 11+« o« +VpnXn = O.

A diadikus felbontasbdl adédoban a vy, elemek (k = 1, 2, . . ., r) zérustdl kiilonbozdk,
tehdt az x;, X, ..., X, ismeretlenek az utols6 egyenletbdl kiindulva, rekurziv tton
kifejezhet6k az x,,, X,,,, . . ., X, ismeretlenek segitségével. Vagyis az egyenletrend-
szernek megold4sa minden olyan x;, x,, ..., X, értékrendszer, ahol x, ,, ..., x, érté-
két tetszGlegesen valasztjuk és ezeket behelyettesitve az egyenletrendszerbe, x;, .. ., X,
értékét kiszdmitjuk. Ezért az x, ,, . .., x, ismeretleneket szabad ismeretleneknek, az
Xy, Xg - - -5 X, ismeretleneket pedig kititt ismeretleneknek nevezziik. Ha a V' matrix
speciélisan fels6 hiromszogmatrix, vagyis valamennyi ismeretlen kotott, akkor az
egyenletrendszernek egyetlen megold4sa van. Mivel minden homogén lineéris egyen-
letrendszernek megolddsa az x = O trividlis megoldas, ezért ebben az esetben az
egyenletrendszernek csak trividlis megoldasa van.

Az ismeretlenek ilyen felosztdsa nem egyértelmii ugyan, de az ismeretlenek koziil
nem valaszthat6k meg akarhogyan a kotott ismeretlenek. Ha pl. a diadikus felbontas
soran nem tudunk az elsd r oszlopbdl generalé elemet valasztani, vagyis nem kapunk a
VT métrixra ,,trapéz” alakot, akkor ez azt jelenti, hogy az els8 r ismeretlen nem lehet
kot6tt ismeretlen. Az adott matrix oszlopainak megfelel atrendezésével azonban
mindig elérhet8, hogy a V' métrix trapéz alakot 6ltsén; ez esetiinkben azt jelenti,
hogy az ismeretlenek sorrendjét kell megfeleléen modositani.

A szabad ismeretlenek értékét valasszuk meg a kovetkezGképpen (a tablazat egy-
egy oszlopa a szabad ismeretlenek Ssszetartozo értékeit tartalmazza):

k=1|k=2 k=n—r
Xr+1,k 1 0 0
Xr42,k 0 1 0
x:”;‘ ...... 6.-..6............1 .....

Ha kiszamitjuk a kotott ismeretlenek ezeknek megfelelS xqx, Xop, - - .5 X (K = 1,2,
..., n—7) értékrendszereit, akkor igy n—r kiilsnb6z8 megoldasvektort kapunk az n
ismeretlenre. Ezeket az x;, (k = 1,2, ..., n—r) megoldasvektorokat egyesitsiik egy
(n—r oszlopot és n sort tartalmazd) X, _, matrixban:

n—

X11  X12...X1,n—r
X21  X22...X2,n_r

[X1X2. . .X,,_,] = | X1 X2 Xrnor | X, r.
1 0. 0
0 1. 0




Ezek a megoldasvektorok linedrisan fiiggetlenek. Ugyanis felirva a ¢, ¢y, ..., C,_,
mennyiségekkel alkotott linearis kombinicidjukat :

—_— -
z X1iCi
i=1
n—r
Z X2iCi
i=1
n—r . .
Y xici = | ,°, =X,_,c (ahol ¢ = [ai], xi = [xxi),
=t Y Xpici
i=1
C1
Ca
| cphy
ezcsak akkor lehet zérus,hac, = ¢, = ... = ¢,_, = 0. AzX,_, métrix oszlopvektorai

teh4t az adott homogén linearis egyenletrendszer linearisan fiiggetlen partikularis
megoldasai, amelyek linedris kombindci6i az egyenletrendszer valamennyi megoldasat
szolgaltatjak. Ugyanis a szabad ismeretlenek értékének tetszGleges

(1.10.5) Xr41 = t1, Xppo = loy ooy Xn = tn_,

vélasztisa esetén az x; megoldasok
n-—r
Z Xit; = X,_,t (t = [t,'])
i=1

alakt linedris kombinacidja kielégiti a szabad ismeretlenekre tett (1.10.5) kikotést
és az adott homogén linedris egyenletet.

Az igy kapott
(1.10.6) x = X,_,t
megoldést ezért a homogén lineéris egyenletrendszer ditaldnos megolddsdnak nevez-
ziik.

INHOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER

Térjiink most ra az
Ax =b
inhomogén linedris egyenletrendszer megoldasara. Ezt a kovetkezGképpen vezetjiik

vissza homogén linedris egyenletrendszer megoldasara. A jobb oldali b vektort a bal
oldalra hozzuk:

Ax+b(—1) = 0.
Ha most az x vektort kiegészitjitkk (—1)-gyel (n+1)-edik elemként, tovabba az A

mitrixot kiegészitjiik a b vektorral mint (n+ 1)-edik oszloppal, akkor a fenti egyenlet-
rendszert az alibbi alakban irhatjuk fel:

[A b][-,;] —o.
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Bevezetve a kovetkez6 jelolést :
Ao owox-| ¥,

a feladatot visszavezettiik az

(1.10.7)  AX=0 (Auy1=b, Fnp1=-1)

homogén lineéris egyenletrendszerre. A diadikus felbontéséval a feladat az el6z8ekben
targyalt médon megoldhat6d. Egyetlen igen lényeges koriilményt azonban mindig
figyelembe kell venni. Ahhoz, hogy az egyenletrendszer megoldhaté — kompatibilis —
legyen, vagyis ahhoz, hogy a pétldlag bevezetett %, ; ismeretlen értéke — elSirdsunk-
nak megfeleléen — (—1) lehessen, %, szabad ismeretlen kell, hogy legyen. Ezért a
diadikus felbontds soran generald elemet sohasem szabad az utolsé (az n+1-edik)
oszlopbdl vélasztani. Ha a diadikus felbontds valamelyik diddjanak sorvektoraban az
n+1-edik elem kivételével valamennyi elem zérus, akkor %,,, nem lehet szabad
ismeretlen, tehat az egyenletrendszernek nincs megoldisa, az egyenletrendszer nem
kompatibilis (egyenletei ellentmond6k). Mivel ebben az esetben az A mitrix e diadikus
felbontésa soran talalhaté egy r+ 1-edik generalé elem, A rangja r+1:

ol[A b] =r+1.
A kapott eredményt a kovetkez6 tételben fogalmazzuk meg:

1.10.1 tétel. Az (1.10.1) egyenletrendszer kompatibilitdsdnak sziikséges és elégséges
feltétele az, hogy a b vektorral bévitve az A mdtrixot, a mdtrix rangja ne vdltozzék,
vagyis
(1.10.8) o[A b] = p(A)
teljesiiljon.

Megjegyezziik, hogy ha a kompatibilitasi feltétel specidlisan gy teljesiil, hogy az
egyiitthatomatrix rangja megegyezik az ismeretlenek szdmaval, tehat
o(A) = o[A b] =n,
akkor az egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van.
Ha a kompatibilitasi feltétel teljesiil, és a homogénra redukalt rendszer 4ltalanos
megoldasa
X = szq}- l—r{a
akkor ebbdl tgy térhetiink vissza az eredeti inhomogén lineéris egyenletrendszer
megold4sara, hogy az X, , szabad ismeretlennek a — 1 értéket adjuk.
Részletesen felirva, a homogén rendszer 4ltaldnos megolddsa a kovetkezs:

" X1 7] X1 X12...X1,n41-r 1 [ &
iz fz
X, _lx1 xe X me1-r | Lingao,
%r41 B 0. 0
: 0 1. 0
e
| % =-11 Lo o 1




Innen a 1.10

fn+1-—r =1
helyettesitéssel, és a
— Xi,n4lr = Xio G=12,...,r

jelolés bevezetésével az adott inhomogén linedris egyenletrendszer altalanos meg-
old4sara az alabbi adddik:

X1 X10 X1 Xiz...X,a—r 1[0

X2 X20 Xo1 Xop...Xon_r || fo

X X X Xr2. o o Xr, n— th_
(1.10.9) " = ro + rl r2 ¥, n—r n—r ,

Xr+1 O 1 0 ,,,O

Xr+2 0 0 1 ...0

lx, 1 Lo J Lo o ...1

ahol 1, ¢,... t,_, tetszGleges paraméterek.

Az inhomogén egyenletrendszer megolddsa tehat két részbdl all: az els§ tag az
egyenletrendszernek a paraméterek #, = t, = ... = t,_, = 0 értékei mellett ad6dé
megoldésa, amit az inhomogén linedris egyenletrendszer egy partikuldris megolddsd-
nak neveziink; a masik tag az adott inhomogén egyenletrendszerhez tartozé (b = 0
esetén ad6d6) homogén linedris egyenletrendszer dltaldnos megolddsa. Osszegezve

tehat kimondhatjuk a kovetkezd tételt.

1.10.2 tétel. Az inhomogén linedris egyenletrendszer dltaldnos megolddsdt egy pai tiku-
ldris megolddsdnak és a hozzd tartozd homogén linedris egyenletrendszer dltaldnos meg-
olddsdnak Osszege adja.

Az alabbiakban néhany példan szemléltetjiik a fenti elméleti meggondoldsokat.

1. Példa. Hatirozzuk meg a

3 11 10 5 10 [x 10
2 7 6 2 5||x

8

1 3 2 —1 2fjixsj=1| 5
4 10 4 —12 4[x4J A
X5

inhomogén lineéris egyenletrendszer megold4sait a A paraméter fiiggvényében.

Megoldds. El8szor elkészitjiik a jobb oldali vektorral kiegészitett egyiitthatomatrix
egy minimalis diadikus elBallitasat.

Megjegyezziik, hogy az ilyen egyszerti, egész egyiitthatds feladatokban — a tor-
tekkel valé szamolas elkeriilésére — a levondsra keriil6 diddok generdlé elemét
lehetSleg ugy valasztjuk, hogy az oszlopidban vagy sordban &llé tobbi elemnek osz-
tdja legyen (ebben az esetben ugyanis a generdlo elemmel a didd oszlopanak, ill.
sordnak elemei eloszthatok). Ha nem a sarokelemet valasztjuk generilé elemként, 95



1.10 akkor a faktorizici6 nem trapéz alaki ugyan, de erre nincs is sziikségiink, mivel a
tovabbiakban csupan a kotott és a szabad ismeretleneket kell szétvalasztani. A kotott
ismeretleneket dzoknak az oszlopoknak az indexe hatidrozza meg, amelyekbdl a
general6 elemeket valasztjuk, abban a sorrendben, ahogy a diddokat egymds utdn
levonjuk. Erre azért kell iigyelni, mert a k6tott ismeretleneket a szabad ismeretlenek
fiiggvényében éppen forditott sorrendben — rekurzive — tudjuk majd kifejezni.
Fontos megemliteni, hogy az utolsé oszlopot mindenképpen utoljira kell hagyni
a general6 elem kivalasztasdhoz, mert csak igy deriilhet ki, lehet-e az utélag behozott
ismeretlen szabad ismeretlen. Egyébként a bonyolult kifejezésekkel végzendS sza-
molas elkeriilése érdekében célszer(i a hatdrozatlan paramétert tartalmazé oszlopok-
b6l minél késGbb generald elemet valasztani.

Az aldbbi felbontés sordn 1épésenként bekeretezziik a generalé elemet.

T3 11 10 5 10 10 3111 3 2 =1 2 5]
2 7 6 2 5 8| |2

M 3 2 —1 2 5| |1 ’
4 10 4 —12 4 2 4

0 2 4 8 4 _5 2710 1 2 4 1 —2]
o [I] 2 4 1 —2|_ | 1

0 0 O 0 0 O 0 ’
0 —2 —4 -8 —4 2-20 —2

0 0 0 0 [2] -1 17[0 0 0 0 2 —1]
0000 0 o0 | | o

0000 O O 0 ’
0 0 0 0-2 A-24 —1

0 0 0 00 O 01[0 0 0 0 0 A-—25]
000 0O O 0
00000 o0 |7]o

[0 0 0 0 0 [A=25 1 .

. A jobb oldali vektorral kiegészitett egyiitthatomatrix faktorizalt alakja ezért

3 2 1 OI1 3 2 -1 2 5

2 1 o0 ollo1 2 41 =2
[Ab]_100000002_1
4 —2 —-1 1Jle 0 0 0 0 A-25

Az adott inhomogén lineéris egyenletrendszer megoldasa tehat ekvivalens az aldbbi
homogén linedris egyenletrendszer megolddsaval:

1 3 2-1 2 57 [x

01 2 41 =2 ||x

000 02 -1 x| _ o

0 00 0 0 A-251|xs ’
X5
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Az egyenletrendszer kompatibilitési feltétele, hogy x; szabad ismeretlen legyen.
Ez pedig azt jelenti, hogy az egyiitthatéméatrixnak nem lehet olyan sora, amelyben
csak az utolsé elem zérustdl kiilonbozs ; tehat csak

A—=25=0, wvagyis A=25

esetén létezik az adott egyenletrendszernek megoldésa.

A kovetkez8 1épés az egyenletrendszer kotott és szabad ismeretleneinek szét-
valasztdsa. Mivel a generalo elemeket rendre az elsG, masodik és 6t6dik oszlopbdl
vélasztottuk, x;, x, és x; lesz kotott ismeretlen, x,, x, és x; pedig szabad ismeretlen.
Az egyiitthatomatrix oszlopainak megfelel§ atrendezésével az egyenletrendszer tehat
a kovetkez§ alakba irhat6:

X6

A kotott ismeretleneket rekurziv Gton hatarozzuk meg, a szabad ismeretlenek fiigg-
vényében; ehhez a matrix alakban felirt egyenletet 4tirjuk egyenletrendszer alakjiba,
és tigy rendezziik, hogy a bal oldalra a kotott, a jobb oldalra a szabad ismeretlenek
keriiljenek: '
2X5 = X6,
Xa+ X5 = —2x3—4xg+ 2xs,
x1+3x2+2x5 = —2x3+ X4 — Sxg.
Innen

1
X5 = 5 X

Xo = —2x3— 4x4+~; Xg3

X1 = 4X3+ 13)&;—%)63.

Ezek utan a szabad ismeretlenek értékeit kétféleképpen vilasztjuk meg:

(a) x3=1, x4=0, x4 =0,
(b) x3=0, x3=1, x5 =0.

Ezek behelyettesitésével a kotott ismeretlenek :
(@) x1= 4, X2=-2, x5=0

z

€s

(b) X1 = 13, Xao = —4, X5 = 0.
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11() Az adott egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris egyenletrendszerre igy az
alabbi két, linearisan fiiggetlen partikuldris megoldast kapjuk :

@r 4 ®dr 13
-2 —4
1y, 0
0 1
0 0

A homogén linedris egyenletrendszer dltalanos megoldasat ezek linedris kombinacidja

adja:
4 13 4 13 [11
—2 —4 —2 4 tJ
1jtat+ O0ft: = 1 0
1 0 1
0 0 0 O

Végiil a szabad ismeretleneknek az alabbi értékeket adjuk:
(© x3=0, x4=0, x5=-1;

igy megkapjuk az adott inhomogén egyenletrendszer egy partikuldris megoldésat:

X9 =

] [ T [ 21 ] B 21 7
X1 4 13 15} T 411 + 13[2—|—T
X2 -2 -4 23 —i — 2t — 41‘2—3
_ N 2
X3 1 0 0 2] :
X4 0 1 0 1o
1 1
_xs_ | 0 O— i —7_ i —"2— 1
* Kk K
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2. Példa. Hatdrozzuk meg a

2 51 3 X1 2
4 6 3 5 X2 4
4 14 1 7)]|xs 4
2 -3 3 illx 7

egyenletrendszer megold4sit a 2 paraméter fiiggvényében.

I

Megoldds. Flkészitjitk a jobb oldali vektorral kiegészitett egyiitthatomatrix egy
minimalis diadikus felbontésat:

1 0 01251 3 2

3-110] (290 4 2

1 1 oflo o o0 i-1 51

3 -2 IJ

A redukalt homogén lineéris egyenletrendszer matrix alakja tehat
2 51 3 21[x
2 9 0 4 2l|x

0 06 0 A—-1 5

[A b] =

x3| = 0.
X4
L X5,

Az egyenletrendszer megoldhatdsiganak feltétele, hogy x5 szabad ismeretlen legyen.
Az egyiitthatomatrixnak tehit nem lehet olyan sora, amelyben az utolsé elem ki-
vételével minden elem zérus. Az egyenletrendszernek ezért csak akkor van meg-
oldésa, ha

A—1350, vagyis A3 1.

A kotott ismeretlenek (sorrendben) xi, x;, X, a szabad ismeretlenek x, és x;.
A megoldand6 egyenletrendszer (a rekurziv megoldés sorrendjében):

(l—l)x,; = — 5xs;
2x14-4xy = —9x9— 2x5;
X34+2x1+3x4 = —5x9—2x;5.

A keresett megoldas tehat az alabbi alakban adédik:

1 (.97 AU
! 2 -1
Xo 1 0
= t+| 5
X 4 =T
5
x| 91 [5=7.

ahol 2 # 1.
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1.10 3. Példa. Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletrendszer megolddsat a A;, 4,, ..., 4
paraméterek fiiggvényében.

2.1 1 1...1 1 X1 1
11 Jl 1 [|x | _ |1
[1 1 1. 1 l&n_lJ iJ
1 1 1...1 And Lx, 1

Megoldds. Harom £G esetet kell megkiilonboztetni:

(a) egyik 4, értéke sem egyenlS 1-gyel;
(b) egyetlen A, értéke 1, a t6bbi nem egyenld 1-gyel;
(c) pszamu A, értéke 1, a tobbi nem egyenld 1-gyel.

(a) Legyen A, > 1 minden k-ra.Jel6lje a A, elemekbdl alkotott diagonalmatrixot
A, a csupa 1 elembdl all6 oszlopvektort e. Ezekkel a jelolésekkel az egyiitthato-
métrix felirhaté mint (A—E)+ee', tehit mint az egyetlen ee’ didddal médositott
A —E diagonalmatrix.

Ekkor két alesetet kiilonboztetiink meg :

(«) Ha 1+e"(A—E)~%e = 0, akkor az 1.8.3 tétel szerint az egyiitthatématrix
invertalhato és az inverz az alabbi képlet alapjan szdmithato:

(A—E)lee"(A—E) !

[(A—E)+ee]™! = (A-E)y - [+e(A—E) e

1gy az egyenletrendszer megolddsara a kdvetkezd adédik :

. _ T-1a _ 1 _ -1
X = [(A—E)+eeT le I+ e(A_E)Te (A—E)le.

Figyelembe véve, hogy

1
A—1"

(A—E)le= Y
v=1

az egyes ismeretlenek értéke

Xp = 1 . 1 k=12,...,n).
L 1 lk-—-l
1+

vzl }'v -1

() Hal+e"(A—E) e = 0,

azaz

n 1
l+v‘=2‘1 =1 =0 A # 1),

100 akkor az 1.8.3 tétel alapjan az egyiitthatématrix szinguldris, azaz determinénsa 0.



Megmutatjuk, hogy az egyenletrendszernek ekkor nincs megoldasa, mert a kompa-
tibilitasi feltétel nem teljesiil. Errél legegyszertibben a kovetkez8képpen gy6z8dhetiink
meg. A jobb oldali e vektorral kiegészitett egyiitthatématrixot balr6l megszorozzuk a
nemszinguldris R matrixszal, ahol

M1 o ... 0 1—-4, 0
0 A—1... O i—4 O
0 O }n_l—‘l 1_/1'1 O
1 1 1 V|

Innen kiolvashatd, hogy az utolsé elStti oszlop elhagydsival ad6dé n-edrendii mi-
normatrix determinansa

n—1

]__[ (}*k‘— 1) # 09
k=1

tehat a kiegészitett egyiitthatomatrix rangja n. Ez azt jelenti, hogy a kiegészitett
matrix rangja nem egyenl§ az eredeti matrix rangjaval (hiszen a feltétel értelmében
az szinguldris), tehat az 1.10.1 tétel alapjan az egyenletrendszer nem kompatibilis,
vagyis valéban nincs megoldasa.

Megjegyzés. Erdemes kiilon megemliteni, hogy abban a specialis esetben, amikor valamennyi
A, értéke egyenld, akkor az egyiitthatomatrix A, = 1—n(k = 1,2, ..., n) esetén valik szingularissa,
tehat ez esetben nincs megoldasa az egyenletrendszernek.

(b) Ha valamelyik 4, értéke 1 — legyen példaul ; = 1 —, a tobbi pedig nem egyenld
1-gyel, akkor az egyiitthatématrix tovabbra is nemszingularis, tehat az egyenletrend-
szernek egyetlen megoldasa van. Ezt a fenti megoldasbdl Gigy nyerhetjiik, hogy a
tortet bvitjiik a A,—1 kifejezéssel, és elvégezziik a A; ~ 1 hatdratmenetet. Igy az

xj=1; xx=0, ha k#j
eredményre jutunk.
(c) Legyen p > 1 szamt 4, értéke 1, a tobbi pedig nem egyenld 1-gyel. Az altala-

nossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy

Mo=da=...=lp=1
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1.10 Az egyiitthatématrix ekkor szinguldris, a rangja n—p+1. A jobb oldali vektorral
kiegészitett egyiitthatomatrix diadikus felbontdsa a kovetkezs alaku:

1 1...1 1 1 ...1 17 11y 1 1...1
l...1 1 1 ...1 1 1

............................

............................

r0 0 0 0 0 07
0 0 0 0 0 0
=10 0...2p,1—1 0 0 0

..................................

1 1 1... 1 | | 1717 x 7
0 0 0...741—1 0 ... 0 Of| x
0 0 0... 0  Aga—1... 0 Of] x .
0 0 O 0 0 An—1 0
Xn
L Xp41

Mivel x,,, szabad ismeretlennek adédik, az egyenletrendszernek van megoldésa.
Kézvetleniil kiolvashat6, hogy

xp+1=xp+2=...=xn=0.

Szabad ismeretlennek vélaszthato x, xs, .. ., X,, tehat az 4ltalanos megold4s:

Cx ] [1] [=1 —-1...—1][ &
X2 0 1 0... 0f]| &
X3 0 0 1... 0 :
. S N tp—l
x, | |0 Tl o 0.1
Xp+1 0 0 0... 0

L x, 4 Lod L o o 0.
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LINEARIS EGYENLETRENDSZER
KVADRATIKUS EGYUTTHATOMATRIXSZAL

A kovetkez8kben azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor az egyenletrendszer
egyiitthatomatrixa kvadratikus (vagyis az ismeretlenek szdma és az egyenletek szdma
megegyezik, n = m). Ekkor még két alesetet kell megkiilonboztetniink aszerint, hogy
az egyiitthatémadtrix nemszinguldris, ill. szingularis.

(a) Nemszingularis egyiitthatomatrix. Abban az esetben, ha nemszingularis az egyiitt-
hatématrix (azaz ha r = n), ennek inverzével balr6l megszorozva az egyenletet, meg-
kapjuk az egyenletrendszer egyetlen megoldasat.

Homogén linedris egyenletrendszer esetén az

Ax =0 (ahol |A| %= 0)
egyenletbdl
x=0

kovetkezik, ami az egyenletrendszer trividlis megoldésa.
Inhomogén linearis egyenletrendszer esetén az

(1.10.10) Ax =b (ahol |[A]| = 0)
egyenletbdl
(1.10.11) x = A"1p
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