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A veremautomataknal az, hogy a meméria egy verem, komoly megkotésnek
bizonyul. Most egy olyan szamitasi modell kovetkezik, ahol ezt a megkdtést
enyhitjiik. Bér ez is egy elméleti modell, de mint latni fogjuk, bizonyos szem-
pontbdl a lehetd legaltalanosabb. A Turing-gépeknek ugyan sokféle, egymassal
egyenértékili valtozata van, mi itt csak egy determinisztikust és egy nemdetermi-
nisztikust targyalunk. A definicié hasonlé az eddigiekhez, csak itt a kordbbi ver-
met szalag helyettesiti, amin ugyan ugrani nem lehet, csak egyesével lépegethetiink,
de mozoghatunk el6re és hétra is. Kezdjik a determinisztikussal:

Determinisztikus Turing-gép

1. Definicié. Legyen k > 1 egy egész szam. Egy k-szalagos Turing-gépet egy
M = (Q,%,T, qo,*, F,0) hetes ir le, ahol:

e () eqy véges, nem tres halmaz, a gép allapotainak halmaza
e X eqy véges, nem tres halmaz, a bemeneti abécé

o [ egy véges, nem tres halmaz, o szalagabécé, ¥ C T

qo € Q a kezd§ allapot

x € '\ X, a szalagon az tres jel

e ['C Q az elfogadd allapotok halmaza

0 az dtmeneti fliggvény,
0: (Q7a1aa2u"' 7ak) — (q/ub17b27"' 7bk7D17D27"' 7Dk)7

ahol q,q' € Q, a;,b; € T és D; € {B,J,H} (azaz Balra, Jobbra vagy
Helyben).



Ugy kell elképzelni, hogy minden szalag egymas utani mez&kbdl all, amelyek
mindegyike a I abécé egy-egy elemét képes tarolni. A szalagnak van egy eleje, ez
az elsé mez6, azutén jon a masodik mezd, stb. A gép kezdetben a gy dllapotban
van. Az els6 szalag elsé néhany mez6jén a bemeneti szé talalhatd, amiben csak
3-beli karakterek szerepelhetnek. Az els§ szalag tobbi része, és ha k > 1, akkor
a tobbi szalag mindenhol a * (iires hely) szimb6lummal van feltéltve. Minden
szalaghoz tartozik egy {r6/olvasé fej, és ezek a szalag els§ mezdjén allnak.

Ha egy adott helyzetben az iré/olvasé fej alatt levé karakter az els6 szalagon
a1, a masodikon as, az i-ediken a;, és a gép a ¢ allapotban van, akkor egy
lépésben, az atmeneti fliggvény

6(Q7alaa2a"'7ak) = (ql7b17b2>"' akaDlaD27"' >Dk)

értéke szerint a gép a ¢’ dllapotba kertil, az i-edik szalagon az a; karaktert atirja
b;-re és az i-edik szalagon a D; alapjan mozdul el a fej egyet Balra, Jobbra vagy
Helyben marad.

A Turing-gép egy szamitas soran a kezdd helyzetbdl indulva az dtmeneti
fliggvénynek megfelel6 1épések sorozatat hajtja végre. A gép miikodése akkor
ér véget, ha nem tud 1épni, azaz elakad a szadmitas, mert az adott helyzetre az
atmeneti fiiggvény nincs értelmezve. A gép akkor fogadja el a bemeneti szot,
ha ez az elakadas F-beli allapotban torténik.

Arrél a Turing-gép megadédsakor gondoskodnunk kell, hogy amikor egy szalag
elején van a fej, akkor onnan ne lépjen balra (nem szabad ,leesni” a szalagrdl).
Ha mégis ez torténne, akkor a szamitas hibaiizenettel leall.

Fontos megjegyezni, hogy semmi nem garantalja, hogy egy adott bemenettel
a Turing-gép valaha is le fog dllni. A kovetkezd lehetdségek vannak:

o A gép elébb-utébb ledll elfogadé dllapotban, ilyenkor a szét a gép elfogadja.

e A gép el6bb-utébb leall nem elfogadé allapotban, ilyenkor nem fogadja el
a szot.

e A gép az adott bemenet hatdsara soha sem all meg. Természetesen ez sem
elfogadd szamitas.

e A gép hibaiizenettel ledll (mert balra lelépne egy szalagrdl). Ilyenkor nem
fogadja el a bemenetet (fliggetleniil attdl, melyik allapotban akadt {gy el).

Tehét csak az els6 eset elfogadd, amikor egy elfogadd dllapotban akad el (és ez
nem a szalagrol "leesés” miatt torténik).

1. Megjegyzés. A Turing-gép definicioja a determinisztikus, hidnyos auto-
matdkra emlékeztet. Fontos de formai megkdtés, hogy most az elfogadds feltétele
mas: a véges automatdkndl és veremautomatdkndl megkdveteltik, hogy elfo-
gado szdmitdasndl a bemeneti szot végig kell olvasni, nem szabad, hogy kozben
a szamitds elakadjon. Most viszont a végigolvasds nem sziikséges, és elfogadni
csak elakadds esetén lehetséges.

Lehetne az elfogaddsi feltételt a kordabbiakhoz hasonléan megadni, ezzel egy
ekvivalens modellt kapndank, de a jelen forma az dltaldnosan elterjedt és egy-
szeribben is haszndlhato.



2. Megjegyzés. A Turing-gépben a kordabbiakhoz képest a tébb szalag irdsdn ol-
vasasan tul az is ujdonsdg, hogy a fej a bemeneten mindkét iranyban mozoghat.
Megmutathato az oda-vissza mozgds a véges automatdk esetében is megenged-
hetd, ezzel nem béviil a felismerhetd nyelvek osztdlya, igy a DVA és a Turing-gép
kozotti lényegi kilonbség, hogy mig a DVA csak olvas, a Turing-gép irni is tud.

Megmutathatd, hogy az eltérések ellenére a Turing-gép altalanositasa mind a
véges automatanak, mind a veremautomatanak: mindkét automatat konnyen le-
het szimuldlni Turing-géppel, az dllapotokat a Turing-gép allapotaiban Orizziik.
A veremautomata esetén a verem tartalmat egy szalagon taroljuk, a szalagot a
veremhez hasonléan kezeljitk. A véges automatandl pedig lényegében nem irunk
a szalagokra.

2. Definicié. Az M Turing-gép dltal elfogadott nyelv:
L(M)={weX: M elfogadja a w sz6t}

A Turing-gépeket is lehet graffal abrazolni, ilyenkor az atmeneteket jelz6
nyilakon szerepel, hogy milyen olvasott karakter hatdsara milyen karaktert ir
a gép, illetve milyen irdnyba 1ép tovabb. Ez a forma azonban, kiilondsen tobb
szalag esetén mar kozel sem olyan dttekinthetd, mint a DVA-nél volt.

Annak illusztraldsara, hogy a Turing-gép tobbet tud, mint a veremautomata
(és a DVA), megmutatjuk, hogy a nem CF {a"b"c"} nyelvhez van Turing-gép.

1. Példa. Az aldbbi 2-szalagos Turing-gép az {a™b"c™ : n > 0} nyelvet fogadja
el. Az automata otlete az, hogy a bemeneten taldlhato a betiiket dtmdsoljuk a 2.
szalagra, a 2. szalagon visszafelé menve hasonlithatjuk a b betik szdmdt az a
betiikhoz, majd elérefelé haladva a c betiikhoz.

(a,%) = (a,a), J,J (b,a) — (b,a), J,B

—{ 90

> q1
(a,x) = (a,X), H,J (b, %) = (b, %), H,B

(b, %) = (b, %), H.H (¢, X) = (¢, X), HJ

(¢, %) = (¢, %), H,H

Kicsit pontosabban:

), HH

q3

(c,a) = (c,a), J,J

e qo dllapotban ha az tres szo a bemenet, akkor azt elfogadja a gép. Ha b
vagy c betdvel kezdddik, akkor dtlép a gs-be, ahol a szamitds véget ér (és
nem fogadja el a szdt). Amennyiben a bemenet a betdvel kezdddik, akkor a
masodik szalag elejére tesziink eqy X -et, hogy visszafelé jove, tudjuk majd,
hol van az elsd mezb. Az 1. szalagon nem vdltozik semmi.



e a g1 a mdsolds, amig a betd jon az 1.szalagon, a 2-ra is irunk egy a betit.
Az elsé b-nél dtmegyiink a qo dllapotba. (Ha pl. c betd jon, akkor a
szamitds elakad, és mivel nem elfogado dllapotban vagyunk, nem fogadjuk
el a szdt.)

® a g dllapotban az elsd szalagon tovdbbra is jobbra, de a mdsodikon balra
haladunk amig b betd van az elsé és a betli a masodik szalagon. Akkor
tudunk dtlépni a qs dllapotba, ha egyszerre ériink az elsé c betihoz, illetve
a 2. szalag elejét jelzo6 X szimbolumhoz, azaz ha az a és b betik szama
megegyezik.

® a g3 a c betidk és a 2. szalagon levd a betik szamdnak dsszehasonlitdsdra
szolgdl, a 2. szalagon megint elérefelé megytink.

e az elfogado q4 dllapotba akkor fogunk dtlépni, ha a mindkét szalagon egy-
szerre érjuk el az elsd tres jelet.

A diagonalis és a megallasi nyelv

Turing-géppel se lehet minden nyelvet elfogadni. Ennek megmutatasahoz sziikségiink
lesz arra, hogy észrevegyiik, egy Turing-gépet le lehet irni véges sok karakterrel
(Iényegében az dtmeneti fliggvényt kell megadni). Egy ilyen leirds felirhaté 0/1
sorozattal is.Tehdt egy Turing-gép leirdsa (de akdr egy véges automata vagy
egy veremautomata lefrdsara is) tekintheté a {0,1}" egy elemének, ezt hivjuk
az adott Turing-gép kdédjanak is. Természetesen nem minden szé fog Turing-
gépet lefrni. Ha w € {0,1}" egy Turing-gép kédja, akkor jelslje a hozzd tartozé
Turing-gépet M,,.

A kovetkez nyelvnél egy 0/1 sorozat kétféle szerepben jelenik meg: egyrészt,
mint egy Turing-gép leirdsa, masrészt mint egy lehetséges bemenete a Turing-
gépnek.

3. Definicié. Az L, diagondlis nyelv az olyan w € {0,1}" szavakbdl dll, ame-
lyek Turing-gépek kodjai és az M, Turing-gép nem fogadja el a w szot, azaz

Ly={we{0,1}":3IM,, ésw & L(M,)}.

1. Tétel. Nincs olyan M Turing-gép, amelyik az Ly diagondlis nyelvet fogadja
el.

Bizonyitds: Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van ilyen M Turing-
gép, legyen ennek a kddja x. Kérdés, hogy x benne van-e a diagonalis nyelvben.

Préobaljuk ki, mit jelent, ha x € Ly. Ekkor a diagondlis nyelv definiciéja
szerint © & L(M,). Masrészt az x-et gy valasztottuk, hogy M, = M, és M
vélasztdsa miatt L(M,) = L(M) = Ly. Ezzel ellentmonddsra jutottunk, hiszen
a feltevés miatt © € Ly és = vélasztdsa miatt « & L(M,) = Lg.

Prébaljuk ki a masik esetet is, azaz amikor x € Lg. Az el6z6h6z hasonléan
ebbél meg az kovetkezik, hogy x € L(M,), ami megint csak ellentmondds. Mivel



tobb lehet6ség nincs, igy az eredeti feltevésiink, hogy M a diagondlis nyelvet
fogadja el a hibas. Tehdat valéban nincs a diagondlis nyelvhez Turing-gép. [

Egy masik ,,problémés” kategéria az, amikor ugyan van Turing-gép a nyelv-
hez, de olyan nincs, ami minden bemeneten meg is &ll.

4. Definicié. A megalldsi nyelv azokbdl a (Turing-gép, bemenet) pdrokbdl dll,
melyekre az adott Turing-gép megdll az adott bemeneten:

Ly = {w#x : AM,, és megdll az x bemeneten }

2. Tétel. Az Ly nyelvhez van Turing-gép, de nincs olyan M Turing-gép, ami
minden bemeneten véges sok Iépés utdn megdll és az Ly nyelvet fogadja el.

Bizonyitds vdzlat: Azt itt nem bizonyitjuk, hogy van Turing-gép, csak azt
vazoljuk, miért nem lehet olyan, ami minden bemeneten megall. Megmutatjuk,
hogy ha lenne ilyen M Turing-gép, akkor olyan M’ is lenne, ami a diagondlis
nyelvet ismeri fel. Ez utébbirdl pedig mér tudjuk, hogy nem létezhet. Tehéat
legyen M olyan, hogy minden bemeneten megéll és L(M) = Lj,. Ez lényegében
azt jelenti, hogy tesztelni tudjuk, hogy példaul az M,, gép megillna-e ha a w
szot kapja bemenetként.

Amennyiben tudjuk, hogy megéllna, akkor akdr szimuldlhatjuk is (higgyiik
itt el, ez megoldhaté a Turing-gép leirdsa alapjdn) és véges sok 1épés utdn meg-
kapjuk, hogy elfogadja-e ezt a sz6t. Ha igen, azaz w € L(M,,), akkor az M’ gép
utasitsa el a bemenetet, ha pedig w ¢ L(M,,), akkor fogadja el.

Ezzel szemben, ha az deril ki, hogy az M,, gép nem &llna meg a w szdn,
akkor nincs szilikség arra, hogy szimulaljuk a miikédését, hiszen, ha nem &ll
meg, akkor nem is fogadhatja el. Azaz ilyenkor az M’ gép alljon meg elfogadd
allapotban.

fgy tehét egy olyan M’ Turing-gépet adhatunk meg, ami minden bemeneten
véges sok 1épésben megdll, és éppen a diagondlis nyelvet fogadja el, ami viszont
ellentmond az el6z6 tételnek. O

A Turing-gépekre gondolhatunk, mint valamilyen nyelven irt programok-
ra, a Turing-gépnek adott szora pedig, mint a program bemenetére. Ezzel az
analégiaval élve az el6z0 tétel azt mutatja, hogy nem lehet olyan ellen6rzé prog-
ramot irni, ami véges 1épésben barmilyen programrdél és ahhoz tartozé beme-
netrol eldonti, hogy a program megéll-e azon a bemeneten.

Bar elsé latasra ugy tlinhet, az elébb leirt analdgia nem t1lzo. Altaldban a
Turing-gépek erejét és korlatait mutatja az alabbi

Church—Turing-tézis

1. Egy L nyelvhez akkor és csak akkor van ezt elfogad6é Turing-gép, ha van
olyan (nem feltétleniil véges) eljards, ami pontosan L szavait fogadja el.

2. Egy L nyelvhez akkor és csak akkor van olyan, az L nyelvet elfogadd
Turing-gép, ami minden bemeneten véges sok 1épés utan megéll, ha van
olyan (mindig véges 1épésbdl 4ll6) algoritmus, ami tetszéleges x bemenet
esetén eldonti, hogy x benne van-e az L nyelvben.



A tézisben szereplé eljaras, algoritmus fogalmakra nincsen definicionk, ezért
a fenti tézis tételnek nem tekintheté. A Church—Turing-tézis azt a tapasztalati
tényt rogziti, hogy eddig senki sem tudott olyan szamitasi modellt, olyan al-
goritmus fogalmat kitaldlni, amivel t6bb nyelvet lehetett volna felismerni, mint
Turing-gépek segitségével.

Roviden tehat azt mondja ki a Church—Turing-tézis, hogy szamitdsi model-
lek terén a Turing-gép egy lehetséges legjobb, legerésebb eszkoz, amivel rendel-
keziink. Ha a jovOben valtozik, mit tekintiink algoritmusnak, akkor ezt a tézist
djra kell majd gondolni.

Nemdeterminisztikus Turing-gép

A nemdeterminisztikussag mar ismert fogalom, itt is hasonléan miikédik. Nem-
determinisztikus Turing-gép esetén az atmeneti fliggvény értéke egy halmaz,
a gép akkor fogad el egy sz6t, ha van olyan szamitdsi ut, amelyik elfogadd
allapotban ér véget.

Azt azért érdemes kiemelni, hogy egy bementhez tartozd szamitdsi fanak itt
lehetnek véges és végtelen hosszu 1tjai is.

A véges automatakhoz hasonléan itt is meg lehet szabadulni a nemdetermi-
nizmustol,

3. Tétel. Minden nemdeterminisztikus Turing-gép szimuldlhato determiniszti-
kus Turing-géppel.

Bizonyitds vdzlat: Legyen M a nemdeterminisztikus Turing-gép, amihez egy
M’ determinisztikusat akarunk megadni. Az oOtlet az, hogy M’ egy tetsz6leges
x bemenetre az M szadmitdsi f4jan egy szélességi bejdrast végez (pontosabban
fontrol lefelé haladva generdlja ezt a szamitasi fat). Ha taldl egy elfogadé le-
velet (azaz, ahol M elfogadé allapotban elakadna), akkor M’ megéll elfogadd
allapotban. Ha a bejaras véget ér és nem taldlt ilyen levelet, akkor megall egy
nem elfogadé dllapotban. Ha meg a fa végtelen nagy és nincs benne elfogadd
levél, akkor M’ nem fog megdllni (ami definicié szerint azt jelenti, hogy nem
fogadja el a bemenetet). O

3. Megjegyzés. Vegyik észre, hogy a mélységi bejdrds erre a célra nem haszndlhato,
mert az nem tér vissza, ha a szdmitdsi faban van eqy végtelen hosszi t.

Polinomidlis id6

A tovabbiakban olyan Turing-gépekkel foglalkozunk, amelyek minden bemene-
ten véges sok lépés utdan megallnak. Ilyenkor az a fontos kérdés, hogy hany
lépésben allnak meg. Ezt a 1épésszamot érdemes a bemenet hosszdhoz vi-
szonyitani, hiszen nagyobb feladaton jogos a tobb 1épés.

5. Definicié. Fgy M determinisztikus Turing-gépre azt mondjuk, hogy f(n)
idokorlatos, ha minden x bemenetre teljesil, hogy az x bemeneten M legfeljebb
f(z|) lépést tesz.



Azaz f(n) egy fels6 becslés a Turing-gép futési idejére az n hosszi szavakon.

6. Definicié. Egy M nemdeterminisztikus Turing-gépre azt mondjuk, hogy f(n)
id6korlatos, ha minden x bemenetre teljesil, hogy az x bemeneten M legfeljebb
f(z|) lépést tesz.

Azaz f(n) egy felsé becslés a Turing-gép futdsi idejére az n hosszi szava-
kon, barmelyik szamitdsi dgat is nézzik, tehat felsé becslés a szamitasi fa ma-
gassagara.

7. Definicié. Az M Turing-gép polinom idékorlétos, ha f(n) iddkorldtos va-
lamilyen f(n) polinomra (azaz valamilyen ¢ konstansra a lépésszdm O(n®)).

A nyelveket osztdlyozhatjuk az alapjan, hogy milyen gyors Turing-gép taldlhaté
rajuk.
A két, talan legfontosabb osztédly a P és az NP.

8. Definicié. A P azoknak a nyelveknek az osztdlya, amelyekhez van polinom
iddkorldtos determinisztikus Turing-gép. Az NP pedig azoké, amelyekhez van
polinom idékorldtos nemdeterminisztikus Turing-gép.

2. Példa. Példdul a P osztdlyba tartozik az {a"b"c™ : n > 0} nyelv, hiszen a
kordbban megadott Turing-gép nem csak hogy polinom, de a bemenet hosszdban
linedris lépést haszndl.

A fenti nyelvosztalyok azért is érdekesek, mert robusztusak abban az értelemben,
hogy a nyelvosztédlyba tartozé nyelvek halmaza elég tag korben fiiggetlen attol,
hogy milyen gépmodellt hasznalunk az osztaly definidlasara. Ha példaul megkotjiik,
hogy csak egyetlen szalagja lehet a Turing-gépnek akkor is ugyanezekhez a nyelv-
halmazokhoz jutnank.

Altaldban faradsagos munka egy algoritmust Turing-gépre atirni. A P osztélyba
tartozashoz tipikusan elég azt meggondolni, hogy van egy polinom sok 1épést
hasznalé algoritmus annak eldontésére, hogy egy sz6 beletartozik a nyelvbe. Ha
igen, akkor ebbdl polinom id6korlatos Turing-gép is készithetd.

Ilyen alapon a méar korabban tanult hatékony algoritmusokhoz tartozé nyel-
vek P-beliek.

3. Példa. A P osztalyba tartoznak példaul az aldbbiak

o Az dsszefiggd grdfok nyelve. A myelv szavai az irdnyitatlan, 6sszefiiggd
grdfok szomszédossdgi mdtrizai. Eqy N cstcsi grdfndl ennek hossza N2,
tehdt a bemenet hossza is N2. A grdf dsszefiiggésége szélesséqi bejdrdssal
O(N?) lépésben eldonthetd ( tehdt ez valdjdaban egy linedris algoritmus).
Az eljaras Turing-géppel is megvaldsithato polinomidlis idében, ezért ez a
nyelv a P osztdlyban van.

e A pdros grafok nyelve. Erre is van polinomidlis algoritmus, pl. a szélességi
bejards segitségével.



o Teljes pdrositassal rendelkezd pdros grafok nyelve, mert a magyar mddszer
polinomidalis.

o Azok a (G,s,t, k) alakid szavak, ahol G egy sulyozott grif, s, t két csicsa,
k egy szam és G-ben van s és t kozott legfeljebb k sulyu t.

Az NP osztalyba tartozashoz polinom idékorlatos nemdeterminisztikus Turing-
gépet kell mutatnunk a nyelvhez. Hogy ezt is 4t lehessen forditani a szokasosabb
algoritmikus gondolkodadsra, sziikségiink lesz az NP egy masik jellemzésére.

4. Tétel (Tanu tétel). Egy L nyelore akkor és csak akkor teljesiil, hogy L €
NP, ha taldlhato olyan c1,co > 0 konstans és szopdrokbol dallo Ly nyelv, melyre

L €P és
L ={x: van olyan y, hogy |y| < c1|z|*® és (z,y) € L1}

Egy fenti tulajdonsagu y szét az x tanujanak hivunk. A feltétel szerint az Lq
nyelvhez van polinom idejli Turing-gép. Ezt (vagy a neki megfelel§ algorit-
must) szokds az L-hez tartozé hatékony tandsitvdnynak hivni, hiszen megfeleld
y segitségével tanusitja, hogy x € L.

Bizonyitds vdzlat: El6szor tegyiik fel, hogy L € NP. Ez azt jelenti, hogy van
olyan polinom id8korldtos nemdeterminisztikus M Turing-gép, melyre L(M) =
L. Tehét van olyan k szdm, hogy minden n hosszi bemeneten a szamitasi utak
hossza O(n"). Igy, ha = € L, akkor van az M-nek egy olyan szamitdsi 4ga,
ami elfogadé allapottal ér véget, és a hossza legfeljebb c|x|F. Egy ilyen utat
le lehet irni azzal, hogy megmondjuk, mikor melyik 4gon menjiink tovabb, ami
lépésenként konstans sok bittel megtehetd, hiszen a szamitasi fa minden pontban
csak az atmeneti fliggvény dltal meghatarozott konstans sok felé dgazhat. Egy
elfogadé szamitasi 1t lefrdsanak hossza O(|z|F), ezért ez a lefréds j6 lesz tantinak
(CQ = k)

Az L nyelv tehat dlljon az olyan (z,y) parokbdl, hogy ha z-et mint az M
gép bemenetét tekintjiik, akkor y egy olyan agat ir le a szamitasi fdban, ami el-
fogadassal ér véget. Ez az y a fentiek miatt teljesiti a hosszéara tett feltételt. Azt
meg, hogy ez valéban egy lehetséges elfogadd ut, a megfeleld szamitasi 1épések
végrehajtasaval az y hosszaval ardnyos 1épésben lehet ellendrizni. Vegytik észre
hogy ha = ¢ L, akkor nem lesz olyan y, amire (x,y) € L.

A midsik iranyhoz induljunk ki abbdl, hogy ha egy adott z-hez tekintjik
az Osszes legfeljebb ¢; - || hosszi y sorozatot, és minden ilyen y-ra az (x,y)
paron lefuttatjuk az Li nyelvet felismerd M’ Turing-gépet, akkor minden egyes
par esetén ez polinomidlis az id6. Igaz, az Gsszes 1d6 exponencialis lesz, mert ex-
ponencidlisan sok y van. Azonban kereshetjiik a j6 y-t nemdeterminisztikusan:
az y generdldsa legyen a nemdeterminisztikus rész, utdna mar az M’ determi-
nisztikus, és akkor fogadja el a gép az x bemenetet, ha M’ elfogadja az (z,y)
part. Az igy Osszerakott Turing-gép az L nyelvet fogadja el, a nemdetermnisz-
tikus szakasz és az utana levé rész is polinom ideji. O

4. Példa. NP-beliek az alabbi nyelvek:



e A Hamilton-kort tartalmazo grdafok HAM nyelve: HAMe NP, mert L;-
nek vélaszthato az olyan széparok halmaza, ahol a par elso tagja egy graf
leirdsa, a masodik tag pedig a graf csiucsainak egy olyan permutécidja,
ami Hamilton-kort alkot. (A csticssorozat leirdsa torténhet a logn hosszi
bitsorozatok egymas utdn irasdval.)

Vilagos, hogy L1 € P, mert azt konnyt eldonteni egy adott grafrol és adott
szamsorozatrol, hogy ez valéban egy Hamilton-kor: ellendrizni kell, hogy
minden cstcs pontosan egyszer szerepelt és hogy a szomszédos csticsok
kozott, valamint az elsd és az utolsd csics kozott fut él a grafban. Ez
egy n csucsu graf esetén O(n) lépéses algoritmussal (és Turing-géppel is
polinom idében) megtehetd.

Az is vildgos, hogy csak akkor van egy = grafleirashoz j6 par, ha a grafban
van Hamilton-kor. Azt kell még belatnunk, hogy a tant mérete polino-
midlis a graf méretéhez képest, de ez is teljesiil, hiszen a gréf lefrdsa n?, a

tani leirdsa pedig csak O(n -logn) méretii.

o A pozitiv osszetett szdmok bindris alakjaibdl dllé OSSZETETT nyelv: Az L4
nyelv az olyan (m,t) bindrisan felirt pozitiv egészekbdl dlljon, amelyeknél
1 <t < m és m oszthatd t-vel, azaz egy ¢ valédi oszté a tani. Mivel az
oszthatdsag ellendrzése polinom 1épésben megvalésithato, ezért Ly € P és
természetesen t hossza legfeljebb annyi, mint m hossza.

o A 3 szinnel kiszinezhetd grdfok 3SziN nyelve: 3szIN € NP, mert L;-nek
valaszthatd az olyan szdparok halmaza, ahol a par elsé tagja egy graf
leirasa, a masodik tag pedig sorban a cstcsok szine.

L, € P, mert konnyt eldonteni egy adott grafrol és egy adott szinezésrol,
hogy ez a grafnak egy jo szinezése, csak azt kell ellendrizniink minden élre,
hogy a végpontjai kiillonb6z6 szint kapnak, és hogy Gsszesen legfeljebb 3
szint hasznaltunk, Ez pedig polinom idében (pl. O(n?) 1épésti algoritmus-
sal) megtehetd.

Az is viladgos, hogy pontosan akkor van egy x grafhoz jé tand, ha a grafnak
van jé szinezése. A tanud mérete polinomialis a graf méretéhez képest, hi-
szen csucsonként konstans bittel, azaz ©(n) hosszban a szinezés megad-
haté.

9. Definicié. Egy L nyelv L komplementere azokbdl a szavakbol dll, amelyek
nincsenek L-ben, azaz L = {x : x ¢ L}.

5. Példa. OSSZETETT = PRIM, ahol PRIM a primszdmok bindris alakjdbol dllé
nyelvet jeloli.

10. Definicié. Jelolje coNP az NP-beli nyelvek komplementereibdl dllé hal-
mazt, azaz coNP = {L : L € NP}.

4. Megjegyzés. Vigydzat, a co NP osztdly nem az NP osztdly komplementere!
Ezért is mds a jelolés.



Vannak olyan nyelvek, amelyek egyik osztdlyba sem tartoznak bele (pl. a
diagondlis nyelv, amihez nincs is Turing-gép), és hamarosan ldtni fogjuk, hogy
vannak olyan nyelvek, amelyek mindkét osztdlyba beletartoznak.

Szemléletesen, mig az NP nyelveknél a nyelvbe tartozdsra van hatékony
tanusitvany, addig a coNP nyelveknél a nyelvbe nem tartozasra. fgy van ez
a PRIM € coNP nyelv esetén is, mert azt, hogy a szdm nem prim egy valddi
oszto tantsitja.

5. Tétel. P C NP és P C coNP

Bizonyitds: Ha L € P, akkor van olyan polinom id6korlatos M determinisztikus

Turing-gép, amire L(M) = L. Ez az M tekintheté nemdeterminisztikusnak is,

tehat van nemdeterminisztikus polinom id6korlatos gép is, azaz L € NP.
Masrészt, ha L € P, akkor L € P szintén teljesiil, hiszen csak meg kell

cserélni, melyik &dllapot elfogadd, melyik nem. Az el6zbek szerint L € NP,
amibdl a definicié szerint adédik, hogy L € co NP (]

5. Megjegyzés. A @ Tétel bizonyitdsabdl kiolvashatd, hogy egy p(n) polinom
idékorldtos nemdeterminisztikus gépbél exponencidlis (O(cP™)) idékorldtos de-
terminisztikus gépet készithetink.

Szemléletesen, bar kissé pongyolan gy is mondhatjuk, hogy egy nyelv akkor
van P-ben, ha tetszdleges x esetén a nyelvbe tartozast gyorsan el tudjuk donteni,
mig egy nyelv akkor van NP-ben, ha megsejtve (ajandékba kapva, megdlmodva,
valami mand megstgja, stb.) egy bizonyitékot a nyelvbe tartozdsra, a bizonyiték
gyorsan leellenGrizhetd.

A szamitdstudomdany egyik alapvet6 kérdése, hogy P és NP megegyezik vagy
nem. Ha P = NP igaz lenne, ez azt jelentené, hogy ugyanolyan nehéz kitalalni
egy jo bizonyitékot, mint ellenérizni azt. Ez hihetetlennek tlinik, de nem ismert
bizonyitds arra, hogy P # NP (ahogyan arra sem, hogy P = NP igaz lenne).

Karp-redukci6

Az NP-beli nyelvek vizsgalatakor hasznos lesz a kovetkez6 fogalom. A definicié
nem csak NP-beli nyelvekre alkalmazhaté, bar mi f6leg ebben a korben fogjuk
hasznalni.

11. Definicié (Karp-redukcid). Legyen L1, Ly C X* két nyelv. Az Ly nyelv
Karp-redukdlhatd (vagy polinomidlisan visszavezethetd) az Lo-nyelvre, ha létezik
olyan f : X* — X* polinom iddében szamolhato fiigguény, melyre x € L1 <
f(l?) € Lo.

Jelolése L < Lo.

A jel6lés arra utal, hogy, mint majd ldtni fogjuk, az Lo nyelv legaldbb olyan
nehéz, mint az L.
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6. Megjegyzés. Azt, hogy egy fligguény polinom idében szdmolhato, értsik gy,
hogy van rd polinomidlis algoritmus, ami adott x-re kiszdmolja az f(x) értékét.
Formdlisan ezt is Turing-gépekkel lehet definidlni, a Turing-gépnek egy olyan
vdltozata kell hozzd, aminél nem azt nézzik, hogy elfogad-e, hanem azt, hogy
megdllaskor mi van az eqyik, régzitett szalagjdn, mondjuk a mdsodik szalag tar-
talma a szamitds eredménye.

6. Példa. A 3SZIN nyelvhez hasonloan definidlhatjuk a 4SZIN nyelvet is: ez
azokbdl az irdnyitatlan grdfokbdl (grdfok leirdsabdl) dll, amelyek kiszinezhetdk 4
szinnel. Megmutatjuk, hogy 3SZIN< 4SZIN.

FEhhez eqy megfeleld f fiuggvényt kell megadnunk.

e Ha az x nem egy grdfot ir le (pl. nem négyzetszdm hosszi bitsorozat,
amikor szomszédossagi mdtrizot varunk), akkor legyen f(x) = x. Ilyenkor
x & 3SZIN és f(z) & 4sziN.

e Egy G grifhoz legyen G’ az a grdf, amit igy kapunk, hogy G-hez hozzdvesziink
eqy Uj csicsot, amit dsszekotink minden régivel. Legyen f(G) = G'.

Ez az [ figguény polinom idében kiszdmolhatd, hiszen a G’ (szomszédossdgi
mdtriza) polinom lépésben elkészithetd G-bdl. Mdsrészt vildgos, hogy G pontosan
akkor szinezhetd ki 8 szinnel, ha G’ kiszinezhetd 4 szinnel.

NP-teljesség

12. Definicié. Az L nyelv NP-teljes, ha L € NP és minden L' € NP esetén
L' < L.

Az NP-teljes nyelvek tekinthetSk a legnehezebbeknek az NP osztdlyban, hi-
szen minden NP-beli nyelv visszavezetheto rajuk.

Torténetileg az els6 NP-teljes nyelv logikai, Boole-formulakbdl all.

Egy Boole-formula 0 és 1 logikai konstansokbdl (jelentésiik ,,hamis” és ,,igaz”),
x1,...,%, logikai valtozdkbdl és ezek Ty, ..., T, negéltjaibdl, illetve az A (,,6s”)
és a V (,,vagy”) miiveleti jelekkel és zardjelekkel elkészitett formula. Egy for-
mula kielégithetd, ha tudunk tgy értéket adni a véltozdknak, hogy a formula
értéke 1 legyen.

Egy Boole-formula konjunktiv normdl formdji vagy roviden CNF, ha az
alabbi alaku:

(Wir VYia VUi oo )N Wi, VYijor VYijpn ) N
ahol minden y vagy egy valtozdt vagy egy valtozo negaltjat jeloli.
A 3CNF formula olyan CNF formula, ahol minden zardjelben legfeljebb 3
tag szerepel.

13. Definicié. A kielégithetd formuldk nyelve

SAT = {p(z1,...,2,) : van olyan behelyettesités, hogy (b1,...,by) =1}
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A Fkielégitheté 3CNF formuldk nyelve
3SAT = {p(x1,...,2n) : @ € SAT és a ¢ formula 3CNF alaki}

7. Megjegyzés. Ezt persze ugy kell érteni, hogy valamilyen médon a formuldkat
pl. 0-1 sorozatokkd kodoljuk, és a megfelelé kodokbaol dll a nyelv.

6. Tétel (Cook, Levin). A SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitds vdzlat: Azt nem nehéz megmutatni, hogy a nyelv NP-beli, hiszen egy
jO behelyettesités j6 tanu, aminek hossza és az ellen6rzéséhez sziikséges id6 is
polinom.

A bizonyitds nehéz része, hogy minden NP-beli nyelv visszavezethet6 ra. Le-
gyen L € NP tetszéleges. Ekkor van egy polinom idékorldtos nemdeterminiszti-
kus M Turing-gép, amire L(M) = L. Ha x az M egy lehetséges bemenete, akkor
ehhez a Karp-redukci6 egy formulat rendel, ami pontosan akkor kielégithetd, ha
x € L. Az alap otlet az, hogy a formula lényegében az M miikodését irja le az
z-en, és akkor kielégithetd, ha van egy elfogadd szamitasi ut. Ennek a részleteit
nem ismertetjiik, csak izelit6iil példdul lesznek z;, tipust valtozdk, amelyeknek
jelentése, hogy az i-edik 1épés utan M a q allapotban van. Ezekre teljesiilni kell,
hogy minden széba jov6 i-re pontosan egy olyan ¢ van, amire z;, = 1. Hasonl6éan
lesznek valtozok amelyek a szalagok tartalmat, illetve a fejek helyzetét irjak le.
Az atmeneti fliggvény alapjan felirhatok a szabdlyok, hogyan valtozhatnak ezek
az i-edik 16pésrél az (i + 1)-edikre. O

Mivel a tételbeli formula felirhaté 3CNF alakban is, ezért

7. Tétel. A 3SAT nyelv NP-teljes.
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