A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékules (2024. 10. 31.)

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek
megallapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas ki-
mondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondo-
latmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez
utobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghataro-
zott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot
vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy az F' fanak a levelein kiviil két negyedfoki, négy masodfoku és
harom harmadfokt csticsa van. Hany levele van F-nek? (A teljes értékii megoldashoz
nem sziikséges megmutatni, hogy a feladat feltételeit kielégité fa valéban létezik.)

Jelolje ¢ az F fa leveleinek szamat. Ekkor F' csucsainak szama ¢/ +2+4+3 =/(+9.

(2 pont)
Az 6ran tanultak szerint F-nek ¢ + 8 éle van. (2 pont)
A kézfogaslemma miatt F' cstcsainak fokszamosszege 2 - (€ 4 8) = 2¢ + 16, (2 pont)
azaz 20 +16=1-0+2-4+3-3+4-2=1/(+ 25, (2 pont)
ahonnan ¢ = 9 adddik F' levelei szamara. (2 pont)

Ha egy megold6 csak annyit tesz, hogy felrajzol egy, a feladat feltételeit kielégito fat,
és megszamolja, hogy annak 9 levele van, akkor erre (legfeljebb) 1 pontot kapjon.

2. Tekintsiik a bal oldali 4bran lathaté G graf iranyitatlan valtozatat. Igaz-e, hogy ennek
a grafnak minden minimalis koltségt feszitofdja tartalmazza a bd élt?

Keressiink egy minimalis koltségii feszit6fat a Kruskal-algoritmussal. (Ez a pont ak-
kor is jar, ha egyértelmiien kideriil, hogy a megoldé ezzel az algoritmussal dolgozik.)

(1 pont)
Az algoritmus az élekrol a koltségiik szerinti névekvo sorrendben donti el, hogy
bekeriiljenek-e a minimélis koltségii feszitéfaba. (2 pont)

(Ha egy megoldé csak felrajzolja a minimélis koltségii feszitéfat, de egyéltalan nem
kovethetok nala az algoritmus lépései, az ezt a 2 pontot nem kapja meg abban az
esetben sem, ha a felrajzolt feszitéfa helyes.)

Egy minimalis koltségli feszitofa a bal oldali dbran lathato. Ennek a koltsége 20.

(2 pont)
Hagyjuk el a bd élt és keressiink igy is egy minimalis koltségii feszitéfat a Kruskal-
algoritmussal. (2 pont)

Ekkor a jobb oldali abran lathaté feszitéfat kapjuk. Ennek a koltsége 21. (2 pont)
Mivel a bd élt nem tartalmazo feszitofak koziil a minimdlis koltségliek dragabbak,
mint a tényleges minimalis koltségl feszitofak, ezért G minden minimalis kéltségi
feszitéfdja tartalmazza a bd élt. (1 pont)




Ha egy megold6 csak annyit mond, hogy a Kruskal-algoritmusnak mindenképp be
kell vennie a bd élt a minimalis koltségl feszitofaba, akkor tovabbi indoklas hijan
legfeljebb 5 pontot kaphat meg, ugyanis az eldadason nem szerepelt, hogy a Kruskal-
algoritmus minden minimalis koltségl feszitéfat megtalal.

. Futtassuk le a szélességi bejarast az a cstcsbol indulva a bal oldali abran lathaté gra-
fon tgy, hogy minden alkalommal, amikor tébb cstics koziil szabadon véalaszthatunk,
akkor valasszuk az ABC szerinti els6 cstcsot. Adjuk meg G éleinek a végrehajtott
bejaras szerinti osztalyozasat. (Az élekre irt szamoktol tekintsiink el. Az algoritmus
lépései egyértelmiien deriiljenek ki a megoldasbol.)

Az 6ran tanult modon futtatjuk a szélességi bejaras algoritmusat, mindig a legkisebb
elérési szamu befejezetlen csticsbdl probalunk 1j cstcsot elérni, ha van ilyen. (2 pont)
(Ez a pont akkor is jar, ha az algoritmus 1épései egyértelmiien kideriilnek a megol-
dédsbol.)

Az abra az algoritmus futdsa utdni allapotot mutatja, a cstcsok melletti szamok az
elérési (és egyben befejezési) sorrendet mutatjak, a megvastagitott élek alkotjak a
bejaras fajat. (4 pont)
Faélek, azaz a bejaras altal hasznalt élek: ae, eb, ed, ef.

Visszaélek, azaz a leszarmazottbdl osbe mutaté élek: ba, da.

Keresztélek, azaz azon élek, melyek kezd6- és végpontja kézott nincs 0s—leszarmazott
viszony: bd, bf, cb, ca, cf, fd. (4 pont)
(Ez a 4 pont akkor is jar, ha egyértelmtien kideriil, hogy a megoldé hogyan oszté-
lyozta az éleket, példaul egy j6 rajz altal. Ha egy megold6 rosszul osztalyozza a c-bol
kimeno éleket, akkor azért 2 pontot veszitsen el. Minden egyéb rosszul osztalyozott
él 1 pont elvesztésével jar ebbdl a 4 pontbhdl.)

A mellékelt tablazat a felsd beeslés viltozdsit mutatia a — - 1C g ¢/
Dijkstra-algoritmusnak egy nemnegativ élhosszokkal rendelke- o it el et e
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70, iranyitott G grafon torténd futtatasa soran. Hatarozzuk 10lool 310167
meg, melyik csicsbdl indult az algoritmus, és adjuk meg az
oy . o ) : 91421310167
ezen gyokérhez tartozo legrévidebb utak fajat. Valaszunkat in- sloalalolel7
koljuk.
dokolju 812213067

A tablazat elsé sorat ugy toltjik ki, hogy a gyokérhez 0-t irunk, az Osszes tobbi
csucshoz pedig végtelent, (1 pont)



vagyis a gyokér a d cstcs. (1 pont)
(Ha egy megoldasbdl nem deriil ki egyértelmiien, hogy miért a d a gyokér, akkor a
megoldd az elsé 1 pontot veszitse el.)

A KESZ halmazba mindig az a KESZ halmazon kiviili cstcs keriil, amelyikre az ak-
tualis felsd becslés a legkisebb. (1 pont)
Az alabbi tablazatban a bekarikdzott szamu csucsok keriilnek az adott 1épésben a
KESZ halmazba, a szamok mellé irt csucsok pedig azt jelolik, hogy melyik csticsbol
kilép& él mentén tortént meg a javitas. (4 pont)
(Természetesen ez a 4 pont akkor is jar, ha mas médon jelennek meg egy megoldés-
ban ezek az informaciok.)
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Az alabbi dbra mutatja az ez alapjan felrajzolt legrovidebb utak fajat. (3 pont)

. Hatarozzuk meg a jobb oldali abran lathaté PERT probléma minimalis végrehajtasi
idejét és a kritikus tevékenységeket!

Forrastorlés médszerével (vagy mas, alkalmas médon) meghatarozzuk a G graf csu-
csainak egy topologikus sorrendjét: e, h,c,b, g, a,d, f. (2 pont)
(Ha nem deriil ki a (helyes) topologikus sorrend meghatarozasanak médszere, az 1
pont veszteség.)

Az 6ran tanult PERT-modszer futtatdsa utan az abran lathaté eredmény adédik. A

legkorabbi befejezési idéket a csicsok mellett allé szamok jelzik, (3 pont)
az egyes csucsokba befutd leghosszabb utak utolsd éleit pedig megvastagitottuk.

(3 pont)
A kritikus tevékenységek b, c, e, f, g, h. (2 pont)

Ha egy megold6 elszamol egy befejezési id6t (de utana azzal helyesen szémol tovabb),
akkor 1 pontot, ha pedig nem jel6li meg az Osszes lehetséges utolso élt, akkor ezért 2
pontot veszit.




* Tegyiik fel, hogy a G graf minden éle ki van szinezve a piros, zold, sarga és kék szinek
valamelyikére 1gy, hogy a négy koziil barmelyik szinre szinezett éleket is hagyjuk el
G-bol, a maradék grafnak van Euler-korsétdja. Mutassuk meg, hogy ekkor G-nek is
van Fuler-korsétéja.

A tanultak szerint azt kell igazolni, hogy a G graf izolalt pontoktdl eltekintve Gssze-
fiiggd, és G-ben minden csucs fokszama paros. (2 pont)
Eloszor megmutatjuk, hogy G izoldlt pontoktol eltekintve 6sszefiiggd. Indirekt tegyiik
fel, hogy nem az. Ekkor G-nek van legalabb két, élt tartalmazé komponense. Ezen
komponensekbol egy-egy élt kivalasztva a kivalasztott élek legfeljebb két szint hata-
roznak meg, mondjuk pirosat és zoldet. Ha tehat ezektol kiilonb6zo szinti, mondjuk
kék szinti éleket hagynank el G-bdl, akkor az igy kapott grafnak is lenne két kiilonbo-
70, élt tartalmaz6 komponense. Ez ellentmond annak, hogy a kék szint elhagyva van
a grafnak Euler-korsétdja. Ezért G izolalt pontoktdl eltekintve Osszefiiggd. (3 pont)
Most megmutatjuk, hogy minden csics fokszama paros G-ben. Legyen v a G egy
tetszéleges cstcsa, és legyen d,(v),d.(v), d,(v), ill. ds(v) a v-re illeszkedd piros, zdld,
kék és sarga élek szama. A feladatban megfogalmazott feltétel és az Euler-korséta
fent idézett karakterizacidja miatt e négy egész szambol barmelyik harmat is ad-
juk 0Ossze, paros szamot kapunk eredményiil. Ez csak akkor lehetséges, ha e négy
fokszdm mindegyike paros. Ha ugyanis valamelyik, mondjuk d,(v), paratlan lenne,
akkor d,(v) +d.(v) +di(v) és ds(v) +d.(v) + di(v) parossdga miatt ds(v) is paratlan.
Mivel d,(v) +ds(v) +d.(v) és d,(v) + ds(v) + di(v) parosak, d.(v)-nek és dj(v)-nek is
parosnak kell lennie. Ekkor azonban d,(v) + d.(v) + di(v) paratlan, ami ellentmon-
dés. Ezek szerint a dy,(v),d.(v),di(v) és ds(v) szamok mindegyike péaros. A v cstcs
fokszdma tehdt d(v) = d,(v) +d.(v) +di(v) +ds(v) szintén paros, és nekiink pontosan
erre van sziikségiink a bizonyitas befejezéséhez. (5 pont)
Az utolsé 5 pont az aldbbi gondolatmenet ismertetésével is megszerezhet6. A v cstics
fokszamat a piros-, a zold-, a kék- és a sargamentes grafban Osszeadva éppen a v
csucs G-beli fokszdmanak haromszorosat kapjuk. Mivel a kordbbi észrevételek miatt
négy darab paros szamot adtunk Gssze, ezért az eredmény is paros lesz, ami harom-
mal elosztva tovabbra is paros marad. Tehat a v csics fokszama valoban paros G-ben.



