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G graf feszit6fdja: a G-bdl éltorlésekkel kaphaté fa.

Tetsz. G irdnyitatlan grafnak pontosan akkor van feszit6fdja,
ha G osszefliggo.

Osszefﬂggé G graf feszit6fajat megkaphatjuk a zold élek
grafjaként, ha G-t élek egyenkénti behlzasaval épitjik fel, és
az éleket az EIHaL szerint szinezziik.

(Piros él kort hoz létre, zold él komponensszamot csokkent.)

Ha G nem volt Osszefiiggd, akkor a zold élek G feszito erdejét
alkotjak.

Az ElHalra ,, masik irdnybdl” rdnézve pedig az latszik, hogy
ha egy kor élét toroljiik, akkor nem valtoznak a komponensek.
Ezért dgy is taldlhatd feszitéfa (vagy feszitd erdd), hogy addig
torlink korbeli élt, amig van kor a grafban.
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Tth f € F és e E(G)\ E(F) Ekkor
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Az C, alapkort e mellett azon F-beli élek alkotjdk, amelyek
alap végdsa e-t tartalmazza, azaz C, = {e} U{f € E(F) : e € Qr}.
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Egy gyakorlatl probléma

A Guvati villalat piripdcsi izemében 3116 fém konténereket kell
lefoldelni, azaz mindegyiket kozvetlenil vagy kozvetve Gsszekotni
az f foldelési ponttal. Nem torédiink a vonatkozd érintésvédelmi
szabalyokkal, igy egy konténer egy masik, mar foldelt konténerhez
is hozzacsatlakoztathaté. Hogyan lehet ezt a feladatot a lehetd
legkevesebb foldelovezeték felhasznaldsaval Ggy megoldani, hogy
minden felhasznalt vezetéknek egy konténert vagy egy mdsik
konténerrel, vagy a foldelési ponttal kell kozvetleniil 6sszekotnie?
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> Ezért a kivalasztott éleknek kormentes of grafot kell alkotniuk.

> A tovabbiakban ezt a feladatot formalizaljuk.
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Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,




Kruskal-algoritmus egy példan

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,




Kruskal-algoritmus egy példan

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,




Kruskal-algoritmus egy példan

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,




Kruskal-algoritmus egy példan
I A

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,

Megj: Lattuk, hogy a Kruskal-algoritmus feszité erd6t talal.

S6t: ha G Osszefliggd, akkor a Kruskal outputja feszitéfa.

A kérdés az, hogy ez a rovidlaté, mohd stratégia vajon mindig
optimalis megoldast, azaz mkffat (ill. min.ktg-i feszitd erd6t) ad-e.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:

Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Ez egy rendkivil hasznos tulajdonsdg, érdemes neki nevet adni.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.
Megj: Ha a legfeljebb ¢ koltségii éleket olcsénak hivjuk, akkor a
c-feszit6 tulajdonsag azt jelenti, hogy az olcsé élek grafjaban
feszité erddt alkotnak az F-beli olcsé élek. (Ha olyan szemiivegben
néznénk a grafra, amivel csak az olcsé éleket latjuk, akkor az
altalunk latott G-nek egy feszité erdejét alkotnd az, amit F-bdl
latunk.)



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
reszhalmaza c-feszito tuIaJdonsagu ha F N E. a G, feszit6 erdeje.
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Pelda: Az abran lathatd grafban az F élhalmaz



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.

4 3

1

Példa: Az abran lathaté grafban az F élhalmaz nem 2-feszitd, hisz
a baloldali komponenst nem feszitik a F legfeljebb 2 koltségli élei.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.

4 3

1

Példa: Az dbran lathaté grafban az F élhalmaz



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F

részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.
| .

Példa: Az 4bran lathaté grafban az F élhalmaz 4-feszitd, hisz F
4-nél nem dragdbb élei G4 mindkét komponensének egy-egy ffajat
alkotjak.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F

részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.
| .

Példa: Az dbran lathaté grafban az F élhalmaz



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F

részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.
| .

Példa: Az 4bran lathatd grafban az F élhalmaz nem 6-feszit6 u.i.
a 6-nal nem drigabb F-beli élek tartalmaznak kort.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszito erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.

Megj: Azt lattuk, hogy a Kruskal-algoritmus F outputja c-feszito
tulajdonsdgi minden ¢ > 0 esetén.

Igazolni fogjuk, hogy ez a tulajdonsdg karakterizalja is a mkffikat,
azaz nem csupan minden mkffa rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal,
de minden ilyen tulajdonsagu élhalmaz egydttal mkffa is.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

Megj: A fenti Lemmaban F sziikségképpen feszit6 erdd, hisz ha ¢

minden fellépo élkoltségnél nagyobb, akkor E. = E és G, = G. fgy
FNE.=FNE=F a G, = G feszitd erdeje.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k() < k(h) < ... < k(f). T F' ={fl.f.....fl}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

Biz: Indirekt: tfh k() > k(') = c. Ekkor £, fii1,... & EcNF
ezért |[Ec N F| < i. Az F c-feszit6 tulajdonsdga miatt E. N F a G,
egy olyan feszité erdeje, ami i-nél kevesebb élt tartalmaz. Az
fi,fy,..., f élek is mind E.-beliek, és tobben vannak az E. N F
feszit6 erdd élszdmanal. Tehat /. f;, ...,/ nem kdrmentes, igy
fl,fy, ..., f] sem az. Az indirekt feltevés ellentmondasra vezetett.
Ez azt jelenti, k(f;) < k(f/) teljesiil Vi =1,2,... esetén.

Ezért k(F) = Yi_y k(f) < Xoi_y k(F)) = k(F") . 0



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
Biz: Lattuk, hogy ha F a Kruskal-algoritmus outputja, akkor F
c-feszit6 tulajdonsdgl minden ¢ > 0 esetén. Ezért a Lemma
szerint k(F) < k(F") teljesiil G tetszéleges F' feszitd erdejére. [



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitd erdejének élei, és k(f{) < k(fy) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitd erdejének élei, és k(f{) < k(fy) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
Biz: <: Ha F’ minden c-re tartalmazza G, egy feszitd erdejét,
akkor a Lemma miatt F’ a G minimalis koltségli erdeje.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
Biz:



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
Biz: =: Indirekt. Tfh valamely ¢ > 0-ra F/ N E. nem feszitd
erdeje Gg-nek, és legyen F a Kruskal-algoritmus outputja. Mivel F
c-feszitd tulajdonsagi, ezért |F' N E.| < |F N E| =:i. Igy
k(f;) < k(f/). Raadasul a Lemma miatt k(f;) < k(f/) Vj. lgy aztan
k(F) < k(F"), tehat F' nem minimalis koltségii feszité erds. 4 [
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Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
(3) Ha a G graf Osszefiiggd, akkor G minden feszité erdeje egy
komponensbdl all, azaz feszitéfa. fgy a Kruskal-algoritmus
minimalis koltségli feszitofat taldl barmely osszefliggd G grafban.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitd erdejének élei, és k(f{) < k(fy) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
(3) Ha a G graf Osszefiiggd, akkor G minden feszité erdeje egy
komponensbdl all, azaz feszitéfa. fgy a Kruskal-algoritmus
minimalis koltségli feszitofat taldl barmely osszefliggd G grafban.
Megj: Osszefiiggd G graf esetén a (2) kévetkezmény G minimalis
koltségli feszitofainak karakterizacidja.
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Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:
Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz a Kruskal-algoritmus esetében.
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1. m szdm sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (';)
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Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz6 a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése
2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).

1. m szdm sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (';)
osszehasonlitast haszndl.

(A rendezési feladat megoldhaté konst - m - log, m |épésben is.)
2. Alkalmas adatstruktira felhasznaldsaval egy n cstcst G graf
esetén barmely élr6l a dontés (az adatstruktira karbantartdsaval
egylitt) megvaldsithatd konst - log, n |épésben. Az Gsszes
dontéshez tehat elegendd konst - m - log, n 1épés.

A Kruskal-algoritmus |épésszama ezért felllrdl becsiilheto

konst - (n + m) - log,(n + m)-mel.



Mkffak egy V|IIamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds

Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy
graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-

sen hatarozzdk meg.
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sen hatarozzdk meg.

Csomoponti térvény: a graf egy ponthalmazabdl kilépd éleken az dramerdsségek

el6jeles osszege 0.



Mkffak egy V|Ilamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds
Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy

graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-
sen hatarozzdk meg.

Csomoponti térvény: a graf egy ponthalmazabdl kilépd éleken az dramerdsségek

el6jeles osszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kore mentén a potencidlkiilonbségek osszege 0.



Mkffak egy V|Ilamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds
Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy

graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-
sen hatarozzdk meg.

Csomoponti térvény: a graf egy ponthalmazabdl kilépd éleken az dramerdsségek
el6jeles osszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kore mentén a potencidlkiilonbségek osszege 0.

Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?



Mkffak egy V|Ilamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

—3  ellendllds
% kapacitds
- nduktivitds
Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy

graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-
sen hatarozzdk meg.

Csomoponti térvény: a graf egy ponthalmazabdl kilépd éleken az dramerdsségek

el6jeles osszege 0.
Huroktorvény: a graf tetsz. kore mentén a potencidlkiilonbségek osszege 0.
Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
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Mkffak egy villam
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},
‘ }—‘: ; ellenallds
kapacitds

RE I

- nduktivitds
Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.



Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds
- nduktivitds

Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd.
Nem egyértelmii a megoldas pl akkor, ha G-ben van olyan kor, ami kizardlag
fesziiltségforrasokat tartalmaz. (Ha u.i. a fesziiltségek eldjeles dsszege nem 0,
sériil a huroktorvény, igy nincs megoldas. Ha pedig ez az osszeg 0, akkor viszont
nem egyértelmii a megoldas, hiszen barmely megoldasbdl kaphaté egy masik,

ahol ezen kor mentén valamekkora plusz dramot korbekiildiink.)
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.



Mkffak egy villamosmérnoki alkalmazasa
s D /N 4ramforras
#% fesziiltségforras

}—‘: —  ellenallss
| kapacitds
M% DI |

- nduktivitds

Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd.

Nem egyértelmii a megoldds akkor sem, ha G cstcsai két részre oszthatdk lgy,
hogy a két rész kdzt futd éleken kizardlag dramforrasok vannak. (Ha az dramok
eléjeles osszege nem 0, akkor a csomdponti torvény sériil. Ha pedig 0, ak-
kor barmely megolddsban az egyik rész potencialjat konstanssal megemelve egy
masik megolddst kapndnk, tehdt nem csak egy megoldds lenne.)
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Mkffak egy villam

fesziiltségforras
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.



Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds
- nduktivitds

Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd.
Bizonyithaté, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas
egyértelmi, a haldzat ,,értelmes’. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal
fa: G olyan feszitéfaja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrdst, nincs benne
egyetlen dramforrds sem (és emellett (mds okbdl) a lehetd legtdbb kapacitast és

a legkevesebb induktivitast tartalmazza).



Mkffak egy V|IIamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds
- nduktivitds

Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd.
Bizonyithaté, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas
egyértelmi, a haldzat ,,értelmes’. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal
fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrast, nincs benne
egyetlen dramforrds sem (és emellett (mds okbdl) a lehetd legtdbb kapacitast és
a legkevesebb induktivitast tartalmazza).

(Raadasul a normal fahoz tartozé alapkorokre és alapvagasokra felirt hurok- ill.

csomdéponti torvények egyértelmiien meg is hatdrozzak a megoldést.)



Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds
- nduktivitds

Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd.
Bizonyithaté, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas
egyértelmi, a haldzat ,,értelmes’. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal
fa: G olyan feszitéfaja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrdst, nincs benne
egyetlen dramforrds sem (és emellett (mds okbdl) a lehetd legtdbb kapacitast és

a legkevesebb induktivitast tartalmazza).



Mkffak egy V|Ilamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds
- nduktivitds

Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd.
Bizonyithaté, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas
egyértelmi, a haldzat ,,értelmes’. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal
fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrast, nincs benne
egyetlen dramforrds sem (és emellett (mds okbdl) a lehetd legtdbb kapacitast és
a legkevesebb induktivitast tartalmazza).

Normal fa keresése: fesz.forrds (1), kapacitds (2), ellendllds (3), indukti-
vitds (4), dramforrds (5) élkoltségekhez keressiink mkffat! Ha ez tartalmaz
aramforrdst, vagy nem tartalmaz minden fesziiltségforrast, akkor nincs normal fa,
egyébként a mkffa egy normal fa. A normal fa létezése esetén pedig egyértelmii

a megoldas, és ,értelmes” a haldzat.



Mit tanultunk ma?



Mit tanultunk ma?

» Feszitéfahoz tartozd alapkor és alapvagas fogalma



Mit tanultunk ma?

» Feszitéfahoz tartozd alapkor és alapvagas fogalma

» Minimalis koltségii feszitéfa (feszitd erdd)



Mit tanultunk ma?

» Feszitéfahoz tartozd alapkor és alapvagas fogalma
» Minimalis koltségii feszitéfa (feszitd erdd)

» Kruskal mohé algoritmusa



Mit tanultunk ma?

» Feszitéfahoz tartozd alapkor és alapvagas fogalma
» Minimalis koltségii feszitéfa (feszitd erdd)
» Kruskal mohé algoritmusa

» Minimalis koltségli feszit6 erddk struktiraja



Mit tanultunk ma?

Feszitéfahoz tartozdé alapkor és alapvégas fogalma

Minimalis koltségli feszitéfa (feszitd erdd)
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Normal fak és elektromos halézatok kapcsolata



Mit tanultunk ma?

Feszitéfahoz tartozdé alapkor és alapvégas fogalma
Minimalis koltségli feszitéfa (feszitd erdd)

>

>

» Kruskal mohé algoritmusa

» Minimalis koltségli feszit6 erddk struktiraja
>

Normal fak és elektromos halézatok kapcsolata

Koszonom a figyelmet!



