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J6 tanacsok ZH-ra

» Alaposan olvassuk el a feladatot, és értsiilk meg, mi a kérdés

v

Indokoljuk, hogy mit és miért tesziink
» Elég az 6ran elhangzott ismeret a felhasznélasakor vildgosan
felidézni és helyesen alkalmazni

» Ha nem tudunk megoldani egy feladatot, idézziik fel az éran
tanult kapcsolédd ismeretet, és jelezziik, hogyan lehetne ezt
felhaszndlni a megoldasban.

(Az utdbbi jelzése nélkiil nem jar részpontszam.)
> A feladatban feltett kérdésre valaszoljunk

» Dolgozzunk atlathatéan, kilonosen matrixokkal szamolaskor



Matrixmuveletek vektormuiveletekbol

Vektorokon értelmeztiik az osszeadast és a skalarral szorzast. Az
oszlopokat egymas ala irva barmely n x k méretli matrixot
értelmezhetiink n - k magassagi oszlopvektorként is. Ezzel
értelmezni tudjuk az azonos méretii matrixokon az osszeaddst és
a skalarral szorzast.
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Vektorokon értelmeztiik az osszeadast és a skalarral szorzast. Az
oszlopokat egymas ala irva barmely n x k méretli matrixot
értelmezhetiink n - k magassagi oszlopvektorként is. Ezzel
értelmezni tudjuk az azonos méretii matrixokon az osszeaddst és
a skalarral szorzast.



Matrixmuveletek vektormuiveletekbol

Vektorokon értelmeztiik az osszeadast és a skalarral szorzast. Az
oszlopokat egymas ala irva barmely n x k méretli matrixot
értelmezhetiink n - k magassagi oszlopvektorként is. Ezzel
értelmezni tudjuk az azonos méretii matrixokon az osszeaddst és
a skalarral szorzast.

Ha A, B,C ¢ R™k és \,k € R, akkor (1) A+ B =B+ A,

(2) (A+B)+C=A+(B+C), (3) MA+ B) = M+ \B,
(4) (A + K)A = MA + KA, (5) M(kA) = (Ax)A, tovabba
6) (A+B)' =AT +BT, (N A-AT=0A)T.



Matrixmuveletek vektormuiveletekbol

Vektorokon értelmeztiik az osszeadast és a skalarral szorzast. Az
oszlopokat egymas ala irva barmely n x k méretli matrixot
értelmezhetiink n - k magassagi oszlopvektorként is. Ezzel
értelmezni tudjuk az azonos méretii matrixokon az osszeaddst és
a skalarral szorzast.

Ha A, B,C ¢ R™k és \,k € R, akkor (1) A+ B =B+ A,

(2) (A+B)+C=A+(B+C), (3) MA+ B) = M+ \B,
(4) (A + K)A = MA + KA, (5) M(kA) = (Ax)A, tovabba
6) (A+B)' =AT +BT, (N A-AT=0A)T.

Vektorok egymassal torténd Osszeszorzasat nem értelmeztiik eddig.
Most fogjuk, de bizonyos korlatokkal. Ehhez el6szor azonos méretii
vektorokat tanulunk meg o0sszeszorozni.



A skalaris szorzas

Vn

Def: Az u = ( ) , V= < : ) € R" vektorok skalaris szorzata

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.



A skalaris szorzas

Def: Az u = ( > , V= < : ) € R" vektorok skalaris szorzata
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A skalaris szorzas
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Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =
a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl ( . _i) =



A skalaris szorzas

Def: Az u = ( > , V= < : ) € R" vektorok skalaris szorzata

Un Vn

Q'MZZLN’N/:U1V1+--.+UnVn-
Yu,v,w € R, VX € R esetén (1) u-
Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (A\u)-v=

Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am
a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl <1> . (_1> =0.

(2) A skaldris szorzas segitségével értelmezhetd a vektorhossz és a
merdlegesség (akdr magasabb dimenzidban is).



A skalaris szorzas

u vy
Def: Az u = ( > , V= < ) € R" vektorok skalaris szorzata

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.

Yu,v,w € R, VX € R esetén (Du-v=v-u,
Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (A\u)-v=Au-v).
Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am

a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl (1> . (_1> =0.

(2) A skaldris szorzas segitségével értelmezhetd a vektorhossz és a
merdlegesség (akdr magasabb dimenzidban is).

Av= <Z> vektor hossza az a, b, ¢ oldalakkal rendelkezd

c

téglatest testatléjanak hossza, ami a Pitagorasz-tétel alapjan

vl = va?+ b? + 2.
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u vy
Def: Az u = ( > , V= < ) € R" vektorok skalaris szorzata

Un

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.
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Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (A\u)-v=Au-v).
Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am

a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl (1> . (_1> =0.

(2) A skaldris szorzas segitségével értelmezhetd a vektorhossz és a
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c
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A skalaris szorzas

u vy
Def: Az u = ( > , V= < ) € R" vektorok skalaris szorzata

Un

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.

Yu,v,w € R, VX € R esetén (Du-v=v-u,
Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (A\u)-v=Au-v).
Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am

a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl (1> . (_1> =0.

(2) A skaldris szorzas segitségével értelmezhetd a vektorhossz és a
merdlegesség (akdr magasabb dimenzidban is).

Av= <Z> vektor hossza az a, b, ¢ oldalakkal rendelkezd

c

téglatest testatléjanak hossza, ami a Pitagorasz-tétel alapjan

vl = Va2 + b2 4+ c2.  Ugyanez, masképp felirva: ||v||> = v - v.
Megj: Az u és v vektorok merblegessége azt jelenti, hogy

|+l )P=lutv|?=(u+v)-(u+v)=u-u+v-v+2u-v=||ul[*+| v|*+2u-v, iNnnen
u-v=0adédik. Tehdtu-v=0 <= ulyv.



Tovabbi vektorszorzasok 3D-ben

uy V1 w1 . ..
Az u= <u2 ,v=|(w Jw=(w ) &R vektorok (u,v, w)-vel jeldlt
u3 v3 w3

vegyes szorzata az altaluk feszitett paralelepipedon eldjeles térfogata.
Ez a térfogat az aldabbi médon szamithatd ki oszlop szerinti kifejtéssel:

i viwm
up v wp
U3RV3EW3

V2 w2
Va W3

Vi wm
Va w3

viwm
V2 w2

=u —u2 +us

(u,v,w) =

Vo w,
det ( 2?2
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V3 w3
ug
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det
V2 w2

Megj: A vizsgdlt paralelepipedon térfogata megkaphaté u - (v x w) alakban is,
ahol v X w a jél ismert vektoridlis szorzat amit a jobbkéz-szabdly ill. a v és w
vektorok dltal feszitett paralelogramma teriilete segitségével definialunk.

Azt kaptuk tehat, hogy (u,v,w) = u- (v X w), ami igazolja hogy

S

V2 w2
v w3

_ _ Vi wy
(v xw) = [ —det (0
Vi w1
V2 w2



Matrixok szorzdsa
Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
oszlopvektor szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor
skalaris szorzatat tartalmazza.



Matrixok szorzdsa
Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
oszlopvektor szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor
skalaris szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™k mitrix sorvektorai a;,...a,ésa B¢ RKkx£
métrix oszlopvektorai b, ... b°. Ekkor az A- B € R™<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; Q’ skalaris szorzat.
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u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
oszlopvektor szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor
skalaris szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™k mitrix sorvektorai a;,...a,ésa B¢ RKkx£
métrix oszlopvektorai b, ... b°. Ekkor az A- B € R™<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; Q’ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 —2>

EH A



Matrixok szorzdsa
Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
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Matrixok szorzdsa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
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oszlopvektor szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor
skalaris szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™k mitrix sorvektorai a;,...a,ésa B¢ RKkx£
métrix oszlopvektorai b, ... b°. Ekkor az A- B € R™<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; Q’ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 -2

SHICR



Matrixok szorzdsa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
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Matrixok szorzdsa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
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métrix oszlopvektorai b, ... b°. Ekkor az A- B € R™<¢
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Matrixok szorzdsa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
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Matrixok szorzdsa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
oszlopvektor szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor
skalaris szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™k mitrix sorvektorai a;,...a,ésa B¢ RKkx£
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szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; Q’ skalaris szorzat.
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0 -1 -2

(22) (271 7%)



Matrixok szorzdsa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
oszlopvektor szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor
skalaris szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™k mitrix sorvektorai a;,...a,ésa B¢ RKkx£
métrix oszlopvektorai b, ... b°. Ekkor az A- B € R™<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; Q’ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 -2

(25) (277 72)



Matrixok szorzdsa
Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetok.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként
osszeszorozni, de ha az egyiket transzponaljuk, akkor mar igen:
u,v ER"esetén u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenziés sor- és
oszlopvektor szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor
skalaris szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™k mitrix sorvektorai a;,...a,ésa B¢ RKkx£
métrix oszlopvektorai b, ... b°. Ekkor az A- B € R™<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; Q’ skalaris szorzat.

Példa: 1 2 4
0 -1 -2

(25) (277 72)
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Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.

Példa: 1 2 4
0o -1 -2

(25) (271 72)
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(35)



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 -2

G ey

Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB =(MNA)B=A(X-B)
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Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 -2

10\ (~1 —2 —4 il
G3) (2172
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi

azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)
Biz: A skalaris szorzasrdl tanult azonossag szerint
Mu-v)=(Au)-v=u-(\v). Ezért mindhdrom szorzatban az
i-dik sor j-dik eleme az A i-dik sora és B j-dik oszlopa skalaris
szorzatdnak a A-szorosa (Vi,j esetén). O

=N O

0
1
4
7

N R =N
FNENIENINN



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 -2

G ey

Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB =(MNA)B=A(X-B)

=N O KR
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Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 " 24 42
Clo> <124) - b e
23 2 1 2 (1 0) 52
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi

azonossagok. (1) A\-AB =(MNA)B=A(X-B)
(2) A(B+C)=AB+ACIll. (A+B)C=AC+ BC.



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 " 24 E4 23
10\ (~1 -2 —4 ' 17 71
BOE " e
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi

azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)
(2) A(B+ C)=AB+ ACIill. (A+ B)C = AC + BC.
Biz: Tudjuk, hogy u-(v+w)=u-v+u-w . Ezért A(B+ C) ill.
AB + AC i-dik sordnak j-dik eleme az A i-dik sordnak és B és C
J-dik oszlopai Gsszegének skaldris szorzata (Vi,j esetén). A masik
disztributivitds a skaldris szorzds (u+ v) -w = u-w + v - w alakd,

masik disztributiv azonossagabdl kovetkezik. O



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 " 24 42
Clo> <124) - b e
23 2 1 2 (1 0) 52
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi

azonossagok. (1) A\-AB =(MNA)B=A(X-B)
(2) A(B+C)=AB+ACIll. (A+B)C=AC+ BC.



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 " 24 42
Clo> <124) - b e
23 2 1 2 (1 0) 52
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB =(MNA)B=A(X-B)

(2) A(B+ C) = AB + AC ill. (A+ B)C = AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT.



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 " 24 E4 23
10\ (~1 -2 —4 ' 17 71
BT " eyt
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)
(2) A(B+ C)=AB+ ACIill. (A+ B)C = AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT,
Biz: (AB)T j-dik soranak i-dik eleme az A i-dik soranak és B j-dik
oszlopanak a skaldris szorzata, ami ugyanaz, mint BT j-dik sordnak
és AT i-dik oszlopanak a skaldris szorzata (Vi,j esetén). O
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Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 " 24 42
Clo> <124) - b e
23 2 1 2 (1 0) 52
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB =(MNA)B=A(X-B)

(2) A(B+ C) = AB + AC ill. (A+ B)C = AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT.



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 ol 24 42
Clo> <124) " 17) 71
01 17
23 2 1 2 (1 0) 52
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB =(MNA)B=A(X-B)
(2) A(B+ C)=AB+ ACIill. (A+ B)C = AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT,
Megj: Ha AB és BA is értelmes, akkor A € R"™<k és B € Rk*".
Ekkor AB € R"™" és BA € R¥*k Azonban még k = n esetén sem
igaz dltaldban, hogy AB = BA. A mdtrixszorzds nem kommutativ.



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢

szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 . 24\ (42
10\ (1 -2 —4 il 17 En;
GO " e
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)
(2) A(B+ C)=AB+ ACIill. (A+ B)C = AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT,
Megj: Ha AB és BA is értelmes, akkor A € R"™<k és B € Rk*".
Ekkor AB € R"™" és BA € R¥*k Azonban még k = n esetén sem
igaz dltaldban, hogy AB = BA. A mdtrixszorzds nem kommutativ.
A madtrixszorzas asszociativ (dtzaréjelezhetd): ha AB és
BC egyarant értelmes, akkor A(BC) = (AB)C.



Matrixok szorzasa
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, . ..a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢

szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 . 24\ (42
10\ (1 -2 —4 il 17 En;
GO " e
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)
(2) A(B+ C)=AB+ ACIill. (A+ B)C = AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT,
Megj: Ha AB és BA is értelmes, akkor A € R"™<k és B € Rk*".
Ekkor AB € R"™" és BA € R¥*k Azonban még k = n esetén sem
igaz dltaldban, hogy AB = BA. A mdtrixszorzds nem kommutativ.
A madtrixszorzas asszociativ (dtzaréjelezhetd): ha AB és
BC egyarant értelmes, akkor A(BC) = (AB)C.
A, B e R™" = |AB| = |A||B].



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
Biz: Konnyen latszik a definiciébdl.

o

0

1| @ T , , . .

0|=j Az e, -tal szorzas hasonlé tulajdonsdga
o 010 0 O kovetkezik az oszlopokrdl szélé  fenti
Jj ] allitasbdl és a transzponaltak szorzasardl
tanultakbdl. O]
A Ae. Az itt lathaté 4bra , transzpondltjdnak”
segitségével sem nehéz errél meggydzodni.




A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
Biz: Az A I matrix j-dik oszlopa definicié szerint A-e;. Ez (1)
miatt épp az A matrix j-dik oszlopa V.

Hasonldan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora V. O
10 ... 0
0
0
0 01

(a1, 2, a) ( )



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
Biz: Az A I matrix j-dik oszlopa definicié szerint A-e;. Ez (1)
miatt épp az A matrix j-dik oszlopa V.

Hasonldan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora V. O
10 ... 0
0
0
0 01

(217 LT Qk) (él )



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
Biz: Az A I matrix j-dik oszlopa definicié szerint A-e;. Ez (1)
miatt épp az A matrix j-dik oszlopa V.

Hasonldan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora V. O
10 ... 0
0
0
0 01

(217 =L I Qk) (21722 )



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
Biz: Az A I matrix j-dik oszlopa definicié szerint A-e;. Ez (1)
miatt épp az A matrix j-dik oszlopa V.

Hasonldan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora V. O
10 ... 0
0
0
0 01

(a1, 2,---» ax) (a1, ... ,a)



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A

pedig az A sorainak lin.komb-ja.

A1
Biz: Tfth u = ( : ) Ekkor u = Aj1e; + ... + Akey, igy aztan

Ak
Au=A-(Me;+ ...+ e) =MA-e1+ ...+ XA g, és (1)
miatt A - e; az A matrix j-dik oszlopa V.
A masik, v - A-rél sz66 tulajdonsag hasonléan igazolhatd. O



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.
Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor

(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat pedig a b/ oszlop tartamazza.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.
Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor

(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat pedig a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindacidja, mégpedig az a; sorban szerepl6 egytitthatdkkal.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.
Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.
Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat pedig a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindacidja, mégpedig az a; sorban szerepl6 egytitthatdkkal.
Példa: 1 2 4
0-1-2

(25) 27772)



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.
Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor

(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat pedig a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindacidja, mégpedig az a; sorban szerepl6 egytitthatdkkal.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretili egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.
Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor

(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat pedig a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindacidja, mégpedig az a; sorban szerepl6 egytitthatdkkal.
(3) Ha a C métrix minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja,
akkor C el6all AB alakban. Ha a C matrix sorai az A sorainak
lin.komb-i, akkor C eldall C = BA alakban.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretili egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.
Legyen A € R™ tetsz. n x k méretii matrix. Ekkor

(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A - Ik=1,-A=A
(3) Ha u € R¥ és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat pedig a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindacidja, mégpedig az a; sorban szerepl6 egytitthatdkkal.
(3) Ha a C métrix minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja,
akkor C el6all AB alakban. Ha a C matrix sorai az A sorainak
lin.komb-i, akkor C eldall C = BA alakban.

Ha A’ ESA-okkal kaphaté A-bél, akkor A’ = BA alakd.



Matrix inverze

Lattuk, hogy az /,, egységmatrix az n X n-es matrixok kozott ugy
viselkedik, mint a valés szdmok korében az 1: barmit megszorozva
vele a ,,barmit” kapjuk: X -, =X,1,- Y =Y.

Ha ilyen iranybdl néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon
értelmezett reciprokfogalom megfeleldje a négyzetes matrixok
korében egy olyan Y =,,1/X" matrix, amire XY = [,. Latni
fogjuk, hogy egyes matrixoknak van ,,reciproka”, masoknak pedig
nincs, épp ahogy a 0-nak sincs a valdsak korében. Megvizsgaljuk,
hogyan kaphaté a ,,reciprok” és mitdl fugg, hogy van-e.



Matrix inverze

Lattuk, hogy az /,, egységmatrix az n X n-es matrixok kozott ugy
viselkedik, mint a valés szdmok korében az 1: barmit megszorozva
vele a ,,barmit” kapjuk: X -, =X,1,- Y =Y.

Ha ilyen iranybdl néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon
értelmezett reciprokfogalom megfeleldje a négyzetes matrixok
korében egy olyan Y =,,1/X" matrix, amire XY = [,. Latni
fogjuk, hogy egyes matrixoknak van ,,reciproka”, masoknak pedig
nincs, épp ahogy a 0-nak sincs a valdsak korében. Megvizsgaljuk,
hogyan kaphaté a ,,reciprok” és mitdl fugg, hogy van-e.

Def: Az A € R™" matrix balinverze az A mitrix, ha ABA = |,.
Az A/ mitrix az A jobbinverze, ha AAL =1,



Matrix inverze

Lattuk, hogy az /,, egységmatrix az n X n-es matrixok kozott ugy
viselkedik, mint a valés szdmok korében az 1: barmit megszorozva
vele a ,,barmit” kapjuk: X -, =X,1,- Y =Y.
Ha ilyen iranybdl néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon
értelmezett reciprokfogalom megfeleldje a négyzetes matrixok
korében egy olyan Y =,,1/X" matrix, amire XY = [,. Latni
fogjuk, hogy egyes matrixoknak van ,,reciproka”, masoknak pedig
nincs, épp ahogy a 0-nak sincs a valdsak korében. Megvizsgaljuk,
hogyan kaphaté a ,,reciprok” és mitdl fugg, hogy van-e.
Def: Az A € R™" matrix balinverze az A mitrix, ha ABA = |,.
Az A/ mitrix az A jobbinverze, ha AAL =1,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenlok.



Matrix inverze

Lattuk, hogy az /,, egységmatrix az n X n-es matrixok kozott ugy
viselkedik, mint a valés szdmok korében az 1: barmit megszorozva
vele a ,,barmit” kapjuk: X -, =X,1,- Y =Y.
Ha ilyen iranybdl néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon
értelmezett reciprokfogalom megfeleldje a négyzetes matrixok
korében egy olyan Y =,,1/X" matrix, amire XY = [,. Latni
fogjuk, hogy egyes matrixoknak van ,,reciproka”, masoknak pedig
nincs, épp ahogy a 0-nak sincs a valdsak korében. Megvizsgaljuk,
hogyan kaphaté a ,,reciprok” és mitdl fugg, hogy van-e.
Def: Az A € R™" matrix balinverze az A mitrix, ha ABA = |,.
Az A/ mitrix az A jobbinverze, ha AAL =1,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenlok.
Biz: A matrixszorzas asszociativitdsa (4tzdrdjelezhetésége) miatt
AB = AB|, = AB(AAY) = (ABAAY = LA/ = A7 . O



Matrix inverze

Lattuk, hogy az /,, egységmatrix az n X n-es matrixok kozott ugy
viselkedik, mint a valés szdmok korében az 1: barmit megszorozva
vele a ,,barmit” kapjuk: X -, =X,1,- Y =Y.
Ha ilyen iranybdl néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon
értelmezett reciprokfogalom megfeleldje a négyzetes matrixok
korében egy olyan Y =,,1/X" matrix, amire XY = [,. Latni
fogjuk, hogy egyes matrixoknak van ,,reciproka”, masoknak pedig
nincs, épp ahogy a 0-nak sincs a valdsak korében. Megvizsgaljuk,
hogyan kaphaté a ,,reciprok” és mitdl fugg, hogy van-e.
Def: Az A € R™" matrix balinverze az A mitrix, ha ABA = |,.
Az A/ mitrix az A jobbinverze, ha AAL =1,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenlok.



Matrix inverze

Lattuk, hogy az /,, egységmatrix az n X n-es matrixok kozott ugy
viselkedik, mint a valés szdmok korében az 1: barmit megszorozva
vele a ,,barmit” kapjuk: X -, =X,1,- Y =Y.
Ha ilyen iranybdl néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon
értelmezett reciprokfogalom megfeleldje a négyzetes matrixok
korében egy olyan Y =,,1/X" matrix, amire XY = [,. Latni
fogjuk, hogy egyes matrixoknak van ,,reciproka”, masoknak pedig
nincs, épp ahogy a 0-nak sincs a valdsak korében. Megvizsgaljuk,
hogyan kaphaté a ,,reciprok” és mitdl fugg, hogy van-e.
Def: Az A € R™" matrix balinverze az A mitrix, ha ABA = |,.
Az A/ mitrix az A jobbinverze, ha AAL =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenlok.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)



Matrix inverze

Lattuk, hogy az /,, egységmatrix az n X n-es matrixok kozott ugy
viselkedik, mint a valés szdmok korében az 1: barmit megszorozva
vele a ,,barmit” kapjuk: X -, =X,1,- Y =Y.
Ha ilyen iranybdl néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon
értelmezett reciprokfogalom megfeleldje a négyzetes matrixok
korében egy olyan Y =,,1/X" matrix, amire XY = [,. Latni
fogjuk, hogy egyes matrixoknak van ,,reciproka”, masoknak pedig
nincs, épp ahogy a 0-nak sincs a valdsak korében. Megvizsgaljuk,
hogyan kaphaté a ,,reciprok” és mitdl fugg, hogy van-e.
Def: Az A € R™" matrix balinverze az A mitrix, ha ABA = |,.
Az A/ mitrix az A jobbinverze, ha AAL =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenlok.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Biz: Késobb bizonyitjuk.



Matrix inverze

Lattuk, hogy az /,, egységmatrix az n X n-es matrixok kozott ugy
viselkedik, mint a valés szdmok korében az 1: barmit megszorozva
vele a ,,barmit” kapjuk: X -, =X,1,- Y =Y.
Ha ilyen iranybdl néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon
értelmezett reciprokfogalom megfeleldje a négyzetes matrixok
korében egy olyan Y =,,1/X" matrix, amire XY = [,. Latni
fogjuk, hogy egyes matrixoknak van ,,reciproka”, masoknak pedig
nincs, épp ahogy a 0-nak sincs a valdsak korében. Megvizsgaljuk,
hogyan kaphaté a ,,reciprok” és mitdl fugg, hogy van-e.
Def: Az A € R™" matrix balinverze az A mitrix, ha ABA = |,.
Az A/ mitrix az A jobbinverze, ha AAL =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenlok.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Kinzé kérdés:
Miféle matrixoknak van inverze, és hogyan lehet azt megtalalni?



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Kinzé kérdés:
Miféle matrixoknak van inverze, és hogyan lehet azt megtalalni?
Részleges valasz: Csak négyzetes matrixnak lehet inverze.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.

(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)

A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.

Biz: Ha A balrdl invertalhaté, akkor ABA = [,. A métrixszorzas
elébb latott kiilonos tulajdonsaga miatt /, minden sora az A
sorainak egy-egy lin.komb-ja, vagyis /, minden sora benne van az
A sorai altal generdlt altérben. Mivel I, sorai bazist alkotnak
R"-ben, ezért A sorainak is generdlniuk kell a teljes R"” teret. Ezért
A soraibdl kivdlaszthaté R" egy bazisa. Mivel A-nak n sora és a
bazisnak n eleme van, ez a bazis csakis Osszes sor egyiittese lehet.
Marpedig ha A sorai bazist alkotnak, akkor persze lin.ftn-ek is. [



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
Biz: Mivel A sorai linedrisan fuggetlenek, ezért A sorai egy
n-dimenzids alteret, konkrétan a teljes R" teret generdljdk.
Alakitsuk az A matrixot ESA-ok segitségével RLA matrixsza! Az
igy kapott A’ matrix n sora is a teljes R" teret generdlja. Ezért A’
sorai linedrisan fiiggetlenek, igy A’-nek nem lehet csupa0 sora.
Tehat A’ = I, O



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
(1) Minden ESA egy métrixszal torténé balszorzés.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
(1) Minden ESA egy métrixszal torténé balszorzés.
Biz: Konnyii ellendrizni, hogy ha [,-en elvégziink egy ESA-t, és a
kapott /” matrixszal balrél megszorzunk egy n x k méretli A
matrixot, akkor a szorzatot megkaphatjuk Ggy is, hogy A-n
végrehajtjuk ugyanezt az ESA-t.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
(1) Minden ESA egy métrixszal torténé balszorzés.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
(1) Minden ESA egy métrixszal torténé balszorzés.
(2) ESA-ok egymasutanja is egy matrixszal torténé balszorzés.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
(1) Minden ESA egy métrixszal torténé balszorzés.
(2) ESA-ok egymasutanja is egy matrixszal torténé balszorzés.
Biz: Ha az A métrixon ESA-ok egymasutanjat végezziik, akkor
ezek mindegyike egy-egy balszorzasnak felel meg, igy k db ESA
utdn kapott matrix Xg(Xk—1(...(X1A))...). Ez a métrixszorzas
atzardjelezhetésége miatt felirhatd ((. .. (XkXk—1)...X1)A alakban
is, vagyis A-t az X = ((... (XkXk—1) ... X1) matrixszal
szorozzuk. O



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
(1) Minden ESA egy métrixszal torténé balszorzés.
(2) ESA-ok egymasutanja is egy matrixszal torténé balszorzés.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
(1) Minden ESA egy métrixszal torténé balszorzés.
(2) ESA-ok egymasutanja is egy matrixszal torténé balszorzés.
(3) Ha ESA-okkal A-bél 1, lesz, akkor AB-vel szoroztunk balrél.



Matrix inverze

Def: Az A € R"™" mijtrix balinverze az AB métrix, ha ABA = |I,.
Az A7) mitrix az A jobbinverze, ha AAT =1,
Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.
(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali.
Ezért A inverzét a tovdbbiakban A~!-zel jeldljiik.
Ha A balrél invertilhatd, akkor A sorai lin.ftn-ek.
Ha A-nak van balinverze, akkor I, eloall A-bdl ESA-okkal.
(1) Minden ESA egy métrixszal torténé balszorzés.
(2) ESA-ok egymasutanja is egy matrixszal torténé balszorzés.
(3) Ha ESA-okkal A-bél I, lesz, akkor AB-vel szoroztunk balrél.
Ha az (A|l,) matrixbél ESA-okkal RLA métrixot képeziink,
és A helyén megjelenik I,, akkor I, helyén AB jelenik meg. Ha A
helyén nem jelenik meg /,,, akkor A-nak nincs balinverze.



Inverzszamitas

N W
= o &
N = O

Példa: Keressiilk meg a ( > matrix balinverzét!



Inverzszamitas

N W
= o &
N = O

Példa: Keressiilk meg a (
Ldssuk:

340100
201010
512001

> matrix balinverzét!




Inverzszamitas

= o &
N = O

3
Példa: Keressiilk meg a ( 2
5

Lassuk:
340[100 14-1]1-10
<201010> m/(zo 1|0 10)
512001 51 200 01

(][]

) matrix balinverzét!




Inverzszamitas

3 4
Példa: Keressiilk meg a ( 2 0 ) matrix balinverzét!
5 1

0

1
Lassuk: 2
1-10 1-10
0 10) N< -2 30>
0 01 -5 51

340100 14-1 1 4-1
201010 )| ~ {20 1 0 -8 3
512001 51 2 0-19 7

1



Inverzszamitas

3 4
Példa: Keressiilk meg a ( 2 0 ) matrix balinverzét!
5 1

0
1
2
1-10 1 4-1] 1-10
0 10 ~ (0 =8 3-2 30 |~
0 01 0-19 7|-5 51

Lassuk:

340100 14-1
<201010> N<20 1
512001 51 2
1 4-1 1-10
N(O 8-3 2—30>
0-3 1-1-11

(]~ [ ]-2n]




Inverzszamitas

340
Példa: Keressik mega | 2 0 1 | matrix balinverzét!
Léssuk: 512
340/100 14-11-10 1 4-1 1-10
201010 ) ~ {20 1j0 10 ~ |0 -8 3-2 30|~
512001 51 200 01 0-19 7/|-5 51

1-10
1-63
-1-11

1 4-1 1-10 1 4-1
~ |0 8-3 2-30) ~(0-1 0O]—
0-3 1-1-11 0-3 1

(1] i3]




Inverzszamitas

340
Példa: Keressik mega | 2 0 1 | matrix balinverzét!
Ldssuk: 512
340/100 14-11-10 1 4-1 1-10
201010 | ~ (20 10 10) ~ [0 —8 3-2 30 |~
512001 51 200 01 0-19 7|-5 51

1 4-1
~ |0 8-3

1-10 14-1
-1-63 ~ (01 O
0-3 1 -1-11 00 1

1-10 1 4-1 1-1 0
2-30) ~[0-1 0 1 6-3
—-1-11 0-3 1 217 -8




Inverzszamitas

340
Példa: Keressik mega | 2 0 1 | matrix balinverzét!
Ldssuk: 512
340/100 14-11-10 1 4-1 1-10
201010 | ~ (20 10 10) ~ [0 —8 3-2 30 |~
512001 51 200 01 0-19 7|-5 51

1-10 14-11-1 O
-1-63 ~ (01 01 6-3
-1-11 00 1|2 17 -8

1 4-1 1-10 1 4-1
~ |0 8-3 2-30) ~|0-1 O
0-3 1-1-11 0-3 1

140|316 -8
~ (0101 6-3
001

217 -8




Inverzszamitas

340
Példa: Keressik mega | 2 0 1 | matrix balinverzét!
Ldssuk: 512
340/100 14-11-10 1 4-1 1-10
201010 | ~ (20 10 10) ~ [0 —8 3-2 30 |~
512001 51 200 01 0-19 7|-5 51

1 4-1
~ |0 8-3
0-3 1

140|316 -8 100
~ (0101 6-3 ~ (010
001|217 -8 001

1-10 1 4-1 1-10 14-1
2-30) ~ [ 0-1 0/-1-63 ~ (01 O
—-1-11 0-3 1-1-11 00 1

-1-8 4
1 6-3
2 17 -8

1-1 0
1 6-3
217 -8




Inverzszamitas

Példa: Keressiilk meg a

N W

Lassuk:

340100 14-1
<201010> N<2O 1
512001 51 2
1 4-1
N<0 8 -3
0-3 1

140|316 -8 100
~ (0101 6-3 ~ (010
001|217 -8 001

0

1

2
1-10 1
0 10) ~ (0 -8 3
0 01 0-19 7
1-10 1 4-1
2-30) ~[0-1 0
—1-11 0-3 1

-1-8 4
1 6-3
2 17 -8

matrix balinverzét!

1-10
-2 30 |~
-5 51

1-1 0
1 6-3
217 -8

4
0
1

4-1

1-10 14-1
-1-63 ~ (01 O
-1-11 00 1

2 17 -8

-1-8 4
A bal oldalon egységmatrixot kaptunk, ezért AB = < 1 6—3>



Inverzszamitas

Példa: Keressiilk meg a

N W

Lassuk:

340100 14-1
<201010> N<2O 1
512001 51 2
1 4-1
N<0 8 -3
0-3 1

140|316 -8 100
~ (0101 6-3 ~ (010
001|217 -8 001

0

1

2
1-10 1
0 10) ~ (0 -8 3
0 01 0-19 7
1-10 1 4-1
2-30) ~[0-1 0
—1-11 0-3 1

-1-8 4
1 6-3
2 17 -8

matrix balinverzét!
1-10
-2 30 |~

-5 51

1-10 14-11-1 O
—1—63> N(Ol 0|1 6—3)
-1-11 00 1|2 17 -8

4
0
1

4-1

2 17 -8

-1-8 4
A bal oldalon egységmatrixot kaptunk, ezért AB = < 1 6—3>

-1-8 4
Ellenorzés: 1 6-3
217-8
340/ 1 0 O
201 0 1 O
512/ 0 0 1
—1-8 4100
1 6-3[010
2 17-8l001

gybztiink, sét: AB = A/
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Inverzszamitas Il.

-1
2 > matrix balinverzét!
4

N W
= O N

Példa: Keressiik meg most a <

Lassuk:
34-1]100
(20 2010)
51 4001




Inverzszamitas Il.

-1
2 > matrix balinverzét!
4

N W
= O N

Példa: Keressiik meg most a <
Lassuk:

34-1/100 14-3[1-10
20 2010 ) ~ (20 20 10
51 4001 51 40 01

(][]




Inverzszamitas Il.

Példa: Keressiik meg most a

Lassuk:
100 14-3
010) ~ <2o 2
001 51 4

34-1 1-10
20 2
51 4

0 10
0 01

>N




Inverzszamitas Il.

-1
2 ) matrix balinverzét!

4
1-10
-2 30 |~
-5 51

3 4
Példa: Keressiik meg most a < 2.0

5 1
1-10 14—
0 10| ~ 04€ 8
0 01 0-19 19

Lassuk:
100 14-3
010) ~ (20 2
001 51 4

34-1
<20 2
51 4
1 4-3 1-10
N(O 8 -8 2—30>
0-3 3-1-11

(] [ ][]




Inverzszamitas Il.

-1
2 ) matrix balinverzét!

4
0
1 4
1-10 1 - 1-10
0 10> ~ (0 -8 8 -2 30>rv
0 01 0-—-19 19|-5 51

1-10
-1-63
-1-11

3
Példa: Keressiik meg most a < 2
5

Lassuk:
100 14-3
010) ~ (20 2
001 51 4

34-1
<20 2
51 4

1-10 1 4-3

2—30> ~ (0—1 1

-1-11 0-3 3

1 4-3
m,<o 88
0-3 3

(1] [arf-s{m]




Inverzszamitas Il.

3 4 -1
Példa: Keressiik meg most a < 2 0 2 ) matrix balinverzét!
Lassuk: 5 1 4
34-1]100 14-31-10 1 4-3 1-10
<20 2010) ~<20 20 10> N(O -8 8|-2 30>~
51 4001 51 40 01 0-19 19|-5 51

1-10 14-3
-1-63 ~ [01-1
-1-11 00 O

1 4-3 1-10 1 4-3 1-1 0
~ (0 8-8 2-30 ~ | 0-1 1 1 6-3
0-3 3-1-11 0-3 3 217 -8




Inverzszamitas Il.
—1

3 4
Példa: Keressiik meg most a < 2 0 2 ) matrix balinverzét!
5 1

Lassuk: 4
34-1]100 14-31-10 1 4-3 1-10
20 20010) ~ (20 20 10)] ~ [0 —8 8-2 30 |~
51 4001 51 40 01 0-19 19|-5 51
1 4-3 1-10 1 4-3 1-10 14-31-1 0
~ |0 8-8 2-30) ~(0-1 1]-1-63) ~ [01-1]1 6-3
0-3 3-1-11 0-3 3-1-11 00 02 17-8
A bal oldali részben csupa0 sort kaptunk, tehdt az A sorai altal
generdlt alteret két vektor generalja, igy nem lehet benne hdrom
flggetlen vektor. Ezért A sorai nem generalhatjak a standard bazis

elemeit, vagyis /I, biztosan nem kaphaté meg A-bdl balszorzéssal,
azaz A-nak nincs balinverze.




Inverzszamitas Il.
—1

3 4
Példa: Keressilk meg mosta [ 2 0 2 | matrix balinverzét!
5 1 4
1-10
-2 30 |~
-5 51

Ldssuk:
34-1]100 14-31-10 1 4-3
20 2010) ~ (20 20 10) ~ [0 -8 8
51 4001 51 40 01 0-19 19
1 4-3 1-10 1 4-3 1-10 14-31-1 0
~ (0 8-8 2-30) ~(0-1 1]-1-63) ~ [01-11 6-3
0-3 3-1-11 0-3 3-1-11 00 02 17-8
A bal oldali részben csupa0 sort kaptunk, tehdt az A sorai altal
generdlt alteret két vektor generalja, igy nem lehet benne hdrom
flggetlen vektor. Ezért A sorai nem generalhatjak a standard bazis
elemeit, vagyis /I, biztosan nem kaphaté meg A-bdl balszorzéssal,
azaz A-nak nincs balinverze.

Ha az A € R™"™ matrix sorai lin.ftn-ek, akkor A-nak van
balinverze, ha A sorai nem lin.ftn-ek, akkor A-nak nincs balinverze.




Inverzszamitas Il.

3 4 -1
Példa: Keressiik meg most a < 2 0 2 ) matrix balinverzét!
5 1

Lassuk: 4
100 14-3 1-10
010) ~<20 2 -2 30>~
001 51 4 -5 51

34-1 1-10 1 4-3

<20 2 0 10> ~ <0 -8 8

51 4 0 01 0-19 19
1-10 1 4-3 1-1 0
2—30> N(O—l 1 1 6—3)
-1-11 0-3 3 217 -8

1 4-3 1-10 14-3
~ |0 8-8 -1-63 ~ [01-1
0-3 3 -1-11 00 O

A bal oldali részben csupa0 sort kaptunk, tehdt az A sorai altal
generdlt alteret két vektor generalja, igy nem lehet benne hdrom
flggetlen vektor. Ezért A sorai nem generalhatjak a standard bazis
elemeit, vagyis /I, biztosan nem kaphaté meg A-bdl balszorzéssal,
azaz A-nak nincs balinverze.

Ha az A € R™"™ matrix sorai lin.ftn-ek, akkor A-nak van
balinverze, ha A sorai nem lin.ftn-ek, akkor A-nak nincs balinverze.

Ugyanez a transzponaltra a jobbinverz létezését karakterizélja:
Ha A € R"™*" oszlopai lin.ftn-ek, akkor A-nak van
jobbinverze, ha pedig A oszlopai nem lin.ftn-ek, akkor nincs.



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™" matrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Biz: Legyen V az A sorai altal generdlt altér, és A’ az A-bdl
ESA-okkal kaphaté RLA matrix (ami felsé haromszogmatrix).
Mivel ESA nem viltoztat a sorok 4ltal generdlt altéren, ezért A/
sorai is V-t generaljak. igy (A sorai lin.ftn-ek) <=
(dim V = n) <= (A’ sorai lin.ftn-ek) <= (A’-nek nincs csupa0
sora) <= (A’ minden sordban van vl) <— (|A'|=1) <~
(1A] # 0) ,
Az utolsé ekvivalencia azért igaz, mert ESA nem viltoztat a
determinans 0/nem0 voltan.
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(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Biz: (A-nak van balinverze) <= (A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
<= (|AT| #0) <= (AT sorai lin.ftn-ek) <= (A oszlopai
lin.ftn-ek) <= (A-nak van jobbinverze) O
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Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.
Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak
J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy

(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak
J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.
Biz: Az AB i-dik sordnak j-dik eleme az A i-dik sordnak és B j-dik
oszlopanak skalaris szorzata, azaz
ai1Aj1+ai2Aj2+ ...+ ajnAjn ahol a;  az A matrix i-dik
soranak j-dik elemét jelenti. Ha i = j, akkor ez az 0sszeg épp az A
i-dik sor szerinti kifejtése, vagyis |A|. Ha i # j, akkor ez az Gsszeg
egy U.n. ferde kifejtés: annak az A’ matrixnak az i-dik sor szerinti
kifejtése, amit A-bdl dgy kapunk, hogy a j-dik sor helyére az
i-ediket frjuk. Mivel A" két sora egyforma, ezért |A’| = 0. O
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Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.
Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak
J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.
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Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy

(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak

J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.

A fenti tétel jelSléseivel: ha |A] # 0, akkor A™! = B



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)
Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.
Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak
Jj-dik eleme az A; ; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A|

A fenti tétel jeldléseivel: ha |A| # 0, akkor A~1 = ﬁB

_ -1 _
Biz: A- <|A|B>_|A|(AB) LA =h=AT=%B8 O



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy

(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak

J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.

A fenti tétel jelSléseivel: ha |A] # 0, akkor A™! = B



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy

(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak

J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.

A fenti tétel jelSléseivel: ha |A] # 0, akkor A™! = B

Négyzetes matrix inverzének kiszdmitdsara két mddszeriink
is van: vagy egy n x 2n méretii matrixbdl RLA matrixot készitlink
ESA-okkal, vagy kiszamitjuk |A|-t és az Gsszes el8jeles
aldeterminanst.



Az inverz és a determindns kapcsolata

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy

(A sorai lin.ftn-ek) <= (|A| # 0)

Tetsz. A € R™™ mitrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)
Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tfh A€ R™" és legyen a B € R™*" matrix i-dik soranak

J-dik eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,.

A fenti tétel jelSléseivel: ha |A] # 0, akkor A™! = B

Négyzetes matrix inverzének kiszdmitdsara két mddszeriink
is van: vagy egy n x 2n méretii matrixbdl RLA matrixot készitlink
ESA-okkal, vagy kiszamitjuk |A|-t és az Gsszes el8jeles
aldeterminanst.
Def: Az A € R"™" mitrix reguldris (avagy invertalhatd), ha A-nak
van inverze, és szinguldris ha nincs.

Tfh A négyzetes matrix. Ekkor (A reguldris) <= (|A| #0)
<= (A sorai lin.ftn-ek) <= (A oszlopai lin.ftn-ek) <= (az
A-bél kapott RLA matrix minden sordban van v1)



Mit tanultunk ma?
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Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (Gsszeadas,
skaldrral szorzas)

Vektorok skalaris szorzasa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)
Matrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitdsok,
asszociativitasok, transzponalas)

Szorzatmitrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezok
soraihoz és oszlopaihoz
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Mit tanultunk ma?

» Koordinatanként értelmezett matrixmiveletek (Gsszeadds,
skaldrral szorzas)

> Vektorok skalaris szorzasa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

» Matrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitsok,
asszociativitasok, transzponalas)

P Szorzatmatrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezok
soraihoz és oszlopaihoz

> Négyzetes matrixok ,,reciproka”: balinverz és jobbinverz

> Inverz létezése = sorok, oszlopok linedris fliggetlensége



Mit tanultunk ma?
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Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (Gsszeadas,
skaldrral szorzas)

Vektorok skalaris szorzasa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

Matrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitdsok,
asszociativitasok, transzponalas)

Szorzatmitrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezok
soraihoz és oszlopaihoz

Négyzetes matrixok ,,reciproka”: balinverz és jobbinverz
Inverz létezése = sorok, oszlopok linearis fuggetlensége
Inverzszamitas ESA-okkal a kibOvitett matrixon
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Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (Gsszeadas,
skaldrral szorzas)

Vektorok skalaris szorzasa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

Matrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitdsok,
asszociativitasok, transzponalas)

Szorzatmitrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezok
soraihoz és oszlopaihoz

Négyzetes matrixok ,,reciproka”: balinverz és jobbinverz
Inverz létezése = sorok, oszlopok linearis fuggetlensége
Inverzszamitas ESA-okkal a kibOvitett matrixon

Reguldris (invertalhatd) matrixok jellemzése
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Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (Gsszeadas,
skaldrral szorzas)

Vektorok skalaris szorzasa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

Matrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitdsok,
asszociativitasok, transzponalas)

Szorzatmitrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezok
soraihoz és oszlopaihoz

Négyzetes matrixok ,,reciproka”: balinverz és jobbinverz
Inverz létezése = sorok, oszlopok linearis fuggetlensége
Inverzszdmités ESA-okkal a kibbvitett matrixon
Reguldris (invertalhatd) matrixok jellemzése

Inverzmatrix képlete el6jeles aldetermindnsokkal



Mit tanultunk ma?
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Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (Gsszeadas,
skaldrral szorzas)

Vektorok skalaris szorzasa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

Métrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitsok,
asszociativitasok, transzponalas)

Szorzatmitrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezok
soraihoz és oszlopaihoz

Négyzetes matrixok ,,reciproka”: balinverz és jobbinverz
Inverz létezése = sorok, oszlopok linearis fuggetlensége
Inverzszdmités ESA-okkal a kibbvitett matrixon
Reguldris (invertalhatd) matrixok jellemzése

Inverzmatrix képlete el6jeles aldetermindnsokkal

Koszonom a figyelmet!



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk — R" leképezés,
amire a matrixszorzas azonossagai miatt Yu,v € Rk, VA € R-re
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.

Ha az A maétrixszal torténé balszorzassal definidlunk egy, az R”
térbél az R¥ térbe képezé fiiggvényt, akkor a fenti tulajdonsigok
teljesiilnek. Ennek érdemes nevet adni, mert fontosak azok a
fuggvények, amik rendelkeznek ezzel a tulajdonsdggal.
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Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk — R" leképezés,
amire a matrixszorzas azonossagai miatt Yu,v € Rk, VA € R-re
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tfh U <RKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.



Linedris leképezések

Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk — R" leképezés,
amire a matrixszorzas azonossagai miatt Yu,v € Rk, VA € R-re
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tfh U <RKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.
Példa: Lin.lekép R2-b3l R?-be (a szokasos helyvektorokon) az
origdra tiikrozés, az origd koruli forgatds, az x tengelyre vetités,
vagy egy origdn dtmend egyenesre tiikrozés. R? — R3 linedris
leképezés, ha pl. az sik minden (x,y) pontjdhoz a tér (2x,0,y/2)
pontjdt rendeljik.



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk — R" leképezés,
amire a matrixszorzas azonossagai miatt Yu,v € Rk, VA € R-re
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tfh U <RKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.
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Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk — R" leképezés,
amire a matrixszorzas azonossagai miatt Yu,v € Rk, VA € R-re
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tth U <RK és V <R". Az f: U — V lineéris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.
Tetsz. A € R"k mitrixra az A-val térténd balszorzas
RK-bél R"-be hatd linedris leképezést definial.
Kinzé kérdés: Minden lin.leképezés megadhaté matrixszorzassal?
Megnyugtaté valasz: Igen.
Ezt most igazolni fogjuk.
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f()\lgl + ...+ )\kgk) = f()\lgl) +...+ f()\kgk) =
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Tfh U < RX,V <R". Ekkor f : U — V lin.lekép —
f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Biz: =: Mivel f additiv és homogén, ezért
f()\lgl + ...+ )\kgk) = f()\lgl) +...+ f()\kgk) =
Mf(up) + ...+ Af(uy), azaz f zart a lin.komb-ra.
«: Ha f zart a lin.komb-ra, akkor
f(Au) = Af(u), hisz Au az u lin.komb-ja, tovabb3
flutv)=rf(lu+1lv)=1f(u) + 1f(v) = f(u) + f(v),
tehat f homogén is és additiv is. Egyszdval f lin.lekép.

OJ
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f zart a lin.komb-ra, azaz f(z g Ailj) = Zle Nif (u;) VA, ;.

Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= St Aib;, akkor f(u) = S¢_; Nif(b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.leképezést.

Annak az igazolasdhoz, hogy minden f linedris leképezés elGall
matrixszal torténo balszorzédssal, elegendd csupan azt megmutatni,
hogy van olyan [f] matrix, amire f(b;) = [f]b; teljesul Vb;-re.
Legyen u = A1by + Aob, + ... tetszdleges. Ekkor a fentlek alapjdn
f(u) = A1f(by) + Xof(by) + ... = Ai[f]by + \2[f]by + ... = [f]u.
Ezért minden u vektor f szerinti f(u) képe megkaphaté az [f]
matrixszal torténd balszorzassal.
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Tth U <Rk, V <R", {by,...,b,,} az U bazisa és
Vi,...,V, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R"*k mitrix,
amire Ab; = y; teljesil V1 < j < m esetén.

Biz: Legyen B = (by,...,b,,), és C = (vy,...,v,,). A Lemma
allitasa ekvivalens azzal, hogy van olyan A matrix, amire A- B = C.
A matrixszorzas kulonos tulajdonsdga kapcsan azt lattuk, hogy
pontosan akkor van ilyen A ha C minden sora el6all B sorainak
linedris kombinacidjaként. Ezt fogjuk tehat most igazolni.
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Tth U <Rk, V <R", {by,...,b,,} az U bazisa és
Vi,...,V, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R"*k mitrix,
amire Ab; = y; teljesil V1 < j < m esetén.

Biz: Mivel B bazis, ezért B oszlopai lin.ftn-ek. fgy a B ESA-okkal
RLA mdtrixsza transzformalt alakja (ey,...,e,,), azaz I, all az
RLA matrix tetején. Ezért I, minden sora el6all a B sorainak
linedris kombinacidjaként. Minden m oszlopbdl allé matrix, igy C
is megkaphaté I, sorainak linedris kombinaciéjaként. Tehat C
sorai elédllnak nem csak /,,, de B sorainak lin.komb-jaként is.  [J
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Tth U <Rk, V <R", {by,...,b,,} az U bazisa és
Vi,...,V, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R"*k mitrix,
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(Azaz minden lin.leképezés tkp egy matrixszal torténé balszorzas.)
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Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linearis leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.

Tfh U < RX,V <R". Ekkor f : U — V lin.lekép =

f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és

u= St Aib;, akkor f(u) = S¢_; Nif(b;), azaz a baziselemeken

felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.leképezést.

Tth U <Rk, V <R", {by,...,b,,} az U bazisa és
Vi,...,V, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R"*k mitrix,
amire Ab; = y; teljesil V1 < j < m esetén.

Tetsz. f: U — V lin.lekép esetén van olyan [f] matrix,
amire [flu = f(u) teljesil Vu € U esetén.
Biz: Legyen {b;,..., b} az U altér egy bazisa. A fenti Lemma
szerint van olyan [f] matrix, amire [f]b; = f(b;) teljesiil minden
baziselemre. Az u + [f]u olyan lineéris leképezés, ami a b;
baziselemeken megegyezik f-fel. Mivel a linearis leképezést a
baziselemek képe meghatdrozza, ezért f(u) = [flu Yu € U. 0
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Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linearis leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.

Tth U < RK, V <R". Ekkor f : U — V lin.lekép <=

f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és

u= St Aib;, akkor f(u) = S¢_; Nif(b;), azaz a baziselemeken

felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.leképezést.

Tth U <Rk, V <R", {by,...,b,,} az U bazisa és
Vi,...,V, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R"*k mitrix,
amire Ab; = y; teljesil V1 < j < m esetén.

Tetsz. f: U — V lin.lekép esetén van olyan [f] matrix,
amire [flu = f(u) teljesil Vu € U esetén.

Azt fogjuk most megfigyelni, hogyan is kell az f lineéris leképezés
[f] matrixat kiszdmitani a baziselemek képeinek segitségével.



Linedris leképezés matrixa
Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Megj: A fenti Allités azt mondja ki, hogy az f lineéris leképezést
balszorzdssal megvaldsité [f] matrixot dgy kapjuk meg, hogy a
standard bazis elemeinek képeit, mint oszlopvektorokat egy
matrixba rendezziik.
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Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Biz: Azt kell megmutatni, hogy [f]v = f(v) teljesiil Vv € Rk-re.
Lattuk, hogy [fle; = (f(e1), f(e2), - -, f(en)) & = f(e;)
Ha tehdt v = >"7 ; Aje;, akkor
[flv =17 Aiey) = 207 Ailfles = 3001, Aif (&;) = F(21, Aigg) = f(v)
(A 2-dik és 4-dik egyenléségnél f ill [f] linedris kombindcié tartd
tulajdonsagat, a 3-dikndl pedig a bizonyitds elején szereplo
megfigyelést hasznaltuk.) O]
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Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
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Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor

fuler) = (mi ) il falea) = (oo ) fey [l = (Son ~2n).
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Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor

fuler) = (mi ) il falea) = (oo ) fey [l = (Son ~2n).



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
fler) = (Sa ) i falea) = ("0 ) v (61 = (500 "220).
Tfh £ : R” — R¥ és g : R 5 RY lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
fler) = (Sa ) i falea) = ("0 ) v (61 = (500 "220).
Tfh f : R" — R¥ és g : RX — R’ lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o ] = [g][f].
Megj: A Lemma azt mondja ki, hogy linearis leképezések
egymdsutanja olyan linedris leképezés, aminek a matrixa a két
linedris leképezés matrixanak a szorzata, ahol a bal oldali tényezé a
mdsodiknak elvégzett leképezés matrixa.



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
fler) = (Sa ) i falea) = ("0 ) v (61 = (500 "220).
Tfh £ : R” — R¥ és g : R 5 RY lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
fler) = (Sa ) i falea) = ("0 ) v (61 = (500 "220).

Tfh f : R" — R¥ és g : RX — R’ lin.lekép-ek. Ekkor

gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].
Biz: El6szor g o f linearitasat igazoljuk:
g(f(hu)) = g(Af(u)) = Ag(f(u)) homogén, ill.
g(f(u+v)) = g(f(u) + f(v)) = g(f(u)) + g(f(v)) linedris.
Tehat g o f csakugyan linearis leképezés.
Végiil a kompozicidmatrixrdl sz6l6 képlet helyességét bizonyitjuk.



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
fler) = (Sa ) i falea) = ("0 ) v (61 = (500 "220).
Tfh f : R" — R¥ és g : RX — R’ lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].
Biz:



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
(e = (370) i fulea) = (T20) ey 161 = (527200
Tth f: R — R¥ és g : Rk — R’ lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].
Biz: A tanultak szerint [g o f] i-dik oszlopa g(f(e;)) = [g]([f]e;)-
Lattuk, hogy [fle; az [f] i-dik oszlopa, igy [g]([f]e;) a [g] matrix
szorzata az [f] matrix i-dik oszlopdval.
Ez pedig nem mas, mint az [g][f] szorzatmatrix i-dik oszlopa.
Ezek szerint a [g o f] matrix i-dik oszlopa megegyezik a [g][f]
matrix i-dik oszlopaval (Vi-re), igy aztan [g o f] = [g][f]. O
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Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
fler) = (Sa ) i falea) = ("0 ) v (61 = (500 "220).
Tfh £ : R” — R¥ és g : R 5 RY lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].
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Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
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Tth f: R — R¥ és g : Rk — R’ lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
[g o f] = [g][f]-

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
faler) = (Snn) I falea) = ("0 ) ey [0 = (S0 20

Tth f : R" — R¥ és g : RK — R’ lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.

Biz: Legyenek A, B ill. C az f, g és h linearis leképezések matrixai.
Ekkor A(BC) az f o (g o h), (AB)C pedig az (f o g) o h leképezés
matrixa. Mérpedig f o (g o h)(v) = f(g(h(v))) = (f o g) o h(v)
miatt e két leképezés megegyezik, igy a matrixaik is azonosak. [



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
fler) = (e ) I fule) = (nn ) ey [6) = (S0 ~ana)-

Tth f: R — R¥ és g : Rk — R’ lin.lekép-ek. Ekkor
gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
[g o f] = [g][f]-

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.



Linedris leképezés matrixa

Ha f : RK — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(ey),. .., f(ey)).
Def: A fenti [f] métrix az f : RK — R” linearis leképezés mitrixa.

Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatas R?-ben. Ekkor
cos« —sina)

fuler) = (S0 ) ill fulea) = (Tone ) ey (6] = (Soa ~one
Tfh f: R" — Rk és g: Rk — R lin.lekép-ek. Ekkor

gof:R" — Ris lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.

A fenti példaban szerepl6 elforgatdsokra igaz, hogy

, a+ —sin(a +

fars = a0 fo T8y (Saa 1) ot ) =Mool = [allfi] =
(cosa 7sino¢). (cos[ﬁ 7sinB) — (cosacosﬁfsinasinﬁ 7sinac0567cosasin6)

sina  cosa sinB  cosf sin a cos B + cos asin B cos ovcos B — sin asin B
Ebbdl pedig cos(a + ) = cosa.cos B — sinasin 3 ill.
sin(a 4+ ) = sinasin 8 + cos « cos 3 adddik. O
Vdratlan mdédszerrel igazoltuk a trigonometrikus fiiggvények
addicids képletét.



