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Matrix rangja

Lattuk, hogy egy négyzetes matrixnak vagy a sorai is és az oszlopai
is lin.ftn-ek, vagy se a sorai, se az oszlopai nem azok. Lehet-e
altalanositani ezt a megfigyelést nem négyzetes matrixokra?

Ebben a formaban nem.

Ha mondjuk n < k és egy n x k méretli matrix sorai fliggetlenek,
akkor az oszlopok n magassagu vektorok, tehat legfeljebb n lehet
koziiliik fiiggetlen, k semmiképp.

Van azonban egy jél hasznilhaté altaldnositdsa a fenti ténynek.
(Tobbek kozott) azt fogjuk megmutatni, hogy ha egy M matrixnak
van k lin.ftn sora, akkor van k lin.ftn oszlopa is, és viszont.

Ebbdl kovetkezik pl. a négyzetes matrixok fenti tulajdonsaga is.



Matrix rangja



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixanak mérete, jele: d(A).
Megj: Az A matrix m x m méretli négyzetes részmatrixa alatt
olyan matrixot értiink, amit Ggy kapunk, hogy kivalasztjuk A m
sorat és m oszlopat. A részmatrixot a kivalasztott sorok-oszlopok
metszéspontjaban 3llé elemek alkotjak. Nem kell tehat a
kivalasztott soroknak vagy oszlopoknak szomszédosaknak lenniiik.
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Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).

(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ar1, Ap,...) és o(A) = dim(AL, A2, . .).



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).

(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
Biz: (1): A transzponalt sorai a matrix oszlopainak felelnek meg.
(2) Legyen B az (A1, Ay, ...) altér egy sorvektorokbdl allé bazisa.
Ekkor egyrészt |B| = dim(A1, Az, ...), masrészt B a sorok egy
maximalis méretii lin.ftn részhalmaza, ezért |B| = s(A). Tehat
s(A) = |B| = dim(A1, Az, .. .).
Az oszloprangra vonatkozé éllitds hasonléan igazolhaté az
oszlopvektorok segitségével. O
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
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(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Biz: Sorrang Minden ESA utan keletkez8 sort generdlnak A sorai.

Ezért ESA utdn a sorok &ltal generdlt altér nem boviilhet. Lattuk,
hogy minden ESA visszaalakithaté legfeljebb 3 ESA-sal. Ezért ESA
utdn a sorok 4ltal generdlt altér nem is sziikiilhet, u.i. a
visszaalakitaskor nem tudna visszabdviilni. Tehat ESA utdn a sorok
altal generalt altér nem véltozik. Ekkor a dimenzidja sem valtozik,
ami pedig az el6z6 megfigyelés miatt épp a széban forgd sorrang.
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
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ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Biz:



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).

(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Biz: Oszloprang Ha A egy oszlopa el6all néhdny masik oszlop
linearis kombinacidjaként, akkor ugyanez az oszlop ugyanilyen
egyutthatdkkal szintén el6dll egy ESA utén is. Ezért ha néhany
oszlop az oszlopok altal generdlt altér bazisat alkotja, akkor
ugyanezek az oszlopok ESA utén is generadtorrendszert alkotnak, és
tartalmaznak egy bazist. Az ESA visszaalakithatésaga miatt ez a
bazis nem sziikilhet, igy az oszlopok generdlta altér dimenzidja
(vagyis az oszloprang) sem valtozik ESA utén.
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Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.

Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Biz: A vl-ekhez tartozd oszlopok az oszlopok altal generalt altér
bazisat alkotjdk, igy o(A) a vl-ek szdma.
RLA matrix csupa 0 sorait elhagyva a maradék (v1-t tartalmazd)
sorok lin.ftn-ek, hisz egyik se 3ll el6 a tobbi lin.komb-jaként. Ezért
s(A) is a vl-ek szdma, tehat s(A) = o(A). O
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
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Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
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(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).



Matrix rangja

Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).

Biz: Legyen A’ az A-bdl ESA-okkal kapott RLA matrix. Ekkor
s(A) = s(A") = o(A') = o(A). O
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).

(1) o(A) = s(AT).
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akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).

ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
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(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) > k)



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) = (d(A) = K)
Biz: =: Tth van k lin.ftn sor, ezek alkossdk az A’ matrixot. Ekkor
k = s(A") = o(A’): A'-nek van k lin.ftn oszlopa. Alkossik ezek az
A" métrixot. Mivel o(A”) = k = s(A"), A” az A egy k x k méretli
nemnulla determindnsd négyzetes részmatrixa. Tehat d(A) > k.



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) > k)
Biz:



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) > k) <= (d(A) > k)
Biz: «<: Tfh A” egy k x k-as nemnulla determindnsii négyzetes
részmatrix. Az inverzrdl tanultakndl Ittuk, hogy A” sorai
lin.ftn-ek. Ezért az A” sorainak megfeleld A-beli sorok is lin.ftn-ek,
vagyis s(A) > k. O



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) <= (d(A) > k)



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ar, Ap,...) és o(A) = dim(AL, A2,. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) = (d(A) > K)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ar, Ap,...) és o(A) = dim(AL, A2,. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) = (d(A) > K)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Biz: Ha s(A) = k, akkor az eléz6 &llitas miatt d(A) > k.
Ha pedig d(A) = k, akkor s(A) > k. Ezért s(A) = d(A).
Kordbban lattuk, hogy s(A) = o(A). O



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ar, Ap,...) és o(A) = dim(AL, A2,. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) = (d(A) > K)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
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Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) = (d(A) > K)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Def: Az A € R™k mitrix rangja r(A) = s(A).



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) < (d(A) > k)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Def: Az A € R™k mitrix rangja r(A) = s(A).
fgy tehat nem csak definaltuk a rangot, hanem azt is latjuk, hogy a
rangra harom lényegesen kiilonb6zé mddon tudunk gondolni.



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
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Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Def: Az A € R™k mitrix rangja r(A) = s(A).



Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ay, Az, ...) és o(A) = dim(AL, A% .. .).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
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Matrix rangja
Def: Legyen A € Rk mitrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A
sorvektoraibdl kivalaszthatd k lin.ftn de k + 1 nem.
Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibdl
kivalaszthaté k lin.ftn de kK + 1 nem.
Az A determindnsrangja A legnagyobb nemnulla determinansu
négyzetes részmatrixdnak mérete, jele: d(A).
(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha A1, Ay, ... ill. AL, A2, ... jeloli rendre A sorait és oszlopait,
akkor s(A) = dim(Ar, Ap,...) és o(A) = dim(AL, A2,. ).
ESA sorén a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szdma.
Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).
(s(A) = k) = (d(A) > K)
Tetsz. A métrixra s(A) = o(A) = d(A).
Def: Az A € R™k mitrix rangja r(A) = s(A).
Rang meghatdarozasa:
ESA-okkal képzett (R)LA matrix vl-ei szdma.



A matrixrang két tulajdonsaga
Ha A, B € Rk akkor r(A+ B) < r(A) + r(B) .



A matrixrang két tulajdonsaga

Ha A, B € Rk akkor r(A+ B) < r(A) + r(B) .
Biz: Tfh a;,...,a,(a) az A lin.ftn sorai és by, ..., b,(gy a B lin.ftn
sorai. Ekkor az ay, ..., a,(4) sorvektorok generaljak A minden
sorat, €s a by, ..., b,g) sorok generaljak B minden sorit. Mivel
A + B minden sordt generdljdk A sorai és B sorai, ezért A+ B
sorait generaljak az ay, ..., a,(4), by, ..., by(p) vektorok is. Az
A + B sorvektorai altal generalt altér dimenzidjara tehat
r(A+ B) < r(A) + r(B) teljesiil. O



A matrixrang két tulajdonsaga

Ha A, B € Rk akkor r(A+ B) < r(A) + r(B) .
Biz: Tfh a;,...,a,(a) az A lin.ftn sorai és by, ..., b,(gy a B lin.ftn
sorai. Ekkor az ay, ..., a,(4) sorvektorok generaljak A minden
sorat, €s a by, ..., b,g) sorok generaljak B minden sorit. Mivel
A + B minden sordt generdljdk A sorai és B sorai, ezért A+ B
sorait generaljak az ay, ..., a,(4), by, ..., by(p) vektorok is. Az
A + B sorvektorai altal generalt altér dimenzidjara tehat
r(A+ B) < r(A) + r(B) teljesiil. O
AcR™k B e R = r(AB) < min(r(A), r(B)) .



A matrixrang két tulajdonsaga

Ha A, B € Rk akkor r(A+ B) < r(A) + r(B) .
Biz: Tth a;,...,a,(a) az A lin.ftn sorai és by, ..., b,y a B lin.ftn
sorai. Ekkor az ay, ..., a,(4) sorvektorok generaljak A minden
sorat, €s a by, ..., b,g) sorok generaljak B minden sorit. Mivel
A + B minden sordt generdljdk A sorai és B sorai, ezért A+ B
sorait generaljak az ay, ..., a,(4), by, ..., by(p) vektorok is. Az
A + B sorvektorai altal generalt altér dimenzidjara tehat
r(A+ B) < r(A) + r(B) teljesiil. O
AcR™k B e R = r(AB) < min(r(A), r(B)) .
Biz: Lattuk, hogy AB minden sora a B sorainak lin.komb-ja, ezért
AB sorvektorai altal generdlt altér része a B sorvektorai altal
generdlt altérnek. igy az elsd altér dimenziéja nem lehet nagyobb a
masodikénal, vagyis r(AB) = s(AB) < s(B) = r(B).
Hasonléan, AB minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja, tehat
az AB oszlopai altal generdlt altér dimenzidja nem nagyobb az A
oszlopai éltal generdltnal: r(AB) = o(AB) < o(A) = r(A).
Innen a tétel allitdsa kozvetlenil adddik. O



Linearis egyenletrendszerek, mar megint

A matrixokat a linedris egyenletrendszerek médszeres
megolddsdhoz vezettiik be, majd kiilonféle hasznos dolgokat
tudtunk meg a réluk. Fel tudjuk-e hasznalni ezt a tudast a linearis
egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémak megolddsa soran?
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megolddsdhoz vezettiik be, majd kiilonféle hasznos dolgokat
tudtunk meg a réluk. Fel tudjuk-e hasznalni ezt a tudast a linearis
egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémak megolddsa soran?
Hat persze. Figyeljik meg, hogy a linedris egyenletrendszer
voltaképp egy mdtrixegyenlet.



Linearis egyenletrendszerek, mar megint

A matrixokat a linedris egyenletrendszerek médszeres
megolddsdhoz vezettiik be, majd kiilonféle hasznos dolgokat
tudtunk meg a réluk. Fel tudjuk-e hasznalni ezt a tudast a linearis
egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémak megolddsa soran?
Hat persze. Figyeljik meg, hogy a linedris egyenletrendszer
voltaképp egy mdtrixegyenlet.

Példa:

x1 — 3x3 +5x4 = —6

7X1 —|— 2X2 —|— 3X3 = 9 < 1 0 —3 5 —6
X2 +7Tx3 —2x4 = 11 72 30 9
01 7-2 11
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A matrixokat a linedris egyenletrendszerek médszeres
megolddsdhoz vezettiik be, majd kiilonféle hasznos dolgokat
tudtunk meg a réluk. Fel tudjuk-e hasznalni ezt a tudast a linearis
egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémak megolddsa soran?
Hat persze. Figyeljik meg, hogy a linedris egyenletrendszer

voltaképp egy matrixegyenlet. x1
Példa: X2
X3

x1 — 3x3 +5x4 = —6 X1

7X1 —|— 2X2 —|— 3X3 = 9 < 1 0 —3 5 —6
X2+ Tx3 —2x4 = 11 72 30 9
01 7-2
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A matrixokat a linedris egyenletrendszerek médszeres
megolddsdhoz vezettiik be, majd kiilonféle hasznos dolgokat
tudtunk meg a réluk. Fel tudjuk-e hasznalni ezt a tudast a linearis
egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémak megolddsa soran?
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X2+ Tx3 —2x4 = 11 72 30 9
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Linearis egyenletrendszerek, mar megint

A matrixokat a linedris egyenletrendszerek médszeres
megolddsdhoz vezettiik be, majd kiilonféle hasznos dolgokat
tudtunk meg a réluk. Fel tudjuk-e hasznalni ezt a tudast a linearis
egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémak megolddsa soran?
Hat persze. Figyeljik meg, hogy a linedris egyenletrendszer

voltaképp egy matrixegyenlet. x1
Példa: X2
X3

x1 — 3x3 +5x4 = —6 X1

7x1+2x+3x3=9 < [10-3 5 -6 ~ Ax=0b
X2 +7Tx3 —2x4 = 11 72 30 9

01 7-2 11
Az (A|b) kib.egyhémx-hoz tartozé linedris egyenletrendszer
ekvivalens az Ax = b métrixegyenlettel, ahol x = (xi, ... ,xn)T az

ismeretleneket tartalmazé oszlopvektor.



Linearis egyenletrendszerek, mar megint

A matrixokat a linedris egyenletrendszerek médszeres
megolddsdhoz vezettiik be, majd kiilonféle hasznos dolgokat
tudtunk meg a réluk. Fel tudjuk-e hasznalni ezt a tudast a linearis
egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémak megolddsa soran?
Hat persze. Figyeljik meg, hogy a linedris egyenletrendszer

voltaképp egy matrixegyenlet. x1
Példa: X2
X3

x1 — 3x3 +5x4 = —6 X1

7x1+2x+3x3=9 < [10-3 5 -6 ~ Ax=0b
X2 +7Tx3 —2x4 = 11 72 30 9

01 7-2 11
Az (A|b) kib.egyhémx-hoz tartozé linedris egyenletrendszer
ekvivalens az Ax = b métrixegyenlettel, ahol x = (xi, ... ,xn)T az

ismeretleneket tartalmazé oszlopvektor.
Kinzé kérdés: Mit jelent matrix-vektor terminolégidban, hogy az
Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhat6?



Linearis egyenletrendszerek, mar megint

X1

Példa: X2
x1 — 3x3 +5x4 = —6

Tx1+2x2 +3x3 =9 < 10-3 5 —6 < AK:Q
X2+ 7x3 —2x4 = 11 72 30 9

01 7-2 11
Az (A|b) kib.egyhdmx-hoz tartozé linedris egyenletrendszer
ekvivalens az Ax = b matrixegyenlettel, ahol x = (x1,...,x,)" az

ismeretleneket tartalmazé oszlopvektor.
Kinzo kérdés: Mit jelent matrix-vektor terminoldgidban, hogy az
Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhat6?



Linearis egyenletrendszerek, mar megint

X1

Példa: X2
x1 — 3x3 +5x4 = —6

Tx1+2x2 +3x3 =9 < 10-3 5 —6 < AK:Q
X2+ 7x3 —2x4 = 11 72 30 9
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Az (A|b) kib.egyhdmx-hoz tartozé linedris egyenletrendszer
ekvivalens az Ax = b matrixegyenlettel, ahol x = (x1,...,x,)" az

ismeretleneket tartalmazé oszlopvektor.

Kinzo kérdés: Mit jelent matrix-vektor terminoldgidban, hogy az
Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhat6?

Frappans valasz: A kérdés voltaképpen az, hogy mikor taldlhaté
olyan x oszlopvektor (konkrét szdmokkal), amire Ax = b teljesiil.



Linearis egyenletrendszerek, mar megint

X1

Példa: X2
x1 — 3x3 +5x4 = —6
Tx1+2x2 +3x3 =9 < 10-3 5 —6 < AK:Q

X2+ 7x3 —2xs = 11 (72 3 0) ( 9)

Az (A|b) kib.egyhdmx-hoz tartozé linedris egyenletrendszer
ekvivalens az Ax = b matrixegyenlettel, ahol x = (x1,...,x,)" az
ismeretleneket tartalmazé oszlopvektor.

Kinzo kérdés: Mit jelent matrix-vektor terminoldgidban, hogy az
Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhat6?
Frappans valasz: A kérdés voltaképpen az, hogy mikor taldlhaté

olyan x oszlopvektor (konkrét szdmokkal), amire Ax = b teljesiil.
Lattuk: Tetsz. A, B matrixra (B eléall AX = B alakban) <=
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X1

Példa: X2
X3
x1 — 3x3 +5x4 = —6 Xa

Tx1+2x2 +3x3 =9 < 10-3 5 —6 < AK:Q
X2+ 7x3 —2x4 = 11 72 30 9

01 7-2 11
Az (A|b) kib.egyhdmx-hoz tartozé linedris egyenletrendszer
ekvivalens az Ax = b matrixegyenlettel, ahol x = (x1,...,x,)" az

ismeretleneket tartalmazé oszlopvektor.

Kinzo kérdés: Mit jelent matrix-vektor terminoldgidban, hogy az
Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhat6?

Frappans valasz: A kérdés voltaképpen az, hogy mikor taldlhaté
olyan x oszlopvektor (konkrét szdmokkal), amire Ax = b teljesiil.
Lattuk: Tetsz. A, B matrixra (B eléall AX = B alakban) <=
(B minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja)



Linearis egyenletrendszerek, mar megint

X1

Példa: X2
x1 — 3x3 +5x4 = —6

Tx1+2x2 +3x3 =9 < 10-3 5 —6 < AK:Q
X +Tx3 —2x4 = 11 72 30 9

01 7-2 11
Az (A|b) kib.egyhdmx-hoz tartozé linedris egyenletrendszer
ekvivalens az Ax = b matrixegyenlettel, ahol x = (x1,...,x,)" az

ismeretleneket tartalmazé oszlopvektor.
Kinzé kérdés: Mit jelent matrix-vektor terminoldgiaban, hogy az
Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhat6?
Frappans valasz: A kérdés voltaképpen az, hogy mikor taldlhaté
olyan x oszlopvektor (konkrét szdmokkal), amire Ax = b teljesiil.
Lattuk: Tetsz. A, B matrixra (B eléall AX = B alakban) <=
(B minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja)

Ha A oszlopai AL, ..., akkor (Ix:Ax=b) <= (be(Al,...))
— ((AL,...) = (b,AL,..))) <= (dim(Al,...) =dim(b,Al,...))
> (r(A) = r(Alp)).



n ismeretlenes, n egyenletbdl all6 egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek elméletében fontos kérdés, hogy mitol
fugg a megoldds egyértelmiisége. Korabban mar lattuk, hogy n
ismeretlen esetén legalabb n egyenlet szlikséges ahhoz, hogy a
megoldas egyértelmi legyen.



n ismeretlenes, n egyenletbdl all6 egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek elméletében fontos kérdés, hogy mitol
fugg a megoldds egyértelmiisége. Korabban mar lattuk, hogy n
ismeretlen esetén legalabb n egyenlet szlikséges ahhoz, hogy a
megoldas egyértelmi legyen.

Kinzo kérdés: Lehet-e kovetkeztetni a megoldas egyértelmiiségére
pusztan az egylitthatématrix alapjan?



n ismeretlenes, n egyenletbdl all6 egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek elméletében fontos kérdés, hogy mitol
fugg a megoldds egyértelmiisége. Korabban mar lattuk, hogy n
ismeretlen esetén legalabb n egyenlet szlikséges ahhoz, hogy a
megoldas egyértelmi legyen.

Kinzo kérdés: Lehet-e kovetkeztetni a megoldas egyértelmiiségére
pusztan az egylitthatématrix alapjan?

Valasz: Ez a kérdés négyzetes egylitthatomatrixra érdekes igazan.
Ha ugyanis az egyiitthatématrixnak tobb oszlopa van, mint ahdny
sora, akkor a tanult médszerrel torténé megoldas sordn vagy tilos
sort kapunk, vagy lesz szabad paraméter, igy a megoldds biztosan
nem egyértelmd.

Ha pedig a sorok szdma tobb az oszlopokénal, akkor a tanult
médszerrel torténé megoldds sordn kapott RLA matrix
egyltthatdkat tartalmazd részének lesz csupa0 sora, ezért az, hogy
van-e tilos sor fligg a konkrét b vektortdl is.

Ha tehdt az egylitthatématrix nem négyzetes, akkor biztosan
tartozik hozzd olyan linedris egyenletrendszer, amelyiknek nincs
egyértelmii megoldasa.
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A linedris egyenletrendszerek elméletében fontos kérdés, hogy mitol
fugg a megoldds egyértelmiisége. Korabban mar lattuk, hogy n
ismeretlen esetén legalabb n egyenlet szlikséges ahhoz, hogy a
megoldas egyértelmi legyen.

Kinzo kérdés: Lehet-e kovetkeztetni a megoldas egyértelmiiségére
pusztan az egylitthatématrix alapjan?

Valasz: Ez a kérdés négyzetes egylitthatomatrixra érdekes igazan.



n ismeretlenes, n egyenletbdl all6 egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek elméletében fontos kérdés, hogy mitol

fugg a megoldds egyértelmiisége. Korabban mar lattuk, hogy n

ismeretlen esetén legalabb n egyenlet szlikséges ahhoz, hogy a

megoldas egyértelmi legyen.

Kinzo kérdés: Lehet-e kovetkeztetni a megoldas egyértelmiiségére

pusztan az egylitthatématrix alapjan?

Valasz: Ez a kérdés négyzetes egylitthatomatrixra érdekes igazan.
Ha AcR™": (Ax=b egyért. megoldhatd) <= (|A|#0)



n ismeretlenes, n egyenletbdl all6 egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek elméletében fontos kérdés, hogy mitol
fugg a megoldds egyértelmiisége. Korabban mar lattuk, hogy n
ismeretlen esetén legalabb n egyenlet szlikséges ahhoz, hogy a
megoldas egyértelmi legyen.
Kinzo kérdés: Lehet-e kovetkeztetni a megoldas egyértelmiiségére
pusztan az egylitthatématrix alapjan?
Valasz: Ez a kérdés négyzetes egylitthatomatrixra érdekes igazan.
Ha AcR™": (Ax=b egyért. megoldhatd) <= (|A|#0)
Biz: =: Tfh |A| = 0. Ekkor A oszlopai nem linedrisan
fuggetlenek, ezért A oszlopainak valamely nemtrividlis linearis
kombindacidja O-t ad: dy #0: Ay =0. Ezért haxaz Ax=b
megolddsa, akkor A(x J?y) —Ax+Ay =b+0=b miatt x + y is
megoldds. Tehat az Ax = b métrixegyenletnek ha van is B
megoldasa, az nem egyértelmd.



n ismeretlenes, n egyenletbdl all6 egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek elméletében fontos kérdés, hogy mitol
fugg a megoldds egyértelmiisége. Korabban mar lattuk, hogy n
ismeretlen esetén legalabb n egyenlet szlikséges ahhoz, hogy a
megoldas egyértelmi legyen.
Kinzo kérdés: Lehet-e kovetkeztetni a megoldas egyértelmiiségére
pusztan az egylitthatématrix alapjan?
Valasz: Ez a kérdés négyzetes egylitthatomatrixra érdekes igazan.
Ha AcR™": (Ax=b egyért. megoldhatd) <= (|A|#0)
Biz: =: Tfh |A| = 0. Ekkor A oszlopai nem linedrisan
fuggetlenek, ezért A oszlopainak valamely nemtrividlis linearis
kombindacidja O-t ad: dy #0: Ay =0. Ezért haxaz Ax=b
megolddsa, akkor A(x J?y) —Ax+Ay =b+0=b miatt x + y is
megoldds. Tehat az Ax = b métrixegyenletnek ha van is B
megoldasa, az nem egyértelmd.
<: Tfh |A| # 0. Ekkor 3 A~1, amivel balrél szorozhatunk. Ezért

[Ag - g] — [K = (A1A)x = A"1(Ax) = A1b|, azaz x
egyértelmii. O
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Sor-, oszlop- és determinansrang

Rangfogalmak egyenlGsége

Rang meghatdrozasa ESA-okkal

Matrixmiveletek hatdsa a rangra

Linedris egyenletrendszer matrixegyenlettel ekvivalens

A megoldhatdsag jellemezheté a b vektor és az A
egyutthatématrix oszlopai generalta altér viszonyaval

n X n egyenletrendszer egyértelmii megoldhatésaga az
egyutthatdmatrix regularitdsan mulik
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. lgyekezziink tervszeriien felkésziilni és

idében vizsgazni. Az utolsé vizsgaalkalmak nagyon zsifoltak, a
féréhely nem garantilt.



Koszonom a figyelmet!



