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Az R" tér alaptulajdonsagai
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Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):ac A be B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)

oszlopvektorként gondolunk rajuk. 0
Példa: 0 :
e 0 0

( w>€R3, 0= . | eR,ill.e;=| 1 | €R" utdbbi
42 : 0
0

esetben az 1-es feliilrdl az i-edik helyen all.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.
Konvencié: A jelolés sordn az oszlopvektorokat alahtzéssal
kilonboztetjik meg a skalaroktdl.

Megj: A vektorok tehdt itt és most nem ,,irdnyitott szakaszok”,
hanem ennél altalanosabb fogalmat takarnak. Az irdnyitott
szakaszok is tekinthetok vektornak, de a mi targyaldsunkban egy
., vektor" altaldban nem irdnyitott szakasz.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Példa:
X1 i X1+

Ha x = L | ésy = o |, akkor x +y = :
Xn Yn Xn + Yn



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Vagy skaldrral szorozhatjuk Sket. (Ami nem ,,igazi” miivelet...)
Példa:

X1 Ax1
Ha x = o | és A € R, akkor Ax =

Xn AXn



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Vagy skaldrral szorozhatjuk Sket. (Ami nem ,,igazi” miivelet...)



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Vagy skaldrral szorozhatjuk Sket. (Ami nem ,,igazi” miivelet...)
(4) R" tér alatt R" elemire és a két fenti miiveletre gondolunk.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Vagy skaldrral szorozhatjuk Sket. (Ami nem ,,igazi” miivelet...)
(4) R" tér alatt R" elemire és a két fenti miiveletre gondolunk.
(5) R? ill. R3 elemei természetes médon megfeleltethetdk a sik, ill.
a 3 dimenzids tér pontjainak. Ez segithet abban, hogy valamiféle
szemléletes képet kapjunk az n magassadgu vektorokrdl tanultakrdl.



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (A + p)u = Au+ pu (masik disztributivitas)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az dsszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (AN + p)u = Au+ pu (masik disztributivitds)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)
Biz: Mivel mindkét miivelet koordinatanként torténik, elég az
egyes azonossagokot koordindtdnként ellendrizni. Ezek viszont
éppen a val6s szdmokra (azaz a skaldrokra) vonatkozd, jél ismert
szabalyok. O



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (A + p)u = Au+ pu (masik disztributivitas)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az dsszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (AN + p)u = Au+ pu (masik disztributivitds)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)
Konvencié: v € R” esetén —v := (—1) - v.
Megj: Vektorok kozott nem csak az osszeadas, hanem a kivonds is
értelmezheté: u— v := u+ (—1)v. Ezéltal a kivonds is egyfajta
Osszeadds, tehat az 0sszaddsra vonatkozé szabalyok értelemszeri
véltozatai a kivonasra is érvényesek.



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az dsszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (AN + p)u = Au+ pu (masik disztributivitds)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)
Konvencié: v € R” esetén —v := (—1) - v.
Megj: Vektorok kozott nem csak az osszeadas, hanem a kivonas is
értelmezheté: u— v := u+ (—1)v. Ezéltal a kivonds is egyfajta
Osszeadds, tehat az 0sszaddsra vonatkozé szabalyok értelemszeri
véltozatai a kivonasra is érvényesek.

A vektorokkal torténd szamolaskor érvényes szabalyok nagyon
hasonldk a valds szdmok esetén megszokott szabdlyokhoz.



Altér és linedris kombinacio
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miiveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és VA € R esetén.



Altér és linedris kombinacid
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miiveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és VA € R esetén.
Példa: R?-ben tetsz. origdn athaladé egyenes pontjaihoz tartozé

vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?



Altér és linedris kombindcid

Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a

miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.

Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé

vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy

egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.

Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor

Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV



Altér és linedris kombinacié

Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a

miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.

Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé

vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy

egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.

Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor

Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV

Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.

Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra), azaz az
altér def.haté az R” linedris kombinacidra zart részhalmazaként.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)



Altér és linedris kombinacié
Def: () # V C R" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miiveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és VA € R esetén.
Példa: R?-ben tetsz. origdn athaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Biz: =: \jx; € V Vi esetén, igy a Ek 1 Aix; osszeguk is V-beli.
<: Hax,y € Vés XA eR, akkor x + y ill. Ax linedris kombindciok.
Mivel V' zart a lindris kombindcidra, ezért x + y, Ax € V. Ez
tetszbleges x, y, A esetén fenndll, tehdt V zart a miiveletekre,
vagyis altér. O



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Megj: Ha egy V-rdl igazolni akarjuk, hogy altér, akkor elég a
miveletzartsagot ellendrizni. Ha azonban V-rdl tudjuk, hogy altér,
akkor a miatt az erésebb (linedris kombindcidra zart)
tulajdonsagat is hasznalhatjuk.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az xq,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az xq,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Példa;
<< ; )> az origén atmeno 2-meredekségli egyenes.

<< (1) )v( (1J )> =R?,ill. (e;,e5,...,e,) =R" ahol e; € R" Vi.
Konvencié: (f) := {0}.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az xq,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Biz: Zart az 6sszeaddsra: (A1x; + ...+ Aexy) + (Kixg + ... +
kiX) =(M1 + K1)x; + ...+ (A + k)X, € V. Skaldrral szorzés:
A (A1xg oo Xy ) = Aaxg + o F Ax € VL O



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
Biz: Miiveletzartség: x,y € V; Vi, Ae R=x+y, \x e V;Vi. [



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R".



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". Biz: 0+0=0ill. A\0 =0, zart a miveletekre. [



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R".



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". (3) R" <R".



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". (3) R" <R". Biz: R" z4rt a miiveletekre. O



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". (3) R" <R".



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az xq,...,x, altal generdlt altér az (xq,...,x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". (3) R" <R". Def: R" trividlis alterei: {0}, R".



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generatorrendszerét alkotjak, ha (xi,...,x,) = V.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Példa: ey, e,,...,e, az R" generatorrendszere, hisz minden
R"-beli vektor eléall az egységvektorok linedris kombindcidjaként,
azaz (eq,...,€e, = R".

Ha R2-ben ha u és v nem parhuzamosak, akkor {u,v}
generatorrendszer, hiszen barmely z vektor el6allithaté u és v
linedris kombindciéjaként. (Ehhez u és v egyenesére kell a ,,masik”
vektorral parhuzamosan vetiteni az el8éllitand6 z vektort.)

Hasonléan, ha R3-ban hirom vektor nem esik ugyanarra az origén
atmend sikra, akkor ez a harom vektor generatorrendszert alkot.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generatorrendszerét alkotjak, ha (xi,...,x,) = V.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
Példa: e, e,,...,e, lin. ftn R"-ben, hisz ha \je; +... \pe, =0
akkor az i-edik koordindta O volta miatt A; = 0. Ez minden i-re
igaz, tehat a fenti linedris kombinéacié trividlis.

R2-ben két vektor akkor lin.of, ha parhuzamosak. Tehat ha nem
parhuzamosak, akkor lin. ftn-ek. (0 minden vektorral parhuzamos.)
R3-ban pedig az igaz, hogy ha harom vektor nem esik ugyanarra az
origén atmend sikra, akkor ez a harom vektor linedrisan fiiggetlen
rendszert alkot.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
Megj: A lin.ftn-ség (akdrcsak a lin.of tulajdonsag) vektorok egy
halmazdra és nem az egyes vektorokra vonatkozik. Hasonlé igaz a
generatorrendszerre. Az, hogy egy konrét v vektor benne van egy
lin.ftn (vagy lin.of vagy generator-) rendszerben lényegében semmi
informaciét nem ad v-rél.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.
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Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

Biz: A fenti allitdsok tagadasainak ekvivalencidjat igazoljuk.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

>\151+~--+)\k£k:Q:>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

Biz: A fenti allitdsok tagadasainak ekvivalencidjat igazoljuk.

1. Tfh {x4,...,x,} nem linedrisan fiiggetlen, azaz

A1Xq] + ...+ Aex, = 0 és \; # 0. Ekkor x; el6allithaté a tobbibdl:

X; = ;Tl . ()\1&1 + .o Aoixio + )\,‘+15,-+1 + .. ~)\kék) .



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

Biz: A fenti allitdsok tagadasainak ekvivalencidjat igazoljuk.

1. Tfh {x4,...,x,} nem linedrisan fiiggetlen, azaz

A1Xq] + ...+ Aex, = 0 és \; # 0. Ekkor x; el6allithaté a tobbibdl:

X; = ;Tl . ()\151 + .o Aoixio + )\,‘+15,-+1 + .. ~/\kék) .

2. Most tfh valamelyik x; el6all a tobbi linedris kombindcidjaként:

X;=A1xy+ ...+ Ac1x g+ Aip1Xig + oo Akxy . Ekkor

{x1,...,x,} nem linedrisan fiiggetlen, hiszen a nullvektor

megkaphaté nemtrividlis linedris kombinacidként:

0= /\151 —+ ...+ )\,'_15,-_1 + (—1) - X+ /\,-_,_15,-_,_1 —+ ... )\kgk . O



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.
Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.
Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

(1) A {0} nem linedrisan fliggetlen: 1-0 = 0.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.
Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
>\151+~--+)\k£k:Q:>>\1 =...=X=0.
Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

(1) A {0} nem linedrisan fliggetlen: 1-0 = 0.
(2) Két vektor akkor lin.ftn, ha nem egymas skaldrszorosai.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.
Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.
Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

(1) A {0} nem linedrisan fliggetlen: 1-0 = 0.
(2) Két vektor akkor lin.ftn, ha nem egymas skaldrszorosai.
(3) R2-ben két vektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
(iranyitott szakaszként) nem parhuzamosak. Barmely két nem
parhuzamos R2-beli vektor generalja R2-t.




Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.
Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.
Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

(1) A {0} nem linedrisan fliggetlen: 1-0 = 0.
(2) Két vektor akkor lin.ftn, ha nem egymas skaldrszorosai.
(3) R2-ben két vektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
(iranyitott szakaszként) nem parhuzamosak. Barmely két nem
parhuzamos R2-beli vektor generalja R2-t.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.
Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.
Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

(1) A {0} nem linedrisan fliggetlen: 1-0 = 0.
(2) Két vektor akkor lin.ftn, ha nem egymas skaldrszorosai.
(3) R2-ben két vektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
(iranyitott szakaszként) nem parhuzamosak. Barmely két nem
parhuzamos R2-beli vektor generalja R2-t.
(4) Ha (G) =V és G C G' C V < R", akkor (G') =V, azaz
generatorrendszert (V-n beliil) hizlalva generatorrendszer marad.



Linearis fuggetlenség és generdlas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.
Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
>\151+~--+)\k£k:Q:>>\1 =...=X=0.
Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linedrisan osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

(1) A {0} nem linedrisan fliggetlen: 1-0 = 0.
(2) Két vektor akkor lin.ftn, ha nem egymas skaldrszorosai.
(3) R2-ben két vektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
(iranyitott szakaszként) nem parhuzamosak. Barmely két nem
parhuzamos R2-beli vektor generalja R2-t.
(4) Ha (G) =V és G C G' C V < R", akkor (G') =V, azaz
generatorrendszert (V-n beliil) hizlalva generatorrendszer marad.
(5) F CR" lin.ftn és F' C F, akkor F’ is lin.ftn, azaz lin.ftn
rendszert ritkitva lin.ftn marad.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
(G)=V) = (ve(G))



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G) =V) = (ve(G))
Megj: A fenti allitds tkp azt mondja ki, hogy egy V altér
generatorrendszerébdl pontosan akkor tudunk egy elemet elvenni
tgy, hogy a maradék vektorok tovabbra is generatorrendszert
alkossanak, ha a kihagyott elem el6all a maradék elemek linedris
kombinacidjaként.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G) =V) = (ve(G))
Megj: A fenti allitds tkp azt mondja ki, hogy egy V altér
generatorrendszerébdl pontosan akkor tudunk egy elemet elvenni
tgy, hogy a maradék vektorok tovabbra is generatorrendszert
alkossanak, ha a kihagyott elem el6all a maradék elemek linedris
kombinacidjaként.
Biz: =: Ekkor (G) =V = (GU{v}), ezért v € V = (G).
<: Tetsz. u € V elemrdl azt kell megmutatni, hogy u € (G).
Mivel v € (G), feltehetd, hogy v =3, ; Ag8-
Tudjuk, hogy u € V = (GU{v}), ezért u = \v + > gcG Hg8-
Ebbe behelyettesitve a fenti kifejezést u = dec(,u,gfl— A-Ag)g
adédik, azaz u € (G). Ez bmely u € V-re igaz, igy (G) = V.
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Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
Megj: A lemma szerint ftn halmaz hizlaldsa csakis olyan vektorral
lehetséges, ami nem all elé a ftn rendszer elemei lin.komb-jaként.
A < irdnyt az ,,ujonnan érkezd vektor lemmajanak” is nevezik.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor

((G)=V) = (ve(G))

Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
Megj: A lemma szerint ftn halmaz hizlaldsa csakis olyan vektorral
lehetséges, ami nem all elé a ftn rendszer elemei lin.komb-jaként.
A < irdnyt az ,,ujonnan érkezd vektor lemmajanak” is nevezik.
Biz: =: Ha FU{f} lin.ftn., akkor f nem &ll el6 F-beliek
lin.komb.-jaként, azaz f & (F).
< Thf £ & (F) és Mf + M\ifq + ...+ Mef, = 0. Azt kell

beldtnunk, hogy A=A =X =... =X =0.
Ha A =0, akkor a BO az f, ..., f, vektorok lin.kombindcidja, igy
F lin.ftnsége miatt A\; = \» = ... = A\ = 0 Tehat 0 csak trividlis

linedris kombindacidként all els, vagyis F U {f} csakugyan lin.ftn.
Ha pedig A # 0, akkor f kifejezhetd az F-beliekkel:

f==0f +...+ 3%f,, azaz f € (F). Ez ellentmond az f ¢ (F)
feltevésnek. O



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
(G)=V) = (ve€(G))
Th F = {fy,...,f,} CR” lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} lin.ftn.) < (f & (F))



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Megj: A kicserélési lemma szerint barhogy is torliink a V/ altér egy
ftn rendszerébdl egy vektort, az pétolhaté V' generdtorrendszerének
egy alkalmas elemével (gy, hogy a kapott rendszer lin.ftn marad.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Megj: A kicserélési lemma szerint barhogy is torliink a V/ altér egy
ftn rendszerébdl egy vektort, az pétolhaté V' generdtorrendszerének
egy alkalmas elemével (gy, hogy a kapott rendszer lin.ftn marad.
Biz: Legyen F' := F\ {f}. Indirekt bizonyitunk.

Tth F'U {g} egyetlen g € G-re sem lin. ftn. Ekkor az el6z6 lemma
miatt g € (F’) teljesiil minden g € G-re. Ezért G C (F'), ahonnan
(G) C (F') kovetkezik. Ebbdl pedig f € V = (G) C (F'), azaz
f € (F') adédik. A fenti lemma miatt {f} U F’ = F nem lin. ftn,
ami ellentmondas.

Az indirekt feltevés hamis, igy 3 g € G, amire F' U {g} lin.ftn.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
(6)=V) = (ve(G))
Tfh F = {fy,...,f,} CR” linftn & f € R". Ekkor
(FU{f} lin.ftn.) < (f & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U {g} is lin.ftn.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor

((G)=V) = (ve(G))

Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és

F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Megj: Magyarul: altérben egy ftn. rendszer mérete nem lehet
nagyobb egy generdtorrendszer méreténél.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U {g} is lin.ftn.
Tfh G a V < R" altér generatorrendszere, és
F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Megj: Magyarul: altérben egy ftn. rendszer mérete nem lehet
nagyobb egy generdtorrendszer méreténél.
Biz: Legyen Fo:= F. Ha Fy C G, akkor |Fo| < |G|. Ha Fyp Z G,
akkor Fy \ G # (), legyen mondjuk f € Fy\ G. A kicserélési lemma
miatt van olyan g € G, amire F; := Fo \ {f} U {g} lin.ftn. Ezzel

az Fi-gyel ugyanezt folytatva kapjuk az Fp, Fs,..., lin.ftn
rendszereket. EI6bb-utébb olyan Fj-hez jutunk, amivel €z mar nem
folytathatd, mert F; C G. Ekkor |Fo| = |F1| = ... = |Fi| < |G],

gyoztiink. m



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor

(6)=V) = (ve(G))

Tth F={f;,...,f;} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és

F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G) =V) < (v€(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor

(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.

Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és

F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.

Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és
F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.
Biz: Lattuk, hogy G = {e;,...,e,} az R” generatorrendszere. Az
FG-egyenlétlenség miatt |F| < |G| = n. O



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G) =V) < (v€(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor

(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.

Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és

F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.

Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
(G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és
F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.
Tth F={fq,...,f, } CR" lin.ftn. és f € (F). Ekkor f
egyértelmiien 3ll el6 F-beli vektorok lin.komb.-jaként.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és
F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.
Tth F={fq,...,f, } CR" lin.ftn. és f € (F). Ekkor f
egyértelmiien 3ll el6 F-beli vektorok lin.komb.-jaként.
Biz: Mivel f € (F), ezért f eléall az F-beliek lin.komb.-jaként. Tth
f=Mfi+ ...+ Mfy = pafy + ...+ prfy két el6allitds. Ekkor
0=f—f=M\—p)f;+ ...+ (A — i)y
Mivel F lin.ftn, a JO-on all4 linedris kombinacid trividlis, azaz
Aj = pi Vi fgy a két fenti el6allitds megegyezik, vagyis f csak
egyféleképp all elé az F-beliek lin.komb-jaként. O



Generdlt vektorok szdmitdsa
Hogyan lehet eldonteni egy u € R" vektorrdl, hogy benne van-e a
Vi, ...,V vektorok dltal generdlt altérben?



Generalt vektorok szamitasa
Hogyan lehet eldonteni egy u € R" vektorrdl, hogy benne van-e a
Vi, ...,V vektorok dltal generdlt altérben?
Azt kell megdllapitani, hogy u elédll-e u = A1vy + ... 4+ vy
alakban alkalmas A1,..., Ax € R skaldrokkal.



Generalt vektorok szamitasa
Hogyan lehet eldonteni egy u € R" vektorrdl, hogy benne van-e a
Vi, ...,V vektorok dltal generdlt altérben?
Azt kell megdllapitani, hogy u elédll-e u = A1vy + ... 4+ vy
alakban alkalmas A1,..., Ax € R skaldrokkal.
A viélasz egy linedris egyenletrendszer megoldasabdl adddik.



Generdlt vektorok szdmitdsa
Hogyan lehet eldonteni egy u € R" vektorrdl, hogy benne van-e a

Vq,...,Vv, vektorok dltal generdlt altérben?
Azt kell megdllapitani, hogy u elédll-e u = A1vy + ... 4+ vy
alakban alkalmas A1,..., Ax € R skaldrokkal.

A viélasz egy linedris egyenletrendszer megoldasabdl adddik.
Példa: Benne van-e az u vektor V = (v;, v,, v3) altérben, ahol

(3 () (enn ()



Generdlt vektorok szadmitasa
Példa: Benne van-e az u vektor V = (v;, v,, v3) altérben, ahol
2

o~ ()onm ()oom () en- (1)



Generdlt vektorok szadmitasa
Példa: Benne van-e az u vektor V = (v;, v,, v3) altérben, ahol

(4 (1) (Fen (1);

Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A1, A2, A3
skaldrok, amire u = A1vy + Aavy + A3vy teljesiil.



Generdlt vektorok szadmitasa
Példa: Benne van-e az u vektor V = (v;, v,, v3) altérben, ahol

(4 (1) (Fen (1);

Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A1, A2, A3
skaldrok, amire u = A1vy + Aavy + A3vy teljesiil.
Ez koordinatanként egy-egy linedris egyenletnek felel meg:
A1 +4X +2X3 =6
—A1+2X+4X3 =6
201 + 42 + 203 =2



Generdlt vektorok szadmitasa
Példa: Benne van-e az u vektor V = (v;, v,, v3) altérben, ahol

(4 (1) (Fen (1);

Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A1, A2, A3
skaldrok, amire u = A1vy + Aavy + A3vy teljesiil.

Ez koordinatanként egy-egy linedris egyenletnek felel meg:
A1 +4X +2X3 =6

—A1+2X+4X3 =6
201 + 42 + 203 =2
A megoldashoz a kib. egyhdmx-ot ESA-okkal RLA-va alakitjuk.

1426 1 4 2 6 1 4 2 6 142 6
—1246)~(0 6 6] 12| ~ (0 1 1 2] ~ 1011 2| ~
24 2|2 0 —4 —2|-10 0 -4 —-2|-10 002-2

142 6 140 8 100(—4 A1
011 2 ~ (010 3|~ (010] 3 = X2
001|— 001|-1 001|-1 A3

|—l00-l>




Generdlt vektorok szadmitasa
Példa: Benne van-e az u vektor V = (v;, v,, v3) altérben, ahol

(4 (1) (Fen (1);

Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A1, A2, A3
skaldrok, amire u = A1vy + Aavy + A3vy teljesiil.

Ez koordinatanként egy-egy linedris egyenletnek felel meg:
A1 +4X +2X3 =6

—A1+2X+4X3 =6
201 + 42 + 203 =2
A megoldashoz a kib. egyhdmx-ot ESA-okkal RLA-va alakitjuk.

1426 1 4 2| 6 1 4 2| 6 142] 6
(—1246)N<06612>N<01 1 2>N<011 2>N
24 2|2 0 —4 —2|-10 0 —4 —2|-10 002|-2
142] 6 140| 8 100[-4 AL

<011 2>N<010 3>~<010 3> = X

001]|-1 001|-1 001|-1 Az

Azt kaptuk, hogy u = —4v; + 3v, — v3, tehdt u € V, vagyis az u
vektort generaljdk a vy, v,, v3 vektorok.

—4
3
-1




Generdlt vektorok szadmitasa
Példa: Benne van-e az u vektor V = (v;, v,, v3) altérben, ahol

(4 (1) (Fen (1);

Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A1, A2, A3
skaldrok, amire u = A1vy + Aavy + A3vy teljesiil.

Ez koordinatanként egy-egy linedris egyenletnek felel meg:
A1 +4X +2X3 =6

—A1+2X+4X3 =6
201 + 42 + 203 =2
A megoldashoz a kib. egyhdmx-ot ESA-okkal RLA-va alakitjuk.

1426 1 4 2 6 1 4 2 6 142 6
<—1246)N<0 6 6 12>N<0 1 1 2>N<011 2>N
24 2|2 0 —4 —2|-10 0 -4 —-2|-10 002-2
142 6 140 8 100(—4 A
<011 2)N<010 3>N<010 3> = A
001|-1 001|-1 001|-1 A

1

2

3
Azt kaptuk, hogy u = —4v; + 3v, — v3, tehdt u € V, vagyis az u
vektort generaljdk a vy, v,, v3 vektorok.

Ha nem lett volna megolddsa a fenti egyenletrendszernek, akkor u
nem lett volna benne a generalt altérben.

—4
3
-1




Generalt altér megaddsa
A kovetkezo célunk az, hogy egy generatorrendszer segitségével
megadott V altér vektorait jellemezziik. Ehhez felhasznaljuk az
imént ldtott mddszert, aminek a segitségével egy konkrét u
vektorrdl eldontottiik, hogy V-hez tartozik-e. Most nem egy
konkrét vektort, hanem egy ,,altaldnos” x vektorra fogjuk
megvizsgdlni, mi is az altérhez tartozds feltétele. Lattuk, hogy egy
konkrét u vektor akkor volt V-beli, ha egy linedris
egyenletrendszernek volt megolddsa. Ugyanezt tessziik most is,
azzal a kiilonbséggel, hogy nem egy konkrét linedris
egyenletrendszert oldunk meg, hanem egy olyat, aminek a jobb
oldaldn, a konstansok helyén paraméterek allnak.



Generalt altér megaddsa
A kovetkezo célunk az, hogy egy generatorrendszer segitségével
megadott V altér vektorait jellemezziik. Ehhez felhasznaljuk az
imént ldtott mddszert, aminek a segitségével egy konkrét u
vektorrdl eldontottiik, hogy V-hez tartozik-e. Most nem egy
konkrét vektort, hanem egy ,,altaldnos” x vektorra fogjuk
megvizsgdlni, mi is az altérhez tartozds feltétele. Lattuk, hogy egy
konkrét u vektor akkor volt V-beli, ha egy linedris
egyenletrendszernek volt megolddsa. Ugyanezt tessziik most is,
azzal a kiilonbséggel, hogy nem egy konkrét linedris
egyenletrendszert oldunk meg, hanem egy olyat, aminek a jobb
oldalan, a konstansok helyén paraméterek linak.

Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X

u= 0 v=1_4 | w= 2 Z= |, | X= X3
1 —1 5 3 X4



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2
-1 3 -9 2

u=| 5 lv=(_1|w=| | z=[5]x=
1 -1 5 3



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 + 20 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris
egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X +5A3 4+ 20 = x1
—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
0A1 — 12 +2X3 4+ 2N = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

3 2 52x
-1 3 -92|x
0 -1 22x3

1 -1 53[|x



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 + 20 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

3 2 52|x 1 -1 53|x
~1 3 -92|% -1 3 -92[x
0 -1 22|x |[HCBH o 7 2 2(x;
1-1 53[x 3 2 52x



Generalt altér megadasa
Példa: Allapl'tsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a

V = (u,v,w, z) altérhez, ahol
3 2 5

2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= 0 Y=1_4 | W= 2 | £ 2 X = x3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 + 20 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

3 2 52|x 1-1 53[x 1-1 5 3 xa
~1 3 -92|x ~1 3 -92[x 0 2 —4 5| x+x
0 -1 22x§ el 5 3 22x§ “lo-1 2 2 ’ X§
1-1 53[x 3 2 52x 0 5 -10 —7|x — 3%



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 +2X4 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

3 2 52|x 1-1 53[x 1-1 5 3 xa
~1 3 -92|x% ~1 3 -92|x% 0 2 —4 5| xo+x

0-1 22/x BB 5 7 ool [Mlo-1 2 2 x5 | 2B

1 -1 53[|x 3 2 52|xg 0 5 —-10 —7|x1 —3xs

1-1 5 3 xa

0-1 2 2 x3

0 2 —4 5 xx+xa

0 5 —-10 —7|x1 —3xs



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 +2X4 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

3 2 52|x 1 -1 53|x 1-1 5 3 xa
1 3 -92|% 1 3 -92x 0 2 —4 5| xo+xs

0-1 22/x BB 5 7 ool [Mlo-1 2 2 x5 | 2B

1 -1 53[|x 3 2 52|xg 0 5 —-10 —7|x1 —3xs

1-1 5 3 xa 1-1 5 3 xa

0-1 2 2 X3 0 1 -2 -2 —x3

0 2 —4 5/ x+xa |~ |0 2 -4 5 xo+tx

0 5 —-10 —7|x1 —3xs 0 5 —-10 —7|x3 —3xg



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 + 20 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

1 -1 5 3 X4 1 -1 5 3 X4
0 -1 2 2 X3 0o 1 -2 -2 —X3
0 2 —4 5| xo+x4 ~ 0 2 —4 5| x+x4
0 5 —-10 —7|x1 —3xa 0 5 —-10 —7|x1 —3xa



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a

V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris
egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X +5A3 4+ 20 = x1
—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
0A1 — 1A +2X3 4+ 2N = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

1 -1 5 3 Xa
0 -1 2 2 X3
0 2 —4 5| xo+x4
0 5 —-10 —7|x1 —3xs

1
0
0
0
10 3 1 X4X3>

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

—1 5 3 X4
1 —2 -2 —x3
2 —4 5| xo+x4
5 —-10 —7|x1 —3xa

1 -2 -2 —X3
0 9| xo+2x3+xz

0
0
0 0 3|x1+5x3—3xs

0
0



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris
egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X +5A3 4+ 20 = x1
—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
0A1 — 1A +2X3 4+ 2N = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

1 -1 5 3 X4 1 -1 5 3 X4
0-1 2 2 X3 0 1 -2 -2 —x3
0 2 —4 5| xo+x4 ~ 0 2 —4 5| x+x4
0 5 —-10 —7|x1 —3xa 0 5 —-10 —7|x1 —3xa
10 3 1 X4 — X3 10 30
01 -2 -2 “x3 01-20
“loo 0 9 xz+2X3+X4>N'“N 00 01 pras
00 0 3|x1+5x3—3xs 00 OOM



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 + 20 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

10 3 1 X4 — X3 10 30

01 —2 —2 —x3 01-20
“lo0o 0 9 xe+2a+x | T |00 01 226 lx

00 0 3|xg+5x3—3xs 00 oow



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 +2X4 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

10 3 1 X4 — X3 10 30

01 —2 —2 —x3 01-20
“lo0o 0 9 xe+2a+x | T |00 01 226 lx

00 0 3|xg+5x3—3xs 00 oow

Ezért x € V <= a fenti egy.rsz. megoldhaté <= a LA-ban A tilos sor.
A konkrét esetben x € V <= 3x; — x» + 13x3 — 10x; = 0. O



Generalt altér megaddsa
Példa: Allapitsuk meg, hogy mely x vektorok tartoznak a
V = (u,v,w, z) altérhez, ahol

3 2 5 2 X1

-1 3 -9 2 X2

u= o 'Y=\ | = s | E= | o | X= X3
1 —1 5 3 Xq

Megoldas: A Aju+ dv + Asw + A4z = x vektoregyenlet
megoldhatdsagat vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatdkra felirt linedris

egyenletrendszer megoldhatdésagaval ekvivalens.
3A1+2X2 +5A3 +2\ = x1

—1A1 +3X2 — 93+ 20 = x2
01 — 12 +2A3 +2X4 = x3
A —1X +5A3+3M\ = x4

A kib. egyhémx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

10 3 1 X4 — X3 10 30
o1 —2-2 s | |or-20

00 0 9| xx+2x3+x4 00 01 X2+2++X4

00 0 3|x3+5x3—3xs 00 00 3><1—X2+§3X3—10X4
Ezért x € V <= a fenti egy.rsz. megoldhaté <= a LA-ban A tilos sor.
A konkrét esetben x € V <= 3x; — x» + 13x3 — 10x; = 0. ]

Hasonlé gondolatmenet mutatja, hogy minden V altérhez tartozik
egy (homogén) linedris egyenletrendszer, ami jellemzi V' vektorait.
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Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A, u, s
skalarok, hogy van koztik 0-tdl kiillonbozo, és Au + uv + kw = 0.
Ez koordinatanként egy-egy linedris egyenletnek felel meg:

3A+2u+0xk=0
22 +2u+3x=0 Felirjuk a kib. egyhémx-ot, és fiirgén nekilatunk:
OAN+2u+9x=0

3200 10 -3
(223o>;<22 3
0290 02 9
10 -3
<02 0
00 9

0 10 -3
0)J~1(101 O
0 00 9

0
0> 2} [2H3]
9|0

0 A=0
0 = k=0
0

uw=0
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320|0 10 -3|0 10 -3|0 10 -3|0
(2230>;<22 30>N<00 9>N<02 90>:
0209|0 02 9|0 02 9|0 00 9|0

0 -3
0 01 0
)~ (o s

10 -3|0 10 -3 0 1000 A=0
02 00)~ (01 O 0 010/0 = k=0
00 9|0 00 9 0 001

0 n=20
Azt kaptuk, hogy kizdrélag a A = x = u = 0 a megoldas, tehat az
u, v, w vektoroknak csak a trividlis linedris kombinacidja ad 0-t.
Ezért a kérdezett vektorok linedrisan fuggetlen halmazt alkotnak.
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3 2 0
Példa: Az u = < 2 >,v: ( 2 >,W: ( 3 ) vektorok vajon
0 2 9

linedrisan fliggetlenek-e?
Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A, u, s
skalarok, hogy van koztik 0-tdl kiillonbozo, és Au + uv + kw = 0.

Ez koordinatanként egy-egy linedris egyenletnek felel meg:
3A+2u+0xk=0

22 +2u+3x=0 Felirjuk a kib. egyhémx-ot, és fiirgén nekilatunk:

OAN+2u+9x=0

320|0 10 -3|0 10 -3|0 10 -3|0
(2230>;<22 30>N<00 9>N<02 90>:
0209|0 02 9|0 02 9|0 00 9|0

0 -3
0 01 0
)~ (o s

10 -3|0 10 -3 0 1000 A=0
02 00)~ (01 O 0 010/0 = k=0
00 9|0 00 9 0 001

0 n=20
Azt kaptuk, hogy kizdrélag a A = x = u = 0 a megoldas, tehat az
u, v, w vektoroknak csak a trividlis linedris kombinacidja ad 0-t.
Ezért a kérdezett vektorok linedrisan fuggetlen halmazt alkotnak.
Nézziink meg egy masik példat is!
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Példa: Az u = < 1 >,v: ( 2 >,W: ( 4 > vektorok vajon
0 3 9

linedrisan fliggetlenek-e?
Megoldas: Ismét azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A, i, k
skalarok, hogy van koztik 0-tdl kiilonbozo, és Au + uv + kw = 0.

Ez koordinatanként egy-egy linedris egyenletnek felel meg:
3A+2p+0k=0

IAN+2u+4x =0 Felirjuk a kib. egyhdmx-ot, és ismét nekildtunk:

Op+3pu+9x =0
320|0 12 4|0 1 2 410 124|0

(1240) (—}<3200>N<0—4_120>N<0130)N
0 0390 0 3 9|0 0390

0 K € R tetsz.

0) = A =2k

0

10 -2
~ (01 3
00 O w= -3k

[N o]
O, N W
o whr~ O
[=NeNo]




Linearis fuggetlenség eldontése

3 2 0
Példa: Az u = < 1 >,v: ( 2 >,W: ( 4 ) vektorok vajon
0 3 9

linedrisan fliggetlenek-e?
Megoldas: Ismét azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A, i, k
skalarok, hogy van koztik 0-tdl kiilonbozo, és Au + uv + kw = 0.

Ez koordinatanként egy-egy linedris egyenletnek felel meg:
3A+2p+0k=0

IAN+2u+4x =0 Felirjuk a kib. egyhdmx-ot, és ismét nekildtunk:

Op+3pu+9x =0
320[0 12 4|0 1 2 4o 12 4|0
(1240) Doz <3200>N<0—4—120>N <0130)N
0390 039|0 0 3 9|0 039|0
0 K € R tetsz.
0) = A =2k
Azt kaptuk, hogy a x szabad paraméter, igy példaul a k = 1,

12 4|0 10 -2

<0130> ~ (01 3

0000 00 oo w=—3k

A =2, u = —3 valasztassal 2u — 3v + w = 0 adddik.

Az u, v, w vektorok nemtrividlis linedris kombindcidja el6allitja a
0-t, ezért a kérdezett vektorok nem linedrisan fuggetlenek.
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Koszonom a figyelmet!



