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3x — 4z = 666

3Bx—y+ 77z =42
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7€y — (In(cos 42)) - z = 42
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Naiv maédszer: Minden fazisban egy egyenletbdl kifejeziink egy
ismeretlent, és ezt a tobbi egyenletbe behelyettesitjiik. Az igy
kapott egyenletekkel végezziik a kovetkezd fazist. Minden fazisban
1-gyel csokken az ismeretlenek és az egyenletek szama is.
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egyenletek vagy a kapott egyenletek nem tartalmaznak ismeretlent.
Utdbbi egyenletek mindegyike vagy azonossdg, vagy ellentmondas.
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A tovabbiakban a megoldds egy attekinthetobb mddszerét és az
ahhoz kapcsolédé terminolégiat mutatjuk be.



Elemi sorekvivalens atalakitdsok
Def: Linedris egyenletrendszer kibOvitett egylitthatématrixa: a
sorok az egyenleteknek, az oszlopok az ismeretleneknek ill. az
egyenletek jobb oldalainak felelnek meg, az egyes mezokben pedig
a megfeleld egyitthaté ill. jobb oldali konstans all.

Példa:
—6
9
11

x1 —3x3 +5x4 = —6 X1 X2 X3 X

1 0 -3 5
7x1 +2x2+3x3 =9 — 7 2 3 0
0 1

Xo +Tx3 — 2x4 = 11 7 -2



Elemi sorekvivalens atalakitasok

Def: Linedris egyenletrendszer kibOvitett egylitthatématrixa: a
sorok az egyenleteknek, az oszlopok az ismeretleneknek ill. az
egyenletek jobb oldalainak felelnek meg, az egyes mezokben pedig
a megfeleld egyitthaté ill. jobb oldali konstans all.

Példa:
x1 — 3x3+5x4 = —6 X1 X2 X3 X4
1 0 -3 5| -6
x1+2x%+3x3=9 = 7 3 0 °
X2+ Tx3 —2xa = 11 0 1 7 2| 11

Megj: A kibovitett egyltthatédmatrix a linearis egyenletrendszer
felirdsanak egy tomor médja: elkeriiljik vele a miiveleti- és
egyenléségjelekkel piszmogdst, mégis teljesen attekintheté mdédon
tartalmaz minden lényeges informaciét.
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Megoldas moédszere: Ekvivalens dtalakitdsokat végziink,
amelyek sordn a megolddsok halmaza nem véltozik. Konkrétan:
egyenleteket felcseréliink, egyenletet nemnulldval végigszorzunk ill.
az i-dik egyenletet kicseréljik az i-dik és j-dik egyenletek
osszegére. Errdl szl a kovetkezd definicid.
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i-dik sor helyettesitése az i-dik és j-dik sorok (koordinatankénti)
Gsszegével (az i-dik sor helyettesitése az i-dik sor és a j-dik sor
konstansszorosdnak 6sszegével, csupa0 sor hozzdadasa/elhagyasa).
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Cél: Tetszoleges linedris egyenletrendszerbol kiindulva, ESA-okkal

elérni, hogy a kapott rendszer a megoldasok leirdsat adja.

El6szor leirjuk azt a kibOvitett egylitthatématrix-tulajdonsdgot,
amit elérve minden megoldas konnyen kiolvashatéva valik.



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha
(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
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(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
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Példa: LA matrix RLA matrix
13 -2 0 1 1 7 01 0 -2 0 1 0
00 1 2 0 5 -2 0 01 2 0 5 0
00 00 1 1 -1 ill. 0 00 0 1 1 0
00 00 O0 1 5 000 00 0 1
00 00 O0O0 O 0 00 0O OO



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa:



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

XX X3 X x14+3x%—2x4 =1
1 3 0 —2|1 by TR
001 5|7 X3+ 5 =17



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

x2,Xa € R
XL X2 X3 X x1+3x —2x4 =1 2
( 1 3 0 -2 ‘ 1 ) — 15 7 = x1 =1—3x2 4+ 2x4
X: X4 =
0 0 1 517 3 4 x3 =7 — 5x4



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

XL X2 X3 X x1+3x —2x4 =1 x2, % € R

1 3 0 2|1 — = x1 =1—3x2 4+ 2x4

(0 0 1 5 7) s+ 5 =17 x3 =7 — bxy

X1 X2 X3 X4

1 3 0 —-2|1

0 0 1 517

0 0 O 0|1

0 0 O 0|0



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

x2,Xa € R
X1 X2 X3 X4 X143 —2x =1 2
(l 3 0 -2 l) — 15 7 = x1 =1—3x2 4+ 2x4
X: X4 =
0 01 5|7 3 4 x3 =7 — bx4
X1 X2 X3 X4 x14+3x —2x4 =1
1 3 0 —-2|1
x3+5x4 =7
0 0 1 517 — } N
000 o1 0=1
0 0 O 0|0 0=0



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

x2,Xa € R
X1 X2 X3 X4 X143 —2x =1 2
(l 3 0 -2 l) — 15 7 = x1 =1—3x2 4+ 2x4
X: X4 =
0 01 5|7 3 4 x3 =7 — bx4
X1 X2 X3 X4 x14+3x —2x4 =1
1 3 0 —-2|1
x3+5x4 =7
001 5|7 s 3o > £
000 o1 0=1
0O 0 O 0|0 0=0



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix lépcsés alakid (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha
(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

x2,x4 € R
= x1 =1 —3x +2x4

x1+3x —2x4 =1
1) —
x3 =7 — bxy

7 x3+5x4 =7

X1 X2 X3 X4 x1+3x —2x4 =1
13 0 —2]1
5xa =7
001 5|7 > X s £
000 01 0=1
000 0]0 0=0
Def: Kib. egyhémx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakd sor, ha x # 0.

Def: A RLA kib. egyhdmx v1-hez tartozé véltozéja kotott, a tobbi
valtozé (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad paraméter).



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha
(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha
(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

x2,x4 € R
= x1 =1 —3x +2x4

x1+3x —2x4 =1
1) —
x3 =7 — bxy

7 x3+5x4 =7

X1 X2 X3 X4 x1+3x —2x4 =1
13 0 —2]1
5xa =7
001 5|7 > X s £
000 01 0=1
000 0]0 0=0
Def: Kib. egyhémx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakd sor, ha x # 0.

Def: A RLA kib. egyhdmx v1-hez tartozé véltozéja kotott, a tobbi

valtozé (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad paraméter).
Ha a kib. egyhdmx RLA, akkor (1) minden sor vagy a

v1-hez tartozé valtozé értékaddsa, vagy tilos sor, vagy csupa0 sor.



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

X1 X2 X3 X4 x14+30—2x=1 x2,x €R
( 1 3 0 -2 ‘ 1 ) — 15 7 = x1 =1 —3x +2xz
X: X4 =
00 1 5|7 3% X3 =7 — 5%
Def: Kib. egyhdmx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakd sor, ha x # 0.

Def: A RLA kib. egyhdmx v1-hez tartozé véltozdja kotott, a tobbi

véltozé (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad paraméter).
Ha a kib. egyhémx RLA, akkor (1) minden sor vagy a

vl-hez tartozé valtozé értékaddsa, vagy tilos sor, vagy csupa0 sor.



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

x2,Xa € R
XX X3 X x1+3x —2x4 =1 2
( 1 3 0 2|1 ) — 15 7 = x1 =1—3x2 4+ 2x4
X: X4 =
0 0 1 517 3 4 x3 =7 — 5x4

Def: Kib. egyhdmx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakd sor, ha x # 0.
Def: A RLA kib. egyhdmx v1-hez tartozé véltozdja kotott, a tobbi
véltozé (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad paraméter).

Ha a kib. egyhémx RLA, akkor (1) minden sor vagy a
vl-hez tartozé valtozé értékaddsa, vagy tilos sor, vagy csupa0 sor.
(2) Ha van tilos sor, akkor nincs megoldas.



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Példa: RLA kibdvitett egyhdmx:

X1 X2 X3 X4 x14+30—2x=1 x2,x €R
( 1 3 0 -2 ‘ 1 ) — 15 7 = x1 =1 —3x +2xz
X: X4 =
00 1 5|7 3% X3 =7 — 5%
Def: Kib. egyhdmx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakd sor, ha x # 0.

Def: A RLA kib. egyhdmx v1-hez tartozé véltozdja kotott, a tobbi

véltozé (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad paraméter).
Ha a kib. egyhémx RLA, akkor (1) minden sor vagy a

vl-hez tartozé valtozé értékaddsa, vagy tilos sor, vagy csupa0 sor.

(2) Ha van tilos sor, akkor nincs megoldas.

(3) Ha nincs tilos sor, a szabad paraméterek tetsz. értékaddsihoz

egyértelm{i megoldas tartozik.



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)

(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.

Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.

Def: Kib. egyhdmx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakd sor, ha x # 0.

Def: A RLA kib. egyhdmx v1-hez tartozé véltozdja kotott, a tobbi

véltozé (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad paraméter).
Ha a kib. egyhdmx RLA, akkor (1) minden sor vagy a

v1-hez tartozé valtozé értékaddsa, vagy tilos sor, vagy csupa0 sor.

(2) Ha van tilos sor, akkor nincs megoldas.

(3) Ha nincs tilos sor, a szabad paraméterek tetsz. értékaddsihoz

egyértelm{i megoldas tartozik.



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha
(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha
(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Def: Kib. egyhdmx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakd sor, ha x # 0.
Def: A RLA kib. egyhdmx v1-hez tartozé véltozdja kotott, a tobbi
véltozé (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad paraméter).
Ha a kib. egyhdmx RLA, akkor (1) minden sor vagy a
v1-hez tartozé valtozé értékaddsa, vagy tilos sor, vagy csupa0 sor.
(2) Ha van tilos sor, akkor nincs megoldas.
(3) Ha nincs tilos sor, a szabad paraméterek tetsz. értékaddsihoz
egyértelm{i megoldas tartozik.
A lin. egyenletrsz. megoldasa azt jelenti, hogy a lin.
egyenletrsz. egy RLA kibdvitett egyhdmx-szal van megadva.



(Redukalt) épcsés alak

Def: Az M matrix |épcsés alakd (LA), ha
(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (i.n. vezérl-es, avagy v1)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-tdl balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt |épcsés alakd (RLA), ha
(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nulldk allnak.
Def: Kib. egyhdmx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakd sor, ha x # 0.
Def: A RLA kib. egyhdmx v1-hez tartozé véltozdja kotott, a tobbi
véltozé (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad paraméter).
Ha a kib. egyhdmx RLA, akkor (1) minden sor vagy a
v1-hez tartozé valtozé értékaddsa, vagy tilos sor, vagy csupa0 sor.
(2) Ha van tilos sor, akkor nincs megoldas.
(3) Ha nincs tilos sor, a szabad paraméterek tetsz. értékaddsihoz
egyértelm{i megoldas tartozik.
A lin. egyenletrsz. megoldasa azt jelenti, hogy a lin.
egyenletrsz. egy RLA kibdvitett egyhdmx-szal van megadva.

Uj cél: Egy eljards, ami tetsz. métrixot ESA-okkal RLA-v4 alakit.



Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.




Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

Példa:

00-13 5
36 -60 9
24 01 -1




Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

Példa:

00-13 5 36-60 9
36-60 9] ~(00-13 5
24 01 -1 24 01 -1




Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat

hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.
Példa:

00-13 5 36-60 9 12-20 3
3660 9] ~(00-13 5| ~|(00-13 5
24 01 -1 24 01 -1 24 01—



Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

Példa:

00-13 5 36-60 9 12-20 3
3660 9] ~(00-13 5| ~|(00-13 5
24 01 -1 24 01 -1 24 01—

12-20 3
~|00-13 5
00 41 -7



Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat

hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.
Példa:

00-13 5 36-60 9 12-20 3
3660 9] ~(00-13 5| ~|(00-13 5
24 01 -1 24 01 -1 24 01 -1

12-20 3 12-2 0 3
~|00-13 5] ~[00 1-3-5
00 41 -7 00 4 1-7



Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

Példa:
3
1)

00-13 5 36-60 9 12 -2
3660 9)]~|00-13 5 ) ~(00-1
24 01 -1 24 01 -1 24 0

12-20 3 12-2 0 12 -2
~|00-13 5| ~(O00 1—3—5 ~ (00 1—3—5
00 41 -7 00 4 1-7 00 0 13 13

= Ww o



Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

Példa:

00-13 5 3660 9 12-20 3
3660 9)~(00-13 5]~ (00-1 5
24 01 -1 24 01 -1 24 0

2-20 3 12-2 0 12 -2
0-13 5)N<OO 1—3—5>N(00 1—3—5>
0 41 -7 00 4 1-7 00 0 13 13
2 =2

0 1

0 0

= Ww o



Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.




Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.
Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

A Gauss-eliminacié outputja LA. Az RLA-hoz tovabbi
|épésekre van sziikség: minden v1 felett kinulldzhaték az elemek,
ha a v1 sordnak konstansszorosait a vl feletti sorokhoz adjuk.




Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

A Gauss-eliminacié outputja LA. Az RLA-hoz tovabbi
|épésekre van sziikség: minden v1 felett kinulldzhaték az elemek,
ha a v1 sordnak konstansszorosait a vl feletti sorokhoz adjuk.
Példa:

12-2 0 3
00 1-3-5
00 0 1 1




Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

A Gauss-eliminacié outputja LA. Az RLA-hoz tovabbi
|épésekre van sziikség: minden v1 felett kinulldzhaték az elemek,
ha a v1 sordnak konstansszorosait a vl feletti sorokhoz adjuk.
Példa:

12-2 0 3 12-20 3
00 1-3-5])]~(00 10-2
00 0 1 1 00 01 1




Gauss-eliminacid

Gauss-eliminacio: Input: M € Rk mitrix.

Output: Egy M-b&l ESA-okkal kaphaté M’ € R™k LA matrix.
Miikodés: Az algoritmus fazisokbdl all. Az j-dik fazisban kereslink
egy nemulla elemet az (i — 1)-dik sor alatt a leheté legkisebb
sorszdmu oszlopban. Ha nincs ilyen elem, az algoritmus véget ér.
Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzdsaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat
hozzdadva kinulldzzuk a kapott v1 alatti elemeket.

A Gauss-eliminacié outputja LA. Az RLA-hoz tovabbi
|épésekre van sziikség: minden v1 felett kinulldzhaték az elemek,
ha a v1 sordnak konstansszorosait a vl feletti sorokhoz adjuk.
Példa:

12-2 0 3 12-20 3 1 2 0 0 -1
00 1-3-5)~ {00 10-2)~(0 010 -2 )|V
00 0 1 1 00 01 1 000 1 1




A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.
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(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

Példa: Mechanikus Gauss-eliminacid vs agysejtkimélo eljaras

132 7 -4
21-3 1



A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

Példa: Mechanikus Gauss-eliminacid vs agysejtkimélo eljaras

2 7 4

132 7 -4 12 L -4
~Y

21-3 1 2 1-3 1

[1]~=[1)s3



A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

Példa: Mechanikus Gauss-eliminacid vs agysejtkimélo eljaras

132 7 —4 12 1T _4 12 I _4
13 13 13 3 13 13
< > ~ ( ~ s s om Yeah.
_ 5
21-3 1 2 1-3 1 0 3 -3



A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

Példa: Mechanikus Gauss-eliminacid vs agysejtkimélo eljaras

132 7 -4 12 1 _4 12 1 _4
13 13 13 13 13
< > ~ ( ~ N Yeah.
5.
21-3 1 2 1-3 1 03 -2 2
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A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez

nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

Példa: Mechanikus Gauss-eliminacid vs agysejtkimélo eljaras

132 7 —4 12 1T _4 12 I _4
13 13 13 13 13

~ ~ Yeah.
21-3 1 2 1-3 1 02 - 2

13

-
w
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A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

Példa: Mechanikus Gauss-eliminacid vs agysejtkimélo eljaras

132 7 —4 12 1T _4 12 I _4
13 13 13 3 13 13
< >~< ~ N Yeah.
5
21-3 1 2 1-3 1 Oﬁfﬁ 3
132 7 -4 ~ 1 -4 25 —10
21 -3 1 2 1-3 1

(] [i)-o[i

-
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A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

Példa: Mechanikus Gauss-eliminacid vs agysejtkimélo eljaras

132 7 -4 12 1 _4 12 1 _4
13 13 13 3 13 13
< > ~ ( ~ N Yeah.
5.
21-3 1 2 1-3 1 03 -2 2

132 7 -4 1 -4 25 —10 174 18 —10 v
21-3 1)~ \l2 13 1)~ 9 —53 21
@@zm

-

Gle



A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.
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ESA-okkal.

(2) A Gauss-eliminacié megvaldsithaté rekurziv algoritmusként is.



A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

(2) A Gauss-eliminacié megvaldsithaté rekurziv algoritmusként is.
A GE(M) (az M matrixot lépcsés alakra hozé eljaras):

Ha M elsd oszlopa csupa0, akkor M’ az els6 oszlop torlésével
keletkez6 matrix. Output: GE(M’) elé frunk egy csupa0 oszlopot.



A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

(2) A Gauss-eliminacié megvaldsithaté rekurziv algoritmusként is.
A GE(M) (az M matrixot lépcsés alakra hozé eljaras):

Ha M elsd oszlopa csupa0, akkor M’ az els6 oszlop torlésével
keletkez6 matrix. Output: GE(M’) elé frunk egy csupa0 oszlopot.
Ha M els6 oszlopa tartalmaz nemnulla elemet, sorcserével és
az els6 sor konstanssal szorzdsaval az elsé sor elsé elemét v1-sé
tessziik, majd a v1 alatti elemeket ESA-okkal kinulldzzuk. Legyen
M’ az elsd sor és elsd oszlop torlésével keletkezé matrix. Output:
GE(M') elé irunk egy csupa0 oszlopot és az igy kapott matrix folé
a kordbban torolt elsé sort.



A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

(2) A Gauss-eliminacié megvaldsithaté rekurziv algoritmusként is.



A Gauss-elimindcié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié olyan eljdrds, ami garantdltan
miikodik, bar néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez
nem muszaj a Gauss-eliminaciét kovetni: dolgozhatunk tigyes
ESA-okkal.

(2) A Gauss-eliminacié megvaldsithaté rekurziv algoritmusként is.
(3) Az M € R™k Gauss-eliminaciéja soran minden fizisdban
legfeljebb egy sorcserét, legfeljebb 2n sorszorzast és legfeljebb n
sorosszeadast hajtunk végre. Ezért minden fazis legfeljebb

konst - nk |épést igényel, az Osszlépésszam legfeljebb konst - n’k.
Az input M madtrix n- k elemet tartalmaz, az eljaras hatékony.
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Lattuk:
1. Linedris egyenletrendszer kib. egyhdmxként is megadhatd.

2. ESA nem véltoztat a megoldasokon
3. ESA-okkal elérheté a RLA
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4. A RLA-bdl azonnal adédik a megoldas



Linearis egyenletrendszerek megoldasszama

Lattuk:
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2. ESA nem véltoztat a megoldasokon

3. ESA-okkal elérheté a RLA
4. A RLA-bdl azonnal adédik a megoldas

» Ha az utolsé oszlopban van v1, akkor nincs megoldas



Linearis egyenletrendszerek megoldasszama

Lattuk:
1. Linedris egyenletrendszer kib. egyhdmxként is megadhatd.
2. ESA nem véltoztat a megoldasokon
3. ESA-okkal elérheté a RLA
4. A RLA-bdl azonnal adédik a megoldas
» Ha az utolsé oszlopban van v1, akkor nincs megoldas
» Ha az utolsé kivételével minden oszlopban van v1, akkor
egyetlen megoldas van



Linearis egyenletrendszerek megoldasszama

Lattuk:
1. Linedris egyenletrendszer kib. egyhdmxként is megadhatd.
2. ESA nem viltoztat a megolddsokon

3. ESA-okkal elérhetd a RLA
4. A RLA-bdl azonnal adédik a megoldas
» Ha az utolsé oszlopban van v1, akkor nincs megoldas
» Ha az utolsé kivételével minden oszlopban van v1, akkor
egyetlen megoldas van
» Ha az utolsén kivil mas oszlopban sincs v1, akkor van szabad
paraméter, igy végtelen sok kiilonb6z6 megoldas van.



Linearis egyenletrendszerek megoldasszama

Lattuk:
1. Linedris egyenletrendszer kib. egyhdmxként is megadhatd.
2. ESA nem véltoztat a megoldasokon
3. ESA-okkal elérheté a RLA
4. A RLA-bdl azonnal adédik a megoldas
» Ha az utolsé oszlopban van v1, akkor nincs megoldas
» Ha az utolsé kivételével minden oszlopban van v1, akkor
egyetlen megoldas van
» Ha az utolsén kivil mas oszlopban sincs v1, akkor van szabad
paraméter, igy végtelen sok kiilonb6z6 megoldas van.
Ha a linedris egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa
van, akkor legaldbb annyi egyenlet van, mint ahany ismeretlen.



Linearis egyenletrendszerek megoldasszama

Lattuk:

1. Linedris egyenletrendszer kib. egyhdmxként is megadhatd.
. ESA nem véltoztat a megoldasokon
. ESA-okkal elérhets a RLA
. A RLA-bdl azonnal adédik a megoldas
» Ha az utolsé oszlopban van v1, akkor nincs megoldas
» Ha az utolsé kivételével minden oszlopban van v1, akkor
egyetlen megoldas van
» Ha az utolsén kivil mas oszlopban sincs v1, akkor van szabad
paraméter, igy végtelen sok kiilonb6z6 megoldas van.

Ha a linedris egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa
van, akkor legaldbb annyi egyenlet van, mint ahany ismeretlen.
Biz: Az RLA-ra hozas utdn nincs szabad paraméter, tehat minden
véltozéhoz tartozik v1. Ezért a kibovitett egyltthatématrixnak
legalabb annyi sora van, mint a valtozdk szama. O

N



Linearis egyenletrendszerek megoldasszama

Lattuk:

1. Linedris egyenletrendszer kib. egyhdmxként is megadhatd.
. ESA nem véltoztat a megoldasokon
. ESA-okkal elérheté a RLA
. A RLA-bdl azonnal adédik a megoldas
» Ha az utolsé oszlopban van v1, akkor nincs megoldas
» Ha az utolsé kivételével minden oszlopban van v1, akkor
egyetlen megoldas van
» Ha az utolsén kivil mas oszlopban sincs v1, akkor van szabad
paraméter, igy végtelen sok kiilonb6z6 megoldas van.

Ha a linedris egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa
van, akkor legaldbb annyi egyenlet van, mint ahany ismeretlen.
Biz: Az RLA-ra hozas utdn nincs szabad paraméter, tehat minden
véltozéhoz tartozik v1. Ezért a kibovitett egyltthatématrixnak
legalabb annyi sora van, mint a valtozdk szama. O
Megj: A fenti kdvetkezmény forditott irdnyban nem igaz, és
|ényegében nincs mas oOsszefiiggés az egyértelmil megoldhatdsag,
az ismeretlenek szama ill. az egyenletek szama kozott.

N
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Ismeretlenek, egyenletek és megolddsok szamanak kapcsolata



Mit tanultunk ma?

» Linedris egyenletrendszerek naiv megoldasa
Kibdvitett egyiitthatématrix, ESA

v

v

(Redukalt) Iépcsés alak, és kapcsolata a megoldasokkal

v

Tilos sor, szabad paraméter, kotott valtozd

v

Gauss-elimindcié a LA eléréséhez, RLA képzése

v

Ismeretlenek, egyenletek és megolddsok szamanak kapcsolata

Koszonom a figyelmet!



