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Hova tartunk?

Az alterek struktlrajat szeretnénk jobban megérteni.

Ebben segit a bazis fogalma. Ennek segitségével az deril ki, hogy
az alterek nagyon hasonlitanak az R" térhez.
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Ha F ill. G linearisan fiiggetlen halmaz ill. generdtorrendszer
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Ezért -2u+ v+ w+ x=0, azaz w = 2u — v — x, ezért w elhagynatd a
generdtorrendszerbdl: V = (u,v,w, x,y) = (u, v, x, y). Tovabbritkitjuk a
mar megritkitott generdtorrendszert. fgy aAu+pv+rx+rvy=0
vektoregyenletnek megfelel6 linedris egyenletrendszert oldjuk meg.
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egyenletek alkotta rendszer kiboOvitett egyutthatématrixa:
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Példa: Keressiik mega V = (u,v,w,x, y,) altér egy bazisat!

(1) (o () () ()

Megoldas: A Au+ pv + kx + vy = 0 vektoregyenletnek megfeleld
linearis egyenletrendszert oldjuk meg. A koordinatanként kapott
egyenletek alkotta rendszer kiboOvitett egyutthatématrixa:

3 2 52|0 1 -1 53J0 1 -1 5 3|0
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Ezért —3u+2v + x =0, azaz x = 3u — 2v, ezért x elhagynaté a
generatorrendszerbdl: V = (u, v, w,x,y) = (u,v,x,y) = (u,v,y). Még
tovabb prébaljuk ritkitani a mar alaposan megritkitott generatorrendszert,
ezért a Au+ pv + ky = 0 vektoregyenletnek megfelel6 linearis
egyenletrendszert oldjuk meg.
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Megoldas: A Au+ pv + ky = 0 vektoregyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert oldjuk meg.
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Megoldas: A Au+ pv + ky = 0 vektoregyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert oldjuk meg. A koordinatanként kapott egyenletek
alkotta rendszer kibovitett egyiitthatématrixa:
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Megoldas: A Au+ pv + ky = 0 vektoregyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert oldjuk meg. A koordinatanként kapott egyenletek
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Példa: Keressiik mega V = (u,v,w,x,y,) altér egy bazisat!
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Megoldas: A Au+ pv + ky = 0 vektoregyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert oldjuk meg. A koordinatanként kapott egyenletek
alkotta rendszer kibovitett egyiitthatématrixa:

3 22|0 1 -1 3]0 1 -1 3|0 0
-1 320} ¢ -1 320} 0 2 5/0 | 0
0 —1 20 0 —1 20 0 -1 2|0 0
1 -1 3|0 3 22)0 0 5 —7|0 0
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Az u, v,y vektoroknak csak a trividlis linedris kombindcidja allitja
eld a Q—tTezért az u, v,y vektorok linedrisan fiiggetlenek. Lattuk,
hogy V = (u,v,y), ezért {u,v,y} a V altér egy olyan bézisa, amit
a generatorrendszer ritkitdsaval kaptunk. O
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Bazis el6dllitasa egyenletrendszer megolddsaval
Példa: Keressiik meg az alabbi V < R* altér egy bazisat!

V= 2 x4+ x4+x3+x=0,3x%—2x3 =0
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Megoldas: Az altér egy homogén linedris egyenletrendszer
megoldasaibdl all. (Homogén: a jobboldalon 0-k allnak, amiket a
kib.egyhémx-bdl elhagyunk.) Megoldjuk az egyenletrendszert, és a
megoldasokra nyert képlet segitségével taldlunk bazist.
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Bazis el6dllitasa egyenletrendszer megolddsaval
Példa: Keressiik meg az alabbi V < R* altér egy bazisat!

V= 2 x4+ x4+x3+x=0,3x%—2x3 =0

Megoldas: Az altér egy homogén linedris egyenletrendszer
megoldasaibdl all. (Homogén: a jobboldalon 0-k allnak, amiket a
kib.egyhémx-bdl elhagyunk.) Megoldjuk az egyenletrendszert, és a
megoldasokra nyert képlet segitségével taldlunk bazist.

x3,x4 € R tetsz.,
111 1fo) /111 1o (101 %o X1 = —x3 — 3xa,
030 2|0 010-2)0 010 —-%[0 _2
X2 = 5X4.
A bazis elkészitéséhez a szp-ek olyan értékaddsait keressiik,
amelyek lin.komb-jaként a szp-ek tetsz. értékadasa eléall. Példaul
ha minden lehetséges mddon egy szp-nek 1, a tobbinek 0 értéket
adunk, ilyet kapunk. Igy az x3 =1,x4 =0ill. x3 =0,x4 =1

értékadasokhoz a V alté
1 _

0 ‘
b, = 1 , €s by =
0

vektorokbdl allé bazisa tartozik. [
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Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
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FG-egyenlétlenség miatt |By| < |By].
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Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Biz: Mivel By lin.ftn és B, generatorrendszer V-ben, ezért az
FG-egyenlétlenség miatt |By| < |By].
Az is igaz, hogy B, lin.ftn és By generatorrendszer V-ben, ezért az
FG-egyenl6tlenség miatt |By| < |By] is teljesiil.
A két eredmény Osszevetésébdl |Bi| = |Bz| adddik. O
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Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.
Ha U <V <R”", akkor dim U < dim V.
Biz: Legyen B az U bazisa. Ekkor B C V lin.ftn, ezért a kordbban
latott 2. mddszerrel B-t ki lehet egésziteni V egy B’ bazisiva, igy
dimU = |B| < |B|=dimV. O]
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Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.

Ha U <V <R", akkor dim U < dim V.

Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,
Biz: Egészitsiik ki az UN V egy B bazisdt a Vj egy BU By ill. a
Vs egy B U By bazisava. lgazoljuk, hogy B U By U By lin.ftn. Tfh
2 obeB AbBF Do cp, Ab by + D) g, Ab,bo = 0. Ezt dtrendezve:
Vi3 x=2 bepAbb+ 2 pep Ao b1 = =D p,cp, Abbo € V2
adédik, ezért x € Vi N Vo, Ekkor x = >, g ppb, hisz B a V1NV,
bazisa. Innen deB ppb + 292652 Ap,by =x—x=0. ABUB,
lin.ftn-sége miatt A\p, = 0 Vb, € B,. Hasonléan A\, =0 Vb; € By,
és \p, =0 Vb € B, azaz BU By U B, lin.ftn. Ebbdl adédik, hogy
dim(ViNVa)+dim V > |B|+|Bi|+|Bz2|+|B| = dim Vi+dim V,. [
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Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.

Ha U <V <R”", akkor dim U < dim V.

Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,

R3-ban barmely két origén dthaladé sik (mds széval:

kétdimenzids altér) tartalmaz kozos egyenest.
Megj: R*ben mar taldlhaté két olyan origén athaladé sik, amik
csak az origdban metszik egymast. llyenek pl. (e;,e,) ill. (e3, e4).



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.

Ha U <V <R”", akkor dim U < dim V.

Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,

R3-ban barmely két origén dthaladé sik (mds széval:

kétdimenzids altér) tartalmaz kozos egyenest.
Megj: R*ben mar taldlhaté két olyan origén athaladé sik, amik
csak az origdban metszik egymast. llyenek pl. (e;,e,) ill. (e3, e4).

A tovabbiakban azt fogjuk megmutatni, hogy R” tetszlleges k
dimenziés altere ,,lényegében” gy viselkedik, mint RX.



Bazis szerinti koordinatak

Legyen B a V < R” altér bazisa. Mivel B generatorrendszer,
minden v € V eléall a B elemeinek lin.komb-jaként, azaz
vV =) pcp Abb alakban.



Bazis szerinti koordinatak

Legyen B a V < R” altér bazisa. Mivel B generatorrendszer,
minden v € V eléall a B elemeinek lin.komb-jaként, azaz

vV =) pcp Abb alakban.

A B bazis lin.ftn-ségébdl pedig az kovetkezik, hogy tetszdleges
v € V lin.komb-ként torténd eléallitasa egyértelmii: ha

V=72 pep Ab =D pcp tpb, akkor \p = pp Vb € B.



Bazis szerinti koordinatak

Legyen B a V < R” altér bazisa. Mivel B generatorrendszer,

minden v € V eléall a B elemeinek lin.komb-jaként, azaz

vV =) pcp Abb alakban.

A B bazis lin.ftn-ségébdl pedig az kovetkezik, hogy tetszdleges

v € V lin.komb-ként torténd eléallitasa egyértelmii: ha

V=72 pep Ab =D pcp tpb, akkor \p = pp Vb € B.

Ez a gondolatmenet indokolja az aldbbi fogalom joéldefinidltsagat.

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és

v = Z/I'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora
A1

[vlg =



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
v = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
A €R, akkor (1) [u+v]pg = [u]g + [v]g ill. (2) [Aulg = Alu]s.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
A €R, akkor (1) [u+v]p = [u]g + [v]g ill. (2) [Aulg = Alu]s.

A1 M1
Biz: (1) Tfth [ulg = ] és[v]g =

Ak Hk
Ekkor u = 3K | \ib; és v = S | uib;, tehdt
ut v =31 Niby + iy niby = Y (A + pi)bs, ezért

[u+vlg = ( 1 "1 = [ulg +[v]B -

Ak +



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
A € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [V]g ill. (2) [Au]s = A[u]s-

Biz:



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
A €R, akkor (1) [u+ v]pg = [u]g + [v]g ill. (2) [Au]g = Alu]s.
A1

Biz: (2) Tfh [u]g = | :|. Ekkor
A
’ AN

Au= X35 Nib = S AMib; = [Au]g = ( ) =ANulg O

Ak



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
A €R, akkor (1) [u+v]pg = [u]g + [v]g ill. (2) [Aulg = Alu]s.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Megj: A fenti 4llitds azt mutatja meg, hogy R"” bdrmely V altere
lényegében ugyantgy viselkedik, mint az R¥ tér, ahol k = dim V.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
A €R, akkor (1) [u+v]pg = [u]g + [v]g ill. (2) [Aulg = Alu]s.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Kinzé kérdés: Hogy lehet a koordindtavektort kiszdmitani?
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R3 bézisa, ahol

b; = ( ) by, = (3) ésv = (;) Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

2



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Kinzé kérdés: Hogy lehet a koordindtavektort kiszdmitani?
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R3 bézisa, ahol

b, = ( ) by, = (g) ésv = (;) Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Maédszer: A generdlt vektor szdmitdsdra tanult eljardst kovetjiik:
megoldjuk a A1 b; + Aab, = v egyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert. A kibdvitett egyutthatématrix:



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Kinzé kérdés: Hogy lehet a koordindtavektort kiszdmitani?
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R3 bézisa, ahol

b, = ( ) by, = (g) ésv = (;) Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Maédszer: A generdlt vektor szdmitdsdra tanult eljardst kovetjiik:
megoldjuk a A1 b; + Aab, = v egyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert. A kibdvitett egyutthatématrix:

34 7
231 6
32|-1




Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Kinzé kérdés: Hogy lehet a koordindtavektort kiszdmitani?
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R3 bézisa, ahol

b, = ( ) by, = (g) ésv = (;) Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Maédszer: A generdlt vektor szdmitdsdra tanult eljardst kovetjiik:
megoldjuk a A1 b; + Aab, = v egyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert. A kibdvitett egyutthatématrix:

34 7 11 1
231 6 ~ (23] 6
32|-1 32|-1




Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Kinzé kérdés: Hogy lehet a koordindtavektort kiszdmitani?
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R3 bézisa, ahol

b, = ( ) by, = (g) ésv = (;) Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Maédszer: A generdlt vektor szdmitdsdra tanult eljardst kovetjiik:
megoldjuk a A1 b; + Aab, = v egyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert. A kibdvitett egyutthatématrix:

34 7 11 1 1 1] 1
231 6 ~ (23] 6 ~ (0 1| 4
32|-1 32|-1 0 —1|—4




Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Kinzé kérdés: Hogy lehet a koordindtavektort kiszdmitani?
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R3 bézisa, ahol

b, = ( ) by, = (g) ésv = (;) Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Maédszer: A generdlt vektor szdmitdsdra tanult eljardst kovetjiik:
megoldjuk a A1 b; + Aab, = v egyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert. A kibdvitett egyutthatématrix:

34 7 11 1 1 1] 1 10[-3
231 6 ~ (23] 6 ~ (0 1| 4 ~ (01| 4
32|-1 32|-1 0 —1|—4 00l O




Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Kinzé kérdés: Hogy lehet a koordindtavektort kiszdmitani?
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R3 bézisa, ahol

b, = ( ) by, = (g) ésv = (;) Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Maédszer: A generdlt vektor szdmitdsdra tanult eljardst kovetjiik:
megoldjuk a A1 b; + Aab, = v egyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert. A kibdvitett egyutthatématrix:
34 7 11 1 1 1 1 10[-3 A
(23 6>N(23 6)N<014>N<01 4) = Al
32|-1 3 2|-1 0 —1|—4 00 2

-3
0 4




Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {b;,b,,..., by} a V altér bazisa, u,v € V és
N € R, akkor (1) [u+ v]g = [u]s + [V]g ill. (2) [Auls = Alul.
Kinzé kérdés: Hogy lehet a koordindtavektort kiszdmitani?
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R3 bézisa, ahol

b, = ( ) by, = (g) ésv = (;) Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Maédszer: A generdlt vektor szdmitdsdra tanult eljardst kovetjiik:
megoldjuk a A1 b; + Aab, = v egyenletnek megfeleld linedris
egyenletrendszert. A kibdvitett egyutthatématrix:

34 7 11 1 1 1] 1 10[-3
231 6 ~ (23] 6 ~ (0 1| 4 ~ (01
32|-1 32|-1 0 —1|—4 00

)= ouo
Ezek szerint v = —3b; + 4b,, azaz v € V és [v]g = ( ) O

0



Disclaimer

A mai tananyag szamonkért része itt véget ér. A tovabbiakban
extrak kovetkeznek az érdeklodok szamdra ill. az érdeklédés
felkeltésére, amit a korabban elmondottaknak megfeleléen nem
kértink szdmon.



Disclaimer

A mai tananyag szamonkért része itt véget ér. A tovabbiakban
extrak kovetkeznek az érdeklodok szamdra ill. az érdeklédés
felkeltésére, amit a korabban elmondottaknak megfeleléen nem
kértink szdmon.

Annak ellenére, hogy minden itt kovetkez6 ismeretet a szokasos
mddon bebizonyitunk, ezeket nem tekintjik az éran elhangzottnak,
vagyis olyannak, ami (példaul a ZH-n) korlatozas nélkiil
felhaszndlhaté. Nem tilos természetesen erre tdmaszkodni egy
feladat megolddsa soran, de ilyenkor minden felhasznilt tételt ill.
médszer helyességét igazolni kell.
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Figyeljilk meg egy RLA matrix oszlopait!

1 ?




RLA matrix oszlopainak tulajdonsiga

Figyeljilk meg egy RLA matrix oszlopait!

1 ?
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1 ?
M= 0 1
: 1
0
Az M matrix pontosan akkor RLA, ha tgy kaphaté az e, , .. ., e, oszlopok

alkotta matrixbdl oszlopok beszirdsaval, hogy minden beszirt oszlop a téle balra
allé e; oszlopok linedris kombinacidja.



RLA matrix oszlopainak tulajdonsaga

Figyeljilk meg egy RLA matrix oszlopait!

1 ?
1
1 ?
M= 0 1
: 1
0
Az M matrix pontosan akkor RLA, ha tgy kaphaté az e, , .. ., e, oszlopok

alkotta matrixbdl oszlopok beszirdsaval, hogy minden beszirt oszlop a téle balra
allé e; oszlopok linedris kombinacidja.

Biz: Tfh M RLA. Ekkor vezéregyesek oszlopai a standard bazis e,,...,e,
egységvektorai. Minden vezéregyest nem tartalmazé oszlop minden nemnulla
elemétdl balra van a nemnulla elem sordban vezéregyes. Ezen vezéregyesek osz-
lopainak alkalmas linedris kombinacidjaként elall a vezéregyest nem tartalmazé

oszlop. Az M matrix tehat eldallithaté a megfigyelésben leirt médon.



RLA matrix oszlopainak tulajdonsiga

Figyeljilk meg egy RLA matrix oszlopait!

1 ?
1
1 ?
M= 0 1
: 1
0
Az M matrix pontosan akkor RLA, ha tgy kaphaté az e, , .. ., e, oszlopok

alkotta matrixbdl oszlopok beszirdsaval, hogy minden beszirt oszlop a téle balra
allé e; oszlopok linedris kombinacidja.
Biz:



RLA matrix oszlopainak tulajdonsaga

Figyeljilk meg egy RLA matrix oszlopait!

1 ?
1
1 ?
M= 0 1
: 1
0
Az M matrix pontosan akkor RLA, ha tgy kaphaté az e, , .. ., e, oszlopok

alkotta matrixbdl oszlopok beszirdsaval, hogy minden beszirt oszlop a téle balra
allé e; oszlopok linedris kombinacidja.

Biz: Most tth M az (e;]...|e,) matrixbdl keletkezik a megfigyelésben leirt
médon torténd oszlopbeszirasokkal. Ekkor a vezéregyesek pontosan az e; vek-
torok egyesei lesznek. Ezért minden vezéregyes feletti sorban all a vezéregyestdl
balra masik vezéregyes, és a vezéregyesek felett is csak 0-k allnak, tehat M RLA.



ESA-ok hatdsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.

oszlopvektorok rendszerére.



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).



ESA-ok hatdsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.

oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Biz: Feltehetd, hogy M'-t egyetlen ESA-sal kaptuk M-bdl. Barmelyik konkrét
ESA-t is alkalmaztuk, az Ujonnan megjelend sor a korabbi sorok linearis kom-
binicidja, igy benne van az (S) altérben. Ezért S’ C (S), igy (S') C (S). Lattuk,
hogy barmely ESA megforditasa is kivitelezhetd ESA-okkal, ezért (S) C (S') is
teljesiil. E két megfigyelésbdl pedig (S) = (S’) adédik. O



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok

a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
k K K K
(i dioy = >0, wioy) <~ (O Aig; = > e 1i0;)-



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:

(25;1 Aig; = Z;{:I 1io;) <~ (Zf‘(:l Aio} = Zfﬂ 1i03)-

Biz: )
Ismét feltehetd, hogy M’ egyetlen ESA-sal keletkezett. Rdadasul elég a =: irdnyt
bizonyitani: a <: kovetkezik abbdl, hogy minden ESA forditottja megvaldsithaté
legfeljebb harom ESA-sal. Ezért ha egy lin.osszefiiggés fennal M’-re akkor az ezt
legfeljebb harom ESA meg6rzi, tehat igaz marad M-re is.



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:

(X Moy = X8 mioy) = (X Mgl = T8, wig))-
Biz:



ESA-ok hatdsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R"-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.

oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:

(Zf:l Aig; = Z;{:I 1io;) — (Zf‘(:l Aio} = Zf:l 1i03)-

Biz:
=: A bal oldali osszefiiggés azt jelenti, hogy M minden sora megoldja a
Z,.kzl Aixi = Zle wix; egyenletet, azaz M barmely sordnak elsd elemét xi, a
masodikat x>, stb helyébe helyettesitve fennall az egyenléség. A jobb oldali
osszefiiggés igazoldsahoz ugyanezt kell megmutatni M’ sorairdl. Sorcsere esetén
pontosan ugyanazokrdl az egyenl6ségekrdl van szd, skaldrral szorzas esetén az
egyik egyenletet skalarral kell végig szorozni, sorosszeadas esetén pedig az (j

egyenl6ség két korabban teljesiilé egyenlet osszege. O



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok

a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
k K K K
(i dioy = >0, wioy) <~ (O Aig; = > e 1i0;)-



ESA-ok hatdsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.

oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
(i Mgy = 21, pigy) = (300 Nigf = Do pic)).

Példa: Dontsiik el, hogy linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi M matrix oszlopai.

N ==
(SR N}
W o N =
[ =N



ESA-ok hatdsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.

oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok

a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
k K K K
(Xoic Aoy = 2015, mio;) — (i1 Niof = >0, pio)).

Példa: Dontsiik el, hogy linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi M matrix oszlopai.
Megoldas: Varazslds. ESA-okkal RLA métrixot képeziink.
1 2 11
-1-1-20
1 4 05
2 3 31



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
(Z:'(:1 Aig; = Zf:1 /~’*i9i) <~ (Z;{:1 )"'Q; = Zf:1 MiQ;)-
Példa: Dontsiik el, hogy linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi M matrix oszlopai.
Megoldas: Varazslds. ESA-okkal RLA métrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1
—-1-1-20 0 1-1 1
1 4 05] “|o 2-1 4
2 3 31 0-1 1-1



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. 0" ={o},...0,} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
(i Mgy = X1y wioy) = (i Nigf = Xi, wi)).
Példa: Dontsiik el, hogy linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi M matrix oszlopai.
Megoldas: Varzslds. ESA-okkal RLA mitrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1 12 11
—-1-1-20 0 1-1 1 01-11
1 4 05] “lo 2-1 4| Tloo 12
2 3 31 0-1 1-1 00 00



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. 0" ={o},...0,} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
(i Mgy = X1y wioy) = (i Nigf = Xi, wi)).
Példa: Dontsiik el, hogy linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi M matrix oszlopai.
Megoldas: Varzslds. ESA-okkal RLA mitrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1 12 11 120 -1
—-1-1-20 0 1-1 1 01-11 010 3
1 4 05] “|lo 2-1 4] “loo 12] “|oo0o1 2
2 3 31 0-1 1-1 00 00 000 O



ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™* mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R™-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.
oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
k K K k
(Ximi Aig; = 221 wio;) — (Xoics Niof = 200, pio)).
Példa: Dontsiik el, hogy linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi M matrix oszlopai.

Megoldas: Varzslds. ESA-okkal RLA mitrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1 12 11 120 -1
—-1-1-20 0 1-1 1 01-11 010 3
1 4 05] “|lo 2-1 4] “loo 12] “|oo0o1 2
2 3 31 0-1 1-1 00 00 000 O



ESA-ok hatdsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k mitrixot tekinthetiink n db R*-beli sorvektornak és k db R"-
beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill.

oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* mitrixbdl. Ha S ill. S’ az M
ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Tfh az M € R™* métrixbél M'-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,}
ill. O’ ={oy,...0}} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok
a linedris Osszefliggések teljesiilnek:
(Z:(:1 Aig; = Zf:1 /~’*i9i) <~ (Z;{:1 )"'Q; = Zf:1 MiQ;)-
Példa: Dontsiik el, hogy linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi M matrix oszlopai.
Megoldas: Varazslas. ESA-okkal RLA mitrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1 12 11 120 -1

-1 -1-20 - 0 1-1 1 - 01-11 NO].O 3

1 4 05 0 2-1 4 00 12 001 2

2 3 31 0-1 1-1 00 0O 000 O
100 —7 A kapott RLA mitrixra oy = —70] + 30} + 205. I,gy M osz-
o010 3 lopaira is fennall az 0, = —70, + 30, + 205 Gsszefiiggés, azaz
8 g (1J g M egy oszlopa eléall a tobbi oszlop linedris kombinacidjaként.

Tehat M oszlopai nem lin. ftn.-ek.



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
H = 0 b ! = _1 b ﬂ = _1 5 5 = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
H = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 5 = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad
(de nem kotelezd) Gauss-elimindciét haszndlni.



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
H = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 5 = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad

(de nem kotelezd) Gauss-elimindciét haszndlni.

3 2-1 52
-1 3 4 -92
0-1-1

22
1-1-2 53



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
H = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 5 = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad

(de nem kotelezd) Gauss-elimindciét haszndlni.

3 2-1 52 1-1-2 53
-1 3 4-92 -1 3 4-92
0-1-1 22 ~ 0-1-1 22
1-1-2 53 3 2-1 52



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
g = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 5 = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad

(de nem kotelezd) Gauss-elimindciét haszndlni.

3 2-1 52 1-1-2 53 1-1-2 5 3
-1 3 4-92 -1 3 4-92 0 2 2 -4 5
0-1-1 22 ~ 0-1-1 22 “lo-1-1 2 2
1-1-2 53 3 2-1 52 0 5 5-10 —7



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
g = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 5 = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad

(de nem kotelezd) Gauss-elimindciét haszndlni.

3 2-1 52 1-1-2 53 1-1-2 5 3
-1 3 4-92 -1 3 4-92 0 2 2 -4 5
0-1-1 22 ~ 0-1-1 22 “lo-1-1 2 2
1-1-2 53 3 2-1 52 0 5 5-10 —7
1-1-2 5 3
0-1-1 2 2
~“lo 2 2 -2 5
0 5 5-10 —7



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
g = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 K = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad

(de nem kotelezé) Gauss-eliminaciét hasznalni.

3 2-1 52 1-1-2 53 1-1-2 5 3
-1 3 4-92 -1 3 4-92 0 2 2 -4 5
0-1-1 22 ~ 0-1-1 22 “lo-1-1 2 2
1-1-2 53 3 2-1 52 0 5 5-10 —7
1-1-2 5 3 1-1-2 5 3
0-1-1 2 2 0 1 1 —2 -2
~“lo 2 2 -2 5 ~“lo 2 2 -4 5
0 5 5-10 —7 0 5 5 -10 —7



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
g = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 K = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad

(de nem kotelezé) Gauss-eliminaciét hasznalni.

3 2-1 52 1-1-2 53 1-1-2 5 3
-1 3 4-92 -1 3 4 -92 0 2 2 -4 5
0-1-1 22 ~ 0-1-1 22 “lo-1-1 2 2
1-1-2 53 3 2-1 52 0 5 5-10 —7
1-1-2 5 3 1-1-2 5 3 10-1 3 1
0-1-1 2 2 0 1 1 —2 -2 01 1-2-2
~“lo 2 2 -2 5 ~“lo 2 2 -4 5 ~“loo o o 9
0 5 5-10 —7 0 5 5 -10 —7 00 0 0 3



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
g = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 K = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad

(de nem kotelezé) Gauss-eliminaciét hasznalni.

3 2-1 52 1-1-2 53 1-1-2 5 3
-1 3 4-92 -1 3 4 -92 0 2 2 -4 5
0-1-1 22 ~ 0-1-1 22 “lo-1-1 2 2
1-1-2 53 3 2-1 52 0 5 5-10 —7
1-1-2 5 3 1-1-2 5 3 10-1 3 1
0-1-1 2 2 0 1 1 —2 -2 01 1-2-2
~“lo 2 2 -4 5] Tlo 2 2 -4 5] “loo 0o 0 9
0 5 5-10 —7 0 5 5 -10 —7 00 0 0 3
uv w Xy
10-1 30
~ (o1 1-20
00 0 01
00 0 00



Varazslas Il: bazis elééllitdsa generatorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az aldbbi vektorok altal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 9 2
-1 3 4 -9 2
g = 0 b ! = 71 b ﬂ = 71 5 K = 2 0 X = 2
1 —1 —2 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-va alakitjuk. Ehhez szabad

(de nem kotelezé) Gauss-eliminaciét hasznalni.

3 2-1 52 1-1-2 53 1-1-2 5 3
-1 3 4 -92 -1 3 4 -92 0 2 2 —4 5
0-1-1 22 0-1-1 22 0-1-1 2 2
1-1-2 53 3 2-1 52 0 5 5 -10 —7
1-1-2 5 3 1-1-2 5 3 10-1 3 1
fo-1-1 2 2} fo 11 -2-2) fo1 1-2-2
0 2 2 -4 5 0 2 2 -4 5 00 0 0 9
0 5 5-10 —7 0 5 5-10 -7 00 0 0 3
gy w xy Ezért w =v — u, x =3u —2v, azaz w,x € (u,v,y).
LoL oo Tehdt {u,v,y} a V generdtorrendszere.
~lo1 120 " zhe v VR
00 0 01 Masrészt {u,v,y} = {e;, &,, €3} linedrisan fiiggetlen.
00 0 00 Konklizié: {u,v,y} a V altér egy bazisa. O



Vardzslas |ll: koordindtavektor-szamitas
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R? bézisa, ahol
3 4 7
b, = <2> ill. b, = <3> ésv= ( ?) . Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

3 2



Vardzslas |ll: koordindtavektor-szamitas
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R? bézisa, ahol
3 4 7
b, = <§) ill. b, = (2) ésv= ( ?) . Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Megoldas: A vektorokbdl képzett matrixot ESA-okkal RLA-v3 transzformaljuk:



Vardzslas |ll: koordindtavektor-szamitas
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R? bézisa, ahol
3 4 7
b, = <§) ill. b, = (2) ésv= ( ?) . Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Megoldas: A vektorokbdl képzett matrixot ESA-okkal RLA-va transzformaljuk:

b b 34 7
(bilen) = (33 ¢)



Vardzslas |ll: koordindtavektor-szamitas
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R? bézisa, ahol
3 4 7
b, = <§) ill. b, = (2) ésv= ( ?) . Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Megoldas: A vektorokbdl képzett matrixot ESA-okkal RLA-v4 transzformaljuk:

b b 3 4 7 11 1
= 23 ~
Gilew = (33 ¢) ~ (32 %)



Vardzslas |ll: koordindtavektor-szamitas
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R? bézisa, ahol
3 4 7
b, = <2) ill. b, = (3) ésv= ( ?) . Keressiik a [v]g-t, ha v € V.
3 2 —

Megoldas: A vektorokbdl képzett matrixot ESA-okkal RLA-v4 transzformaljuk:

34 7 11 1 1 1 1
b,|b,Jv) = (23 6 23 6 0o 1 4
(71|*2|*) (32 71> N<32 71> ~ (o —il 74>



Vardzslas |ll: koordindtavektor-szamitas
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R? bézisa, ahol
3 4 7
b, = (g) ill. b, = (2) ésv= ( ?) . Keressiik a [v]g-t, ha v € V.

Megoldas: A vektorokbdl képzett matrixot ESA-okkal RLA-v4 transzformaljuk:

34 7 11 1 11 1 10 -3 ,
(bylbylv) = (23 6 ~ (23 &6 ~ (o 1 4 ~(o1 4 ) =M
32 -1 32 -1 0 -1 —4 00 0



Vardzslas |ll: koordindtavektor-szamitas
Példa: Legyen B = {b1, by} a V < R? bézisa, ahol
b, = (2) ill. b, = (g) és v = (j) . Keressiik a [v]g-t, ha v € V.
Megoldas: A vektorokbdl képzett matrixot ESA-okkal RLA-v3 transzformaljuk:

34 7 11 1 11 1 10 -3 ,
(b1|b2|v): 23 6 ~ 23 6 ~ 0o 1 4 ~lo1 4| =M
e 32 -1 32 -1 0 —1 —4 00 0

Az M’ RLA mx o}, 0}, 0} oszlopaira teljesiil, hogy 03 = —30; + 40;.
Az ESA-ok oszlopokra gyakorolt hatasardl latottak szerint v = —3b; + 4b,.

Tehat v € V és [v]s = (‘2) .



Mi haszna a linedris algebranak???



Mi haszna a linedris algebranak???

Amirdl itt és most nem esik sz6: koordindtageometria, konvex alakzatok geo-
metridja ill. linedris célfiiggvény optimalizdlasat elSird feladatok megoldasa. Ezek
mindegyike fontos alkalmazasi teriilet.

A matematikailag kiilonosen érdekes alkalmazdsok altaldaban abbdl fakadnak,
hogy egy linedris algebratdl latszélag tavol all6 feladatrdl deriil ki, hogy meg-
fogalmazhatd linedris algebrai terminoldgidval. Az ezen kapcsolat révén rendel-
kezésre all6 eszkozok pedig joval hatékonyabbak lehetnek, mint az eredeti feladat
témakarében szokdsosak. Akdr a legegyszeriibb linalg. eszkdz is (mint amilyen
pl. az FG-egyenlStlenség) alkalmas lehet nehéz tételek meglepden egyszerli iga-
zolasara.



Mi haszna a linedris algebranak???

Amirdl itt és most nem esik sz6: koordindtageometria, konvex alakzatok geo-
metridja ill. linedris célfiiggvény optimalizdlasat elSird feladatok megoldasa. Ezek
mindegyike fontos alkalmazasi teriilet.

A matematikailag kiilonosen érdekes alkalmazdsok altaldaban abbdl fakadnak,
hogy egy linedris algebratdl latszélag tavol all6 feladatrdl deriil ki, hogy meg-
fogalmazhatd linedris algebrai terminoldgidval. Az ezen kapcsolat révén rendel-
kezésre all6 eszkozok pedig joval hatékonyabbak lehetnek, mint az eredeti feladat
témakarében szokdsosak. Akdr a legegyszeriibb linalg. eszkdz is (mint amilyen
pl. az FG-egyenlStlenség) alkalmas lehet nehéz tételek meglepden egyszerli iga-
zolasara.

Buta kérdés: Egy n-elemii alaphalmazbdl legfeljebb hany részhalmazt lehet lgy
kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott részhalmaznak pontosan ugyanannyi
kozos eleme legyen?
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Buta kérdés: Egy n-elemii alaphalmazbdl legfeljebb hany részhalmazt lehet Ggy
kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott részhalmaznak pontosan ugyanannyi
kozos eleme legyen?

Ha 0 # A, A A C {Xl,...,Xn} és |A,' N Aj‘ =
AV0 <i<j <k, akkor k < n.
Biz:
(1) Ha X = 0, akkor az Ai,...,Ar halmazok diszjunktak. Ekkor az 3llitas
trividlis, hisz |A;| > 1 Vi. Ezért feltehetd, hogy A > 0.

(2) Vildgos, hogy |Ai| > A V1 < i < k. Ha mondjuk |A;| = X, akkor A; C
Aj Vj # 1. Ezért az A, ... A, halmazok A;-en kiviili része egymastdl diszjunkt,
igy a darabszamuk legfeljebb n — \. Ebbél pedig k < n— A+ 1 < n adddik.

Ezért mostantdl feltessziik, hogy |A;| > A teljesiil az Ay, . .., Ax halmazok mind-
egyikére.
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Buta kérdés: Egy n-elemii alaphalmazbdl legfeljebb hany részhalmazt lehet Ggy
kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott részhalmaznak pontosan ugyanannyi
kozos eleme legyen?

Ha 0 # A, A A C {Xl,...,X,,} és |A; N Aj‘ =
AV0 <i<j <k, akkor k < n.

Biz:
(3) Legyen |Ai| = A+ pi, ahol p; >0V1 <<k,
Jeldlje rendre ay,...,a, az Ai, ..., Ax halmazok karakterisztikus vektordt, azaz
N AR ha xj € A;
4 = B LR ) hax; & A~
Xn

Megmutatjuk, hogy az a;,...,a, vektorok lin.ftn-ek. Ekkor ugyanis az FG-

egyenlétlenség miatt k < dimR"” = n.
Tfh A1a; + ...+ Aka, = 0. A bal oldali vektorok A; elemeinek megfelelé koor-

dindtdinak osszegére pj\; + A - Zf:l Ai = 0 adédik.
Ha 3K, A > 0, akkor \; < 0V, igy 32, A\ < 0, ellentmondas.
Ha pedig fozl Ai < 0, akkor A; > 0 V), igy ez sem lehetséges.

Végul, ha ha Zf.;l Ai = 0, akkor \; = 0 Vj. Ezért az a,,...,a, vektorok
csakugyan lin.ftn-ek. O
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Egészen fura célokra is haszndlhaté a linalgebra

Koszonom a figyelmet!



