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komponensek ill. feszitd erd6 segitségével tudjuk kompakt
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P Iranyitott grafban fogjuk azt vizsgalni, hogy egy megadott
csuicsbdl a graf milyen mas csiicsai érhetdk el, majd az
elérhetd csticsokba keresiink legrovidebb utat.

» Ennek sordn (tobbek kozott) egy djfajta médszert latunk a
feszitéfa (ill. feszitd erdd) keresésére.

> Ezért a tovabbiakban irdnyitott grafokkal foglalkozunk:
iranyitatlan graf esetén arra az irdnyitott grafra gondolunk,
amit az irdnyitatlanbdl az élek oda-vissza irdnyitasaval
kapunk. Ezzel a médszerrel az iranyitott grafra kapott
eredmények az irdnyitatlan esetre is konnyen atiiltethetok.
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Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
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Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.
(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.
(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.
(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
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m M
A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




Altaldnos grafbejards
3 5 2 8 _
m M

A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.

(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.

(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.

(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.

(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




Altaldnos grafbejards
3 5 2 8 _
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




Altaldnos grafbejards
3 5 2 8 3 _
m 2 IM
A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.
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m 2 IM
A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.
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m 2 IM
A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.
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Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




Altaldnos grafbejards
3 5 2 8 3 5 4
m 2 IM
A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




Altaldnos grafbejards
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m 2 IM
A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




Altaldnos grafbejards
3 5 2 8 3 5 4
m QIM

A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.

(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




Altaldnos grafbejards
3 5 2 8 3 5 4
m 2IM7

A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.

(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




Altaldnos grafbejards
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A grafbejarési algoritmus az inputgraf csticsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett allapotokat veszi
fel. A bejdras akkor ér véget, amint minden cslics befejezetté valt.
Van cstics. Vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs cslcs.
(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics (azaz V cstcs befejezett): END.
Nézziik meg egy irdnyitatlan graf bejarasat is.




AItaIanos grafbejaras

LN LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).

LA gyokér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



AItaIanos grafbejaras

LN LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

LA gyokér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



AItaIanos grafbejaras

LN LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozdsa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslics elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bdl u-ba faélekbdl iranyitott Ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszarmazasi viszony).

LA gySkér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



AItaIanos grafbejaras

LA LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozdsa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslics elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bdl u-ba faélekbdl iranyitott Ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszarmazasi viszony).

LA gyokér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



AItaIanos grafbejaras

LA LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozdsa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslics elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bdl u-ba faélekbdl iranyitott Ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszarmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

LA gyokér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



AItaIanos grafbejaras

LA LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozdsa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslics elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bdl u-ba faélekbdl iranyitott Ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszarmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

(A bejaras faja valdjdban egy gyokereibél kifelé irdnyitott erdd.)

LA gySkér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



AItaIanos grafbejaras

LA LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozdsa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslics elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bdl u-ba faélekbdl iranyitott Ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszarmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

LA gyokér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



AItaIanos grafbejaras

LA LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.
(2) Az élek osztdlyozdsa:
faél: Olyan él, ami mentén egy cslics elértté valt.
uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bdl u-ba faélekbdl iranyitott Ut vezet.
keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszarmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

Irdnyitatlan esetben az eloreél és a visszaél ugyanazt jelenti.

LA gyokér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



AItaIanos grafbejaras

LA LR

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gydkér?).
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozdsa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslics elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bdl u-ba faélekbdl iranyitott Ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszarmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

Irdnyitatlan esetben az eloreél és a visszaél ugyanazt jelenti.
Terminolégia: Ha a bejaras fajaban u-bdl v-be irdnyitott Ut vezet,
akkor u a v Gse és v az u leszdrmazottja. A faél és az elreél tehat
Osbol leszarmazottba, a visszaél pedig leszarmazottbdl Gsbe vezet.

LA gySkér mar kezdetben allapotd, igy kivétel az altaldnos-szabaly aldl.



A BFS és tulajdonsagai

Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejéras, ahol
az esetben mindig a legkordbban elért u cstcsot valasztjuk.
Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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4 % 7
Tfh G = (V, E) BFS bejarasa utan a csticsok elérési
sorrendje v, vo, ..., v,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
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Tfh G = (V, E) BFS bejarasa utan a csticsok elérési
sorrendje v, vo, ..., v,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
Biz: A v; befejezésének pillanatdban v; minden gyereke elért, de
vj-nek még egy gyereke sem az. Ezért v; gyerekeit a v; cslics
befejezése utan érjik el, majd ezt kovetden fejezziik be vj-t. O
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Tfh G = (V, E) BFS bejarasa utan a csticsok elérési
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(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
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Tfh G = (V, E) BFS bejarasa utan a csticsok elérési
sorrendje v, vo, ..., v,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
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Tfh G = (V, E) BFS bejarasa utan a csticsok elérési
sorrendje v, vo, ..., v,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
Biz: Ha vj-t kordbban érjiik el, mint vj-t, akkor (1) miatt v;-t
kordbban is fejezziik be vj-nél. Ezért barmely két csiics sorrendje
ugyanaz az elérési sorrendben mint befejezési sorrendben. Tehat az
elérési sorrendnek meg kell egyeznie a befejezési sorrenddel. O
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Tfh G = (V, E) BFS bejarasa utan a csticsok elérési
sorrendje v, vo, ..., v,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
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Tfh G = (V, E) BFS bejarasa utan a csticsok elérési
sorrendje v, vo, ..., v,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.



A BFS és tuIaJdonsagal

[N e

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
Biz: Ha vkvy € E(G), akkor vy sziilbje vk vagy egy vi-t megel6z6
cstics. (1) miatt v; sziil6je sem kovetkezhet vy utdn, vagyis v; nem
lehet v; sziilgje. O




A BFS és tuIaJdonsagal
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Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.




A BFS és tuIaJdonsagal

[N e

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.

(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.




A BFS és tuIaJdonsagal

VNN ot

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.
Biz: Ha P’ egy G-beli uv-ut, akkor P’ egyetlen éle sem ugorhat 4t
P-beli élt. Ezért P’ utolsé éle nem kezdédhet kordbban P utolsé
élénél. Hasonlé igaz P’ utolsé elétti, stb éleire. igy v-bol nem lehet
u-ba visszajutni P élszamanal kevesebb élen. O




A BFS és tuIaJdonsagal

VNN ot

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.




A BFS és tuIaJdonsagal

VNN ot

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.
(5) A BFS-fa egy legrovidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébél
bmely v; csiicsba vezet6 fait a G egy legkevesebb éli vy v;-(tja.




A BFS és tuIaJdonsagal

VNN ot

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.
(5) A BFS-fa egy legrovidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébél
bmely v; csiicsba vezet6 fait a G egy legkevesebb éli vy v;-(tja.
Biz: Kozvetleniil adédik (5)-bél.




A BFS és tuIaJdonsagal

VNN ot

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.
(5) A BFS-fa egy legrovidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébél
bmely v; csiicsba vezet6 fait a G egy legkevesebb éli vy v;-(tja.




A BFS és tuIaJdonsagal

VNN ot

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.
(5) A BFS-fa egy legrovidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébél
bmely v; csiicsba vezet6 fait a G egy legkevesebb éli vy v;-(tja.
(6) Minden él legfeljebb egy szintet 1ép lefelé a BFS-faban, igy
nincs el6reél. (Iranyitatlan esetben csak faél és keresztél van.)




A BFS és tuIaJdonsagal

@WWV */L\.

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.
(5) A BFS-fa egy legrovidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébél
bmely v; csiicsba vezet6 fait a G egy legkevesebb éli vy v;-(tja.
(6) Minden él legfeljebb egy szintet 1ép lefelé a BFS-faban, igy
nincs el6reél. (Iranyitatlan esetben csak faél és keresztél van.)
Biz: Ha v;v; legaldbb két szintet |ép lefelé, akkor v1-bdl vj-be nem
a BFS-fabeli lenne a legrovidebb dt. Ez ellentmond (5)-nek.




A BFS és tuIaJdonsagal

@WWV */L\.

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.
(5) A BFS-fa egy legrovidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébél
bmely v; csiicsba vezet6 fait a G egy legkevesebb éli vy v;-(tja.
(6) Minden él legfeljebb egy szintet 1ép lefelé a BFS-faban, igy
nincs el6reél. (Iranyitatlan esetben csak faél és keresztél van.)
Biz:




A BFS és tuIaJdonsagal
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Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a csiicsok elérési
sorrendje vi, Vo, ..., V. Ekkor az alabbiak teljestilnek.
(1) Ha i <, akkor v,-—t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovdbba
v; gyerekei az elérési sorrendben megeldzik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vkvy nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fa uv-ttja, akkor P legrovidebb uv-it G-ben is.
(5) A BFS-fa egy legrovidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébél
bmely v; csiicsba vezet6 fait a G egy legkevesebb éli vy v;-(tja.
(6) Minden él legfeljebb egy szintet 1ép lefelé a BFS-faban, igy
nincs el6reél. (Iranyitatlan esetben csak faél és keresztél van.)
Biz: Ha pedig lenne el6reél, akkor az legaldbb két szintet Iépne
lefelé. Most lattuk, hogy ez lehetetlen. Ol




Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és £ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P it hossza a P éleinek &sszhossza: £(P) = 3 .cg(p) L(e).



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).
Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:

disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén

egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).

Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:

disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén

egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).

Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:

disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.

Megj: Az ¢ hosszfiiggvény konzervativ tulajdonsdga azt jelenti, hogy G-ben

nincs negativ 0sszhosszisagu iranyitott kor.



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén

egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).

Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:

disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén

egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).

Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:

disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.

Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).
Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:
disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.
Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.

Ha /(e) = 1 a G minden e élére, akkor /(P) a P élszadma.
Ezért a BFS-fa minden gyokérbél elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).
Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:
disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.
Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.

Ha /(e) = 1 a G minden e élére, akkor /(P) a P élszadma.
Ezért a BFS-fa minden gyokérbél elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.
Def: Adott G (ir) graf, £: E(G) — R hosszfv. és r € V(G).
(r,0)-fels6 becslés olyan f : V(G) — R fiiggvény, ami feliilrdl becsli
minden cstcs r-t8l mért tavolsagat: dist,(r,v) < f(v) Vv € V(G).



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).
Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:
disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.
Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.

Ha /(e) = 1 a G minden e élére, akkor /(P) a P élszadma.
Ezért a BFS-fa minden gyokérbél elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.
Def: Adott G (ir) graf, £: E(G) — R hosszfv. és r € V(G).
(r,0)-fels6 becslés olyan f : V(G) — R fiiggvény, ami feliilrdl becsli
minden cstcs r-t8l mért tavolsagat: dist,(r,v) < f(v) Vv € V(G).

Trividlis (r, £)-fels6 becslés:



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).
Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:
disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.
Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.

Ha /(e) = 1 a G minden e élére, akkor /(P) a P élszadma.
Ezért a BFS-fa minden gyokérbél elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.
Def: Adott G (ir) graf, £: E(G) — R hosszfv. és r € V(G).
(r,0)-fels6 becslés olyan f : V(G) — R fiiggvény, ami feliilrdl becsli
minden cstcs r-t8l mért tavolsagat: dist,(r,v) < f(v) Vv € V(G).

Trividlis (r, £)-felsé becslés: f(v) = { og 5; :



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).
Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:
disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.
Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.
Ha /(e) = 1 a G minden e élére, akkor /(P) a P élszadma.

Ezért a BFS-fa minden gyokérbél elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.
Def: Adott G (ir) graf, £: E(G) — R hosszfv. és r € V(G).
(r,0)-fels6 becslés olyan f : V(G) — R fiiggvény, ami feliilrdl becsli
minden cstcs r-t8l mért tavolsagat: dist,(r,v) < f(v) Vv € V(G).

C Y , 0 V=r
Trivialis (r, ¢)-felsé becslés: f(v) = { o VA
Pontos (r, ¢)-felsd becslés:



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P (it hossza a P éleinek sszhossza: (P) = > ece(p) tle).
Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:
disty(u, v) := min{{(P) : P uv-it} (Buv-it = dist,(u,v) = c0.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az ( hosszfv konzervativ, ha #(C) > 0 a G béarmely C (ir) kérére.
Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.
Ha /(e) = 1 a G minden e élére, akkor /(P) a P élszadma.

Ezért a BFS-fa minden gyokérbél elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.
Def: Adott G (ir) graf, £: E(G) — R hosszfv. és r € V(G).
(r,0)-fels6 becslés olyan f : V(G) — R fiiggvény, ami feliilrdl becsli
minden cstcs r-t8l mért tavolsagat: dist,(r,v) < f(v) Vv € V(G).

C Y , 0 V=r
Trivialis (r, ¢)-felsé becslés: f(v) = { o VA
Pontos (r, ¢)-felsd becslés: f(v) = disty(r,v) Vv € V(G) .



Az élmenti javitds
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Def: Tth f egy (r,{)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitdsa
. f(z) z#v
! m !
az az f', amire f(z) = min{f(v), f(u) + (uv)} z=v



Az élmenti javitds

42
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Def: Tth f egy (r,{)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitdsa
. f(z) z#v
! ! —
azaz fl,amire £1(2) =\ LinF(V), F(u) 4+ ()} z=v



Az élmenti javitds
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r.
Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.

Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.

az az f', amire f'(z) =



Az élmenti javitds

42
u v

r
(¢]

Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.

Megj: A fenti Megfigyelés teljesiiléséhez nem sziikséges megkivanni az /

az az f', amire f'(z) =

hosszfliggvény nemnegativitdsat: mar az is elég, ha ¢ konzervativ.



Az élmenti javitds

33 f(uv) =9 34
.uj’—g.v 42
r.
Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.

Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.

az az f', amire f'(z) =



Az élmenti javitds
33 f(uv) =9 34

< flu) 42
r.”: ‘,\/'
Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v

min{f(v),f(u) +(uv)} z=v

Tfth az ¢ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,0)-fb élmenti javitdsa mindig (r,¢)-fb-t ad.
Biz: Azt kell megmutatni, hogy van olyan rv-it, aminek a hossza
legfeljebb f(u) + ¢(uv). Ha egy legrovidebb ru-utat kiegészitiink az
uv éllel, akkor olyan rv-élsorozatot kapunk, aminek az 6sszhossza
disty(r, u) + ¢(uv) < f(u) + £(uv). ,, Konnyen" Iithatd, hogy az
élhosszfv konzervativitdsa miatt ha van x 0sszhosszisagi
rv-élsorozat, akkor van legfeljebb x Osszhosszusagi rv-it is. Ezek
szerint van legfeljebb f(u) 4 ¢(u, v) hosszisdgl uv-it is, azaz az
uv élmenti javitds utan szintén (r, ¢)-fb-t kapunk. O]

az az f', amire f'(z) =



Az élmenti javitds
33 f(uv) =9 34

< f) 42
r.”: ‘,\/'
Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.

Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.

az az f', amire f'(z) =



Az élmenti javitds
33 f(uv) =9 34

< f) 42
r.”: ‘,\/'
Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en nincs érdemi élmenti javitds).

az az f', amire f'(z) =



Az élmenti javitds
33 f(uv) =9 34

< f) 42
r.”: ‘,\/'
Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v

min{f(v),f(u) +(uv)} z=v

Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en nincs érdemi élmenti javitds).
Biz: =: Ha f pontos, akkor biztosan nincs rajta érdmei élmenti
javitds: ha volna, akkor egy fels6 becslés a pontos érték ala
csokkenne, igy az élmenti javitads eredménye nem lenne (r, ¢)-fb.

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v

min{f(v),f(u) +(uv)} z=v

Tfth az ¢ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en nincs érdemi élmenti javitds).
Biz: =: Ha f pontos, akkor biztosan nincs rajta érdmei élmenti
javitds: ha volna, akkor egy fels6 becslés a pontos érték ala
csokkenne, igy az élmenti javitads eredménye nem lenne (r, ¢)-fb.
<: Legyen v € V(G) tetsz, és legyen P egy legrovidebb rv-it. A
P egyik éle mentén sincs érdemi élmenti javitds, ezért P elsd,
masodik, harmadik stb csiicsdra pontos a fels6 becslés, azaz
f(u) = disty(r, u) teljesiil ezen u csicsokra. Ez igaz P utolsé
cslcsdra, a tetszblegesen valasztott v-re is. O

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en nincs érdemi élmenti javitds).

az az f', amire f'(z) =



Az élmenti javitds
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en nincs érdemi élmenti javitds).
Adott G, nemnegativ ¢ hosszfliggvény és r € V(G) gyokér
esetén ha kiindulunk a trividlis (r, £)-fb-bél, és addig végziink
élmenti javitasokat, amig lehet, akkor a végén megkapjuk minden
cstics r-t6l valé tavolsagat.
Kérdés: Milyen sorrendben végezziil az élmenti javitdsokat, ha
garantaltan gyorsan szeretnénk végezniink a feladattal?
Bemelegités Fontos spec. eset: nemnegativ élhosszok.

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en nincs érdemi élmenti javitds).

az az f', amire f'(z) =



Az élmenti javitds
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v

min{f(v),f(u) +(uv)} z=v

Tfth az £ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en nincs érdemi élmenti javitds).
Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikédés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az i-dik fazis (i = 1,2,...,|V|):
1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csiics a V' \ U;_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimdlis.
2. fi: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bol kivezet6 ujx élen.
Output: fjy|. Megjeldljiik a végss fly(v) értékeket bedllité éleket.

az az f', amire f'(z) =




Dijkstra, egy példan

Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bél kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U {u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U {u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.
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Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U {u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.




Dijkstra, egy példan

a b c d e f
@ oo oo oo oo oo
0 8 0o oo oo
0] 8 || 2 |
0 E] 6 2 [eS] 5

Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U {u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikddés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikddés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikddés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.

Output: disty(r,v) Vv € V Miikddés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.

Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U1

halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.

Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
Ha v-be vezet megjelolt él, akkor vezet Ut r-bdl v-be

megjelolt éleken is, és ennek hossza megegyezik fj,/|(v)-vel.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.

Output: disty(r,v) Vv € V Miikddés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.

Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U1

halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.

Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
Ha v-be vezet megjelolt él, akkor vezet Ut r-bdl v-be

megjelolt éleken is, és ennek hossza megegyezik fj,/|(v)-vel.

Biz: fiy(r) =0, és a megjelolt élek mentén haladva az fj/| érték

az élhosszal novekszik. O
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.

Output: disty(r,v) Vv € V Miikddés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.

Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U1

halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.

Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
Ha v-be vezet megjelolt él, akkor vezet Ut r-bdl v-be

megjelolt éleken is, és ennek hossza megegyezik fj,/|(v)-vel.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikddés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:
1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.
2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
Ha v-be vezet megjelolt él, akkor vezet Ut r-bdl v-be

megjelolt éleken is, és ennek hossza megegyezik fj,/|(v)-vel.

Ha a Dijkstra-algoritmus helyes, akkor az algoritmus végén a
megjelolt élek egy legrovidebb utak fajat alkotjak r gyokérrel.




Dijkstra helyessége

Tfh uy, up,...,u, a G cstcsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv|(u;) < fiv|(uir1) teljesiil V1 <7 < n esetén.



Dijkstra helyessége

Tfh uy, up,...,u, a G cstcsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv|(u;) < fiv|(uir1) teljesiil V1 <7 < n esetén.
Biz: Az i-dik fazisban fi(u;) < fi(uj11) teljesiilt az u; valasztasa
miatt. Ezek utdn f;(u;) mar nem véltozott: fjy(u;) = fi(u;).
Ugyan fi(uj+1) még csokkenhetett, de csak az wjuj1 él mentén
tortént javitds miatt, hiszen az (i + 1)-dik fazisban ujy; bekeriilt
az Ujy1 halmazba, és a hozza tartozé (r,¢)-fb mar nem csokken
tovabb. Mivel ¢(ujujy1) > 0, ezért
fir1(uiz1) = min{fi(uit1), fi(ui) + €(uiuiz1)} > fi(u;). Tehdt
fivi(ui) = fi(u;) < fiy1(uiz1) = fiv)(uita)
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Tfh uy, up,...,u, a G cstcsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv|(u;) < fiv|(uir1) teljesiil V1 <7 < n esetén.



Dijkstra helyessége

Tfh uy, up,...,u, a G cstcsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv|(u;) < fiv|(uir1) teljesiil V1 <7 < n esetén.
(2) fiv(u) < fly(w2) < ... < fly)(un) -



Dijkstra helyessége

Tfh uy, up,...,u, a G cstcsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv|(u;) < fiv|(uir1) teljesiil V1 <7 < n esetén.
(2) fiv(u) < fly(w2) < ... < fly)(un) -
(3) A Dijkstra-algoritmus outputjaként kapott fjy/|-n élmenti
javitds nem tud vdéltoztatni.



Dijkstra helyessége

Tfh uy, up,...,u, a G cstcsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv|(u;) < fiv|(uir1) teljesiil V1 <7 < n esetén.
(2) fiv(u) < fly(w2) < ... < fly)(un) -
(3) A Dijkstra-algoritmus outputjaként kapott fjy/|-n élmenti
javitds nem tud vdéltoztatni.
Biz: Legyen uju; € E(G) a G egy tetsz. éle. Ha i > j, akkor (2)
miatt fy(u;) > fiv|(u;), ezért az u;u; mentén torténd javitds nem
tudja fjy|(uj)-t csokkenteni, hisz £(uju;) pozitiv.



Dijkstra helyessége

Tfh uy, up,...,u, a G cstcsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv|(u;) < fiv|(uir1) teljesiil V1 <7 < n esetén.
(2) fiv(u) < fly(w2) < ... < fly)(un) -
(3) A Dijkstra-algoritmus outputjaként kapott fjy/|-n élmenti
javitds nem tud vdéltoztatni.
Biz: Legyen uju; € E(G) a G egy tetsz. éle. Ha i > j, akkor (2)
miatt fy(u;) > fiv|(u;), ezért az u;u; mentén torténd javitds nem
tudja fjy|(uj)-t csokkenteni, hisz £(uju;) pozitiv.
Ha pedig i < j, akkor az i-dik fazisban megtortént az uju; mentén
torténd javitds, és ezt kovetben f(u;) nem véltozott, azaz
fivi(ui) = fi(u;). Az f(u;) becslés viszont tovabb csokkenhetett a
kés6bbi élmenti javitdsok soran: fjy(u;) < fi(u;). Ezért az uju; él
mentén sem az /-dik fazisban, sem késébb nem lehetséges érdemi
javitas. O
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Biz: A Dijkstra-algoritmus az fy trividlis (r, ¢)-fb-b&l indul ki, és
élmenti javitasokat alkalmaz. Igy minden f; (specidlisan fiv is)
(r,€)-fb lesz. A fenti (3)-as megfigyelés miatt fj/|-n nem végezhet6
érdemi élmenti javitds. Ezért egy kordbbi (2)-es megfigyelés miatt
fiv| pontos (r,£)-fb, azaz fjy|(v) = dist,(r,v) Vv € V(G). O
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Tfh uy, up,...,u, a G cstcsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv|(u;) < fiv|(uir1) teljesiil V1 <7 < n esetén.
(2) fiv(u) < fly(w2) < ... < fly)(un) -
(3) A Dijkstra-algoritmus outputjaként kapott fjy/|-n élmenti
javitds nem tud vdéltoztatni.

A Dijkstra algoritmus helyesen miikodik, azaz G minden
cslicsédra igaz, hogy dist(r,v) = fiy(v).
,,Lépésszamanalizis”: Ha a G grafnak n csicsa és m éle van,
akkor a Dijkstra-algoritmus n-szer keresi meg egy legfeljebb n
elembél 4llé szdmhalmaz minimumat. Ez osszességében legfeljebb
konst - n? |épést igényel. Ezen kiviil legfeljebb m élmenti javitas
torténik, ami konst’ - m 1épés. C)sszességében tehat legfeljebb
konst” - (n? + m) |épésre van sziikség, az algoritmus hatékony.
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» (r,£)-fb élmenti javitdsa (r,£)-fb-t eredményez, ill.

> ha egy (r,£)-fb-en nem végezhetd érdemi émj, akkor pontos.
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fi-t fi_1-bél kapjuk, az e, ..., en élmenti javitdsok utan.
OUTPUT: diste(r,v) = fo—1(v) Vv € V.
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Azonban konzervativ hosszfliggvény esetén is igaz, hogy

» (r,£)-fb élmenti javitdsa (r,£)-fb-t eredményez, ill.
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A Dijkstra-algoritmus negativ élhosszok mellett hibds eredményt adhat.
Azonban konzervativ hosszfliggvény esetén is igaz, hogy

» (r,£)-fb élmenti javitdsa (r,£)-fb-t eredményez, ill.

» ha egy (r,£)-fb-en nem végezhetd érdemi émj, akkor pontos.
Konzervativ hosszfv esetén is hasonlé a stratégiat kovetiink:
Addig végziink érdemi émj-okat a trividlis (r, £)-fb-en, mig lehet.
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Ford-algoritmus: Input: G = (V,E),{: E - Rre V.

Output: diste(r,v) Vv € V Miikddés: fo a triv. (r,£)-fb,
{e1,e,...,em}. Az i-dik fazis i =1,2,...,n — 1-re az alabbi.

fi-t fi_1-bél kapjuk, az ey, ..., en élmenti javitasok utan.
OUTPUT: dist,(r,v) = fo—1(v) Vv € V.

V| = n, E
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Ford-algoritmus: Input: G = (V,E),{: E - Rre V.

Output: diste(r,v) Vv € V Miikddés: fo a triv. (r,£)-fb,
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Ha ¢ konzervativ, akkor dist;(r,v) = f,—1(v) Vv € V.

V| = n, E
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Biz: fi(v) = dist(r, v) ha 3 < 1-€lii legrovidebb rv-it.
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Ford-algoritmus: Input: G = (V,E),{: E - Rre V.

Output: diste(r,v) Vv € V Miikddés: fo a triv. (r,£)-fb,
{e1,e,...,em}. Az i-dik fazis i =1,2,...,n — 1-re az alabbi.

fi-t fi_1-bél kapjuk, az ey, ..., en élmenti javitasok utan.
OUTPUT: dist,(r,v) = fo—1(v) Vv € V.

Ha ¢ konzervativ, akkor dist;(r,v) = fo_1(v) Vv € V.

Biz: fi(v) = dist,(r, v) ha 3 < 1-€lii legrovidebb rv-it.
f(v) = diste(r, v) ha 3 < 2-€lii legrovidebb rv-idt. s.i.t
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Ford-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E > R,re V.
Output: diste(r,v) Vv € V Miikddés: fo a triv. (r,£)-fb,
{e1,e,...,em}. Az i-dik fazis i =1,2,...,n — 1-re az alabbi.
fi-t fi_1-bél kapjuk, az e, ..., en élmenti javitasok utdn.
OUTPUT: diste(r,v) = fa—1(v) Vv € V.

Ha ¢ konzervativ, akkor dist;(r,v) = f,—1(v) Vv € V.
Biz: fi(v) = dist,(r, v) ha 3 < 1-€lii legrovidebb rv-it.
f(v) = diste(r, v) ha 3 < 2-€lii legrovidebb rv-it. s.i.t
fa—1(v) = diste(r, v) ha 3 < (n — 1)-élii legrovidebb rv-it.

V| = n, E
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Ford-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E > R,re V.
Output: diste(r,v) Vv € V Miikddés: fo a triv. (r,£)-fb,
{e1,e,...,em}. Az i-dik fazis i =1,2,...,n — 1-re az alabbi.
fi-t fi_1-bél kapjuk, az e, ..., en élmenti javitasok utdn.
OUTPUT: diste(r,v) = fa—1(v) Vv € V.

Ha ¢ konzervativ, akkor dist;(r,v) = f,—1(v) Vv € V.
Biz: fi(v) = dist,(r, v) ha 3 < 1-€lii legrovidebb rv-it.
f(v) = diste(r, v) ha 3 < 2-€lii legrovidebb rv-it. s.i.t
fa—1(v) = diste(r, v) ha 3 < (n — 1)-élii legrovidebb rv-it.
Tehat fo_1(v) = diste(r,v) Vv e V. O
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Output: diste(r,v) Vv € V Miikddés: fo a triv. (r,£)-fb,
{e1,e,...,em}. Az i-dik fazis i =1,2,...,n — 1-re az alabbi.

fi-t fi_1-bél kapjuk, az ey, ..., en élmenti javitasok utan.
OUTPUT: dist,(r,v) = fo—1(v) Vv € V.

Ha ¢ konzervativ, akkor dist;(r,v) = f,—1(v) Vv € V.

V| = n, E
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OUTPUT: diste(r,v) = fa—1(v) Vv € V.
Ha ¢ konzervativ, akkor dist;(r,v) = f,—1(v) Vv € V.
Ha f; = fi_1, akkor a Ford-algoritmust az i-dik fazis utan be lehet fejezni,

hisz onnantdl nincs tobb érdemi élmenti javitas, igy f,—1 = f;.
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értékeket bedllits éleket, egy fn—1(v) hosszdsagu rv-utat taldlunk. O
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fo|0] co | oo | o0
L]10] o0 | —2]|
L|10O|—-1|-2]| 2
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Ford-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E > R,re V.
Output: diste(r,v) Vv € V Miikédés: fy a triv. (r,£)-fb, |V| = n, E
{e1,e,...,em}. Az i-dik fazis i =1,2,...,n — 1-re az alabbi.
fi-t fi_1-bél kapjuk, az e, ..., en élmenti javitasok utdn.
OUTPUT: diste(r,v) = fa—1(v) Vv € V.
Ha ¢ konzervativ, akkor dist;(r,v) = f,—1(v) Vv € V.
Ha f; = fi_1, akkor a Ford-algoritmust az i-dik fazis utan be lehet fejezni,

hisz onnantdl nincs tobb érdemi élmenti javitas, igy f,—1 = f;.

Megj: Az f,_1(v)-t bedllité élek legrovidebb utak fajat alkotjdk.
.,Lépésszamanalizis”: Ha a |V/(G)| = n és |E(G)| = m, akkor minden fézisban
< m émj, ami konst - m |épés. Ez &sszesen < konst - (n — 1) - m < konst - n’

Iépés, az algoritmus hatékony.



Legrovidebb utak konzervativ hosszfuggvény esetén 2

\
Vi = Vi,
<

Tth G = (V,E), £:E = Rés V ={wvi,vs,...,vn}. Jelolie d“(i,}) a legrovi-

debb olyan v;v;-Ut hosszat, aminek bels6 csicsai csak vi, v, ..., vi lehetnek.
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debb olyan v;v;-tt hosszdt, aminek bels6 csticsai csak vi, v, ..., vk lehetnek.
(1) d™(i,j) = diste(vi, v;) -
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Tth G = (V,E), £:E = Rés V ={wvi,vs,...,vn}. Jelolie d“(i,}) a legrovi-
debb olyan v;v;-tt hosszdt, aminek bels6 csticsai csak vi, v, ..., vk lehetnek.
(1) d™(i,j) = diste(vi,v;) - (2) dO(i,i) =0,
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vivi € E = dO(i,j) = l(viv)),
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Tth G = (V,E), £:E = Rés V ={wvi,vs,...,vn}. Jelolie d“(i,}) a legrovi-

debb olyan v;v;-tt hosszdt, aminek bels6 csticsai csak vi, v, ..., vk lehetnek.
(1) d'"(i,j) = diste(vi,v;) . (2) dO(,i) =0,

vivi € E = dO(i,j) = £(viv;), kiilonben d©(i,j) = co.

(3) Ha ¢ konzervativ, akkor tetsz. i,j ill. k < n esetén d V(i j) =

min{d® (i, /), d®@ (i, k + 1) + d®(k + 1,/)} teljesil.
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Tth G = (V,E), £:E = Rés V ={wvi,vs,...,vn}. Jelolie d“(i,}) a legrovi-

debb olyan v;vj-it hosszat, aminek bels6 csiicsai csak vi, va, ..., vk lehetnek.
(1) d™(i,j) = diste(vi,vy) - (2) dO(i, i) =0,
vivi € E = dO(i,j) = £(viv;), kiilonben d©(i,j) = co.

(3) Ha ¢ konzervativ, akkor tetsz. i,j ill. k < n esetén d**(ij) =

min{d®(i,;),d® (i, k +1) + d¥(k +1,/)} teljesiil.
Biz: Tekintsiink egy d“™V(/, j)-t meghatarozé P utat.

I eset: viy1 & P . Ekkor V(i j) = dW(i,j), és d V(i j) < dW(i, k +

1) + d®(k 4 1,5).
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(3) Ha ¢ konzervativ, akkor tetsz. i,j ill. k < n esetén d“*V(i j) =

min{d® (i, /), d® (i, k + 1) + d®(k + 1,/)} teljesil.

Biz: Tekintsiink egy d“™V(/, j)-t meghatarozé P utat.

I eset: viy1 & P . Ekkor V(i j) = dW(i,j), és d V(i j) < dW(i, k +

1)+ d®(k +1,J).

Il. eset: vi1 € P . Ekkor d**V(i j) < d®(i,}), és d* (i, j) = dW(i, k +

1)+ dW(k +1,j).

Mindkét esetben helyes a képlet. O
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Tth G = (V,E), £:E = Rés V ={wvi,vs,...,vn}. Jelolie d“(i,}) a legrovi-

debb olyan v;vj-it hosszat, aminek bels6 csiicsai csak vi, va, ..., vk lehetnek.
(1) d'"(i,j) = diste(vi,v;) . (2) dO(,i) =0,

vivi € E = dO(i,j) = £(viv;), kiilonben d©(i,j) = co.

(3) Ha ¢ konzervativ, akkor tetsz. i,j ill. k < n esetén d**(ij) =

min{d® (i, /), d® (i, k + 1) + d®(k + 1,/)} teljesil.

Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ £ : E — R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Mikédés: d© felirasa (2) alapjan. Az i-dik

fazis: dUV-b8l meghatsrozzuk dV-t (3) alapjan. OUTPUT: d(u,v) =

diste(u, v) Yu,v € V.
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V/, E), konzervativ £: E —» R .
Output: dist,(u,v) Yu,v € V Miikodés: d® felirdsa (2) alapjén. Az i-dik
fazis: dU~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjan. OUTPUT: d"(u,v) =

disty(u,v) Yu,v € V.
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Output: dist,(u,v) Yu,v € V Miikodés: d® felirdsa (2) alapjén. Az i-dik
fazis: dU~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjan. OUTPUT: d"(u,v) =
disty(u,v) Yu,v € V.
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V/, E), konzervativ £: E —» R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Miikodés: d® felirdsa (2) alapjén. Az i-dik
fazis: dU~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjan. OUTPUT: d"(u,v) =
disty(u,v) Yu,v € V.
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ £ : E — R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Mikédés: d© felirasa (2) alapjan. Az i-dik
fazis: dU~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjan. OUTPUT: d"(u,v) =
diste(u, v) Yu,v € V.
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V/, E), konzervativ £: E —» R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Miikodés: d® felirdsa (2) alapjén. Az i-dik
fazis: dU~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjan. OUTPUT: d"(u,v) =
disty(u,v) Yu,v € V.
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ £ : E — R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Mikédés: d© felirasa (2) alapjan. Az i-dik
fazis: d~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjén.

diste(u, v) Yu,v € V.

OUTPUT: d(u,v)
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V/, E), konzervativ £: E —» R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Miikodés: d® felirdsa (2) alapjén. Az i-dik
fazis: dU~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjan. OUTPUT: d"(u,v) =
disty(u,v) Yu,v € V.
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ £ : E — R .
Output: dist,(u,v) Yu,v € V Mikédés: d© felirasa (2) alapjan. Az i-dik

fazis: d~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjén.

diste(u, v) Yu,v € V.

OUTPUT: d(u,v)
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V/, E), konzervativ £: E —» R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Miikodés: d® felirdsa (2) alapjén. Az i-dik
fazis: dU~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjan. OUTPUT: d"(u,v) =
disty(u,v) Yu,v € V.
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%1 0 3 o] —1 %1 0 3 3 —1
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ £ : E — R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Mikédés: d© felirasa (2) alapjan. Az i-dik
fazis: dU~V-bél meghatérozzuk d)-t (3) alapjan. OUTPUT: d"(u,v) =
diste(u, v) Yu,v € V.
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1% Vo v3 vy vy | v3 vy
%1 0 3 o] —1 %1 0 3 3 —1
v oo 0 co —4 Vo —2 0 0 —4
vz | =2 1 0| -3 vz | =2 1 0| -3
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ £ : E — R .
Output: dist,(u,v) Yu,v € V Mikédés: d© felirasa (2) alapjan. Az i-dik

fazis: dU~V-b8l meghatsrozzuk dV-t (3) alapjan.

diste(u, v) Yu,v € V.

OUTPUT: d(u,v)

,,Lépésszamanalizis”: A d© felirdsa konst - n? Iépés. Minden fazis konst’ - n.

Mivel Gsszesen n fazis van, a lépésszam legfeljebb konst” - n® 1épés, az algoritmus

hatékony.
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vi 0 3 o] —1 %1 0 3 3 —1
v oo 0 co —4 Vo —2 0 0 —4
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ £ : E — R .

Output: dist,(u,v) Yu,v € V Mikédés: d© felirasa (2) alapjan. Az i-dik
fazis: dU~V-b8l meghatsrozzuk dV-t (3) alapjan. OUTPUT: d(u,v) =

diste(u, v) Yu,v € V.

,,Lépésszamanalizis”: A d© felirdsa konst - n? lépés. Minden fazis konst’ - n.

Mivel Gsszesen n fazis van, a lépésszam legfeljebb konst” - n® 1épés, az algoritmus

hatékony.
Konzervativ hosszfliggvényre miikodnek helyesen.

Mindkét algoritmus észreveszi, ha £ nem konzervativ. (!!)

Legrovidebb utak is taldlhaték ezekkel az algoritmusokkal: Ford a gyokérbol

barhova, Floyd pedig bmely két cstics kozott. (!!)

A Ford ritka grafokra jelentésen olcsébb, sok él esetén a Floyd nem sokkal

dragabb.



Mit tanultunk ma?
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Mit tanultunk ma?

» Grafbejaras fogalma
(csticsok evolicidja, élek osztdlyozasa, bejaras faja)
> BFS (elérési és befejezési sorrend megegyezik, nincs se faélt
atugré grafél, se el6reél, de van legrovidebb utak faja)
» Legrovidebb ut keresése (r, £)-fb élmenti javitasaval, Dijkstra

»  Ford- és Floyd-algoritmus konzervativ hosszfv esetén

Koszonom a figyelmet!
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Kinzé kérdések

» Mi a tehergépkocsi?
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P Tervezziink csavaranydkbdl és cukorspargabdl olyan
gravitacids elven mitkodé mechanikus szamitégépet, ami
alkalmas az inputként megadott, nemnegativ élhosszokkal
rendelkez6 irdnyitatlan graf tetszdleges gyokérpontjabdl a
tobbi cslics tavolsaganak a meghatarozasara.



