SzA XI/XII. gyakorlat, 2013. november 21 /26. Drétos Mérton
Dualitastol PERTig, hiszen hurra, megint ZH! drotos@cs.bme.hu

1. Készitsiik el az alabbi grafok dualisat!
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Az abran lathato. Szorgalmasabbak eleve sikba is rajzolhatjak Sket.
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2. Legyen G egy 20 ponttu, Osszefiiggd, 3-regularis sikgraf. Hany pontja van G
dualisanak, G*-nak?
A dualis pontjainak szama pont G tartomanyainak szaméval lesz egyenls. Az Euler-formula,
ami n+t = e+2 a feltételek alapjan hasznalhato, tovibba a regularités és a fokszamosszegek
képlete alapjan 3n = 2e. Innen kiszamolhatjuk, hogy e = 30 és ¢ = 12 = n*, ami a megoldas.

3. Gyengén izomorf-e az alabbi két graf?
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Igen, a Whitney-tételek alapjan, a kovetkezd tipusi lépéseket felhasznalva egymasba vihetd

N s aes
ayees




4. Végezziink mélységi bejarast a kovet-
kezs grafon A csiicsboél indulva, és osz-
talyozzuk az éleit!

Lasd az abrat. A szamok (msz,bsz) forma-
ban vannak megadva.

—>» faél

AN visszaél

------- > eldreél

................ > keresztél

Megjegyzés: mikor elakadtunk, akkor véletlenszriien vdlasztottunk eqy még nem bejdrt csu-
csot, ahonnan folytattuk a bejdrdst. Az véletlen, hogy ebben a példaban keresztélek csak a két
fa koziétt mennek, példaul ha lenne (G, F) élink, az is keresztél lenne.

5. Hatarozzunk meg egy alapkorrendszert
és fundamentalis vagasrendszert a ko-
vetkezd grafban gy, hogy a C pontbél
indulva készitiink egy mélységi feszito- o
fat!

Egy lehetséges bejaras eredménye lathato a kévetkezd abran. Minden egyes visszaél megha-
taroz egy alapkort, példaként zoldesen megjelolve egy. Az Osszes alapkor egyiitt alkotja az
alapkorrendszert. Tovabba minden egyes faél meghataroz egy fundamentélis vagast (azok-
kal a visszaélekkel egyiitt — ha esetleg vannak ilyenek —, akik az adott agban ,mellette”
futnak), példaként pirosasan megjelolve egy. Az 6sszes fundamentéalis vagas egytitt alkotja
a fundamentéalis vagasrendszert (ebben a példaban egész sok fundamentalis vagasunk van).



6. [ZH 2011. november 24.] Hatarozzuk meg az abran lathaté PERT probléma
legréovidebb végrehajtasi idejét, és allapitsuk meg, mik a kritikus tevékenységek!

Az 6ran tanult modszerrel dolgozunk. ElGszor meghatarozzuk G egy topologikus sorrendjét
(emeletekre bontéssal vagy mélységi bejarassal, ahogy jolesik). Lasd az &brat. (2 pont)
Ezt kovetSen a cstucsokat ebben a sorrendben dolgozzuk fel, azaz meghatarozzuk a legkorabbi
kezdési 1d6t, és azt az élt (vagy éleket), ami ezt okozza. Az eredmény az abran lathato. (5
pont)

Ezek szerint a legrovidebb végrehajtasi id6 ¢ = 32, (1 pont)
és mivel egyetlen kritikus ut vezet s-bdl t-be, a kritikus tevékenységek ezen 1t csiicsai, azaz
s,e,d,c,a,t. (2 pont)




7. Rajzoltam egy n cstcsu fat, de elveszitettem. Rajzoljuk le a dualisat!
Egy pont, n — 1 hurokéllel. Ez azért van igy, mert a fdban nincs kor, tehat egy tartomanya
van, tovabbé az n — 1 ¢l mindegyike ezen egy tartomany kozott fut.

8. Adjunk meg egy olyan G és GG, grafokat, hogy adott lerajzolas szerint G; = (G7)*
és Gy 2 (G5!
Sokfeélét lehet rajzolni mindkettsbdl, két egyszerd példa:

Gy o—eo G Q (G1)* —o
Ggi G; ( ;)*

9. Mutassunk egy olyan egyszerti G grafot, melynek 5 pontja van, és izomorf a
dualisaval!

10. [ZH 2008. november 17| Hatarozzuk meg mindazon egyszerii, 6sszefiiggs, sikba-

rajzolhatoé G grafokat, amiknek létezik olyan G* dualisuk, hogy G = G* teljesiil,
tovabba e = n + 2 4ll, ahol e a G éleinek, n pedig G csticsainak szamat jeloli.
Az izomorfia miatt n* = n, a dudlis definici6ja miatt pedig n* = t, tehat az Euler-formula,
az el6zbek, és a feltétel alapjan n+t =e+2=n+n=n+2+ 2, ahonnan n = 4 és e = 6.
Mivel egyszert grafrol van szo, ezért nem lehetnek t6bbszoros- és hurokélek, a K4-nek pedig
pont 6 éle van, igy ha létezik ilyen graf, akkor az csak a K, lehet. Ky-et sikbarajzolva és
elkészitve a duélisat lathatjuk, hogy jé, tényleg izomorfak.

11. [ZH 2009. november 23.] Egy 12 csticst konvex poliédernek 10 lapja van. Hany
oldala van az egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a szAm minden lapra azonos?
A konvex poliéder élhaloja pont egy sikbarajzolhato grafnak felel meg. Ennek a grafnak a
dualisaban a pontok fokszama viszont pont a nekik megfelel6 lapok oldalszamaval egyezik
meg. Azaz: n = 12, t =n* =10, e* = e =n+t—2 = 20, Y d* = 2e*, > d* = n*d*,
fentieket rendezve, kiszamolva a d* = 4, vagyis a keresett szam 4.

12. [PZH 2008. december 5| Tegyiik fel, hogy G olyan sikbarajzolhato, egyszert
graf, amibe nem tudunk tovabbi élt hizni az egyszertiség és sikbarajzolhat6sag
megtartasaval. Igazoljuk, hogy ha G* a G duélisa, akkor G* 3-regularis.

Ha a duélisban van mésod- vagy els6foka pont, akkor az eredeti graf nem egyszert (ma-
sodfoku: parhuzamos élek, elséfoki: hurokél). Ha van 3-nal magasabb d foka pont, akkor



13.

14.

15.

16.

viszont az ehhez tartoz6 pont olyan tartomanynak felel meg, amit d él hatarol. Ebbe viszont
legalabb egy élet be tudunk hiizni az egyszertiiség és sikbarajzolhatésag megtartasaval, ami
ellentmond a feltételnek. Tehat csak harmadfokt pontjaink lehetnek, azaz 3-regularis a graf.

[PPZH 2010. 6sz| Bizonyitsuk be, hogy ha G egyszeri, sikbarajzolhato graf, ak-
kor G barmely G* dualisanak van olyan tartoméanya, amit legfeljebb 5 él hatarol.
Tanitottak, hogy ha G egyszerii, sikbarajzolhato és cstcsainak szama n > 3, akkor G-nek
legfeljebb 3n — 6 éle lehet. (2 pont)
Ha G-nek legfeljebb 2 cstiicsa van, akkor éleinek szama legfeljebb egy, ugyanennyi éle van
tehat G*-nak is, ezért G* barmely lapjanak hatéara legfeljebb két élbél all. (Hiszen az egyet-
len él mindkét oldala hatéarolja ugyanazt a lapot.) (1 pont)
Ha pedig G-nek legalabb 3 csiicsa van, akkor a G-beli csiicsok fokszamdsszege az élszam
kétszerese, tehat legfeljebb 6n — 12. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-nek van olyan csucsa, ami legfeljebb 6todfokd, hiszen ha minden
csticsnak legalabb 6 lenne a foka, akkor a fokszadmdsszeg legalabb 6n lenne. (2 pont)
Legyen v ilyen, legfeljebb 5-6dfoku cstcs G-ben. A v csiics a G* valamelyik tartomanyanak
belsejében van. Az ezen tartomany hatérolé G*-beli élek éppen a v-bdl indulé G-beli éleknek

felelnek meg, (3 pont)
ezért ezt a tartomanyt legfeljebb 5 él hatarolja, mi pedig éppen egy ilyen létezését akartuk
igazolni. (2 pont)

Ha vki azt hivatkozza, hogy minden egyszerd sr grafnak van legfeljebb 5-6dfoku cstucsa,
azért is jar az b pont. Ha a 3n — 6-o0s fels§ becslés alapjan jutunk erre, akkor vhogy el kell
intézni a legfeljebb 2 cstcsu grafokat.

G egy Osszefiiggd, iranyitott graf, melynek van olyan mélységi bejarasa, amely-
nek soran keletkezett feszitGerds csupa izolalt pontbél all. Az ilyen n ponta
grafok koziil hogy néz ki a minimalis, illetve a maximalis élszamua?
Osszefiiggdség miatt fanal kevesebb él nem johet szoba, az n — 1 hosszi 1t (a bejaras soran
,visszafele” haladva) pont jo. A maximaélis élszamihoz meg kell gondolni, hogy DAG-nak kell
lennie (iranyitott kor elrontanéd az izolaltsagot minden bejarasnal, ugyanis lenne visszaél,
lasd tétel), tehat irjuk fel a topolgikus sorrendben a pontokat, és ha minden lehetséges el6re-
fele mutato élet behtuzunk (azaz az i csicsbol vezet iranyitott él minden i +1...n cstcsba),
akkor még pont jok vagyunk, tobbet a minden lehetségesnél meg nem tudunk behtizni.

[PZH 2010. 6sz] Legyenek az F' fa cstcsai az vy, vs,...,v10, élei pedig v;v;11, ha
1 <i < 4ill. vsv;, ha 6 < 57 < 10. Tegyiik fel, hogy I’ a G egyszeri, iranyitatlan
graf v1-bél inditott mélységi (DFS) bejarasahoz tartozo fa. Legfeljebb hany éle
lehet G-nek?

Tanitottak, hogy a mélységi bejaras fajahoz nem tartoznak keresztélek (megjegyzés, DM:
irdnyitatlan grdf!), azaz olyan élek, amik a fa olyan cstcsait kotik dssze, amik nem leszar-

mazottai egyméasnak. (3 pont)
Ezek szerint G-ben nem futhat él a vg, v7, ..., v19 pontok kozott. (2 pont)
A G grafnak tehat nem lehet t6bb éle, mint annak a grafnak, amit 10 pontu teljes grafbol
ugy kapunk, hogy elhagyjuk a fenti 5 pont kozt futo éleket. (2 pont)
Az élszam tehéat legfeljebb (120) — (g) =45 — 10 = 35 lehet. (1 pont)
Ennyi éle pedig lehet is G-nek. Ha ugyanis G pontosan a fent leirt graf, akkor a megadott
F lehet a G mélységi faja. (2 pont)

A fa helyes lerajzolaséaért adjunk 1 pontot, ha nincs mas értékelhets teljesitmény.

G sikbarajzolhaté és van Euler-kore. Bizonyitsuk be, hogy G* paros graf!
Tth G* nem paros, ami az ismert tétel alapjan azt jelenti, hogy van paratlan hosszu kore. Fz



a kor G-ben egy vagasnak felel meg (a dualis tulajdonségai miatt), ami szintén paratlan sok
¢élbdl all. Ez viszont lehetetlen, hiszen az Euler-kor ebben az esetben paratlanszor kézlekedne
a vagas altal meghatarozott két rész kozott, pedig péarosszor kell neki. Vagyis G* péros.



