) Algoritmusok és grafok
MASODIK GYAKORLAT, 2019. szeptember 20.
Megoldéasok néhany kivalasztott feladathoz

1. (a) Az aldbbi pszeudokéd egy n > 2 méretii tombben ciklus i = 0-t61 (n-2)-ig:

a tomb végére mozgatja a legnagyobb elemet. Erre a ha A[i] > A[i+1]:
kédra alapozva irja le pszeudokdddal az aldbbi, bu- csere A[i] és A[i+1]
borékrendezés nevii eljarast: Az elsd fazisban lefutta- ciklus vége

juk ezt a kédot a teljes A[0 : n—1] tombre, a masodik
fazisban az igy kapott tomb A[0 : n—2] résztombjére,
a harmadik fazisban az igy kapott témb A[0 : n — 3]
résztombjére, stb., végil az (n — 1). fazisban az €l6z6
korben kapott tomb A0 : 1] résztombjére.

(b) Léssa be, hogy az a) részben adott pszeudokdd rendezi a tombot.
(c) Mutassa meg, hogy a buborékrendezés 1épésszama O(n?) (1épésnek az Osszehasonlitds és a csere szamit).

Megoldas

(a) Hasonléan a kivélasztdsos rendezéshez, itt is két, egymésba dgyazott ciklusra lesz sziikségiink a pzseu-
dokddban. A kiilsé ciklus fogja szabalyozni azt, hogy mekkora annak a résztombnek a hossza, amiben dol-
gozunk (amin beliil a legnagyobb elemet a végére mozgatjuk), a belsé ciklus pedig azt fogja megvaldsitani,
hogy a kiils6 ciklus altal definidlt résztombon végigmenve a legnagyobb elemet a résztomb végére mozgatja.

ciklus j = n-1-t6l 1-ig: // az A[0:j] témbben dolgozunk
ciklus i = 0-tél (j-1)-ig:
ha A[i]> A[i+1]:
csere A[i] és A[i+1]
ciklus vége
ciklus vége

A fenti kédban a // jel utani rész a komment, amit azért irunk ide, hogy a j ciklusvaltoz6 szerepét elmag-
yarazzuk.

(b) Ez az eljaras helyes, mert a kiils6 ciklus magjanak elsd futdsa utdn az input tomb legnagyobb eleme
a tomb végére keriil, vagyis éppen oda, ahol a rendezett sorban &llnia kell és késébb innen soha el nem
mozditjuk. A ciklusmag 2. futdsa utéan a maradék elemek koziil a legnagyobb, vagyis a tomb 2. legnagyobb
eleme az utolsé el6tti cellaba keriil és innen soha el nem mozditjuk késébb. Altaldban is igaz, hogy a k.
futds utan a tomb k legnagyobb eleme méar a helyén lesz és soha nem mozdul el onnan késébb, igy az eljaras
végére mindenki a helyére fog keriilni.

(c) A kiilsé ciklus legfeljebb n-szer fut le (igazdbdl n — 1-szer fut le pontosan) és minden lefutdsa O(n) 1épés,
mert egy legfeljebb n hosszi tombben futattjuk azt az algoritmust, aminek 1épésszama £ méreti tomb esetén
O(f). Ez azt jelenti, hogy (az eléadéson latott “szamolési szabély” alapjan, miszerint n - O(n) az O(n?)) a
buborékrendezés O(n?)-es algoritmus.

2. Lassa be, hogy az elsé (mult érai) feladatsor 6. feladataban leirt eljaras lépésszama O(n). (Lépésnek az
értékadas és az Osszeadds szamit.)

Megoldas

Ertékaddsbél van 2 az elején és pontosan n — 2 a cikluson beliil, 6sszeadasbdl pedig n — 2 van, vagyis a
lépésszam T'(n) = 2 + 2(n — 2) = 2n — 2. Mivel T'(n) = 2n — 2 < 2n fenndll, ha n > 1, igy teljesiil a O
definicié ¢ = 2, ng = 1 és f(n) = n esetén, vagyis T'(n) O(n)-es.

3. Igaz-e, hogy egy algoritmus lépésszama O(n?), ha tudjuk, hogy a 1épésszam
(a) 10n? — nlogn, (b) n+n? +n3, (c) 10000 loglogn



Megoldas

(a) Igaz, mert T'(n) = 10n? — nlogn < 10n? minden n > 1 esetén igaz, igy ¢ = 10, ng = 1 j6 vélasztas

(b) Nem igaz, mert ha T'(n) = n + n? + n3 < c¢-n? fenndllna valami ¢ konstanssal valami ng kiiszobértéktél
kezdve, akkor n® < n +n? 4+ n3 < c¢-n? is igaz lenne, vagyis n® < c¢-n? igaz lenne, ha n > ng. Ezt az
egyenlStlenséget elosztva n?-tel azt kapjuk, hogy n < ¢, han > ng, ami nem igaz, vagyis a kezdeti feltevésiink
ben volt a hiba, miszerint T'(n) O(n?)-es.

(c) Igaz, mert 10000 loglogn < 10000n2, ha n > 1 vagyis ¢ = 10000 és ng = 1 j6 valasztés.

. (ZH 2018) Igaz-e, hogy ha egy algoritmus 1épésszama 100-n2+1010.1n+17, akkor az algoritmus lépésszama
O(n?)? Ha tigy véli, hogy ez igaz, akkor megfelelé ¢ konstans és ng kiiszobérték megaddsaval ldssa ezt be,
ha pedig tgy véli, hogy hamis, akkor bizonyitsa be ezt.

Megoldas

Az éllitas igaz. Ezt gy fogjuk megmutatni, hogy adunk olyan ¢ konstanst és ng kiiszobértéket, melyekre
100-n2 +1010 - n4+17 < ¢-n? teljestil, ha n > ny.

Egy lehetséges jo becslés a kovetkezo:
100 - n? 4+ 1010 n 4+ 17 < 100 - n? + 10'% - n? + 1702 = (100 + 100 + 17)n>
ami igaz, ha n > 1 és ahol csak azt hasznaltuk, hogy n < n?.
fgy ac=100+ 10 4+ 17 és ng = 1 valasztds megfelel.
Egy maésik lehetéség lett volna a
100 - n% + 10" - n + 17 < 100 - n? + n? + n? = 102n*

becslés hasznélata, ami akkor igaz, ha n > 10!, vagyis ebben az esetben a ¢ = 102, ng = 10'0 értékekkel
teljesiil a O(n?) definiciéja.

. (Mintavizsga 2018) Az alédbbi pszeudokéd inputja ciklus i = 0-tél (n-1)-ig:

két, egész szamokat tartalmazé n méretil tomb, A ha A[i] péaros:

és B. Mutassa meg, hogy a pszeudokdd altal leirt ciklus j = 0-t6l (n-1)-ig:
algoritmus 1épésszama O(n?). (Egy lépésnek szamit B[j] : = B[j] + 17

egy szamrol eldonteni, hogy péros-e, egy 1épés az ciklus vége

értékadas és két szam Osszeddsa.) ciklus vége

Megoldas

A kiilsé ciklus n-szer fut le. Megmutatjuk, hogy a ciklusmag minden egyes lefutdsa O(n) 1épésszamu, igy az
osszes lépésszam n - O(n)-nel becsiilhetd, ami a tanultak szerint O(n?).

A ciklusmagban egy 1épés a parossig eldontése, majd (ennek eredményétél fiiggben) legfeljebb n Gsszeadés
és n értékadas van, azaz a ciklusmak legfeljebb 1 4 2n 1épésszami. Mivel 1 + 2n < 3n, ha n > 1, ezért a
ciklusmag O(n)-es (¢ = 3, ng = 1).



