Algoritmusok és grafok
TIZEDIK GYAKORLAT, 2019. november 22.

MEGOLDASOK

1. (a) Rajzolja fel az aldbbi (élstlyozott) ) }
szomszédossagi matrixhoz tartozé irdnyitott © 3 2 00 00 o0
grafot (a csicsok sorban legyen a, b, ¢, d, e, f). 00 00 00 OO0 o0 0
(b) A lerajzolt grafot alaposan megnézve © 2 o0 —6 o0 00
lassa be, hogy ez a graf nem DAG. 0 00 o0 oo 10 0
(¢) Az 6ran tanult, mélységi bejarast © 8 00 00 00 o
haszndlé eljarassal is lassa be, hogy ez nem | © 3 T 00 o0 oo |

egy DAG.

(d) Hogyan mdédosul a métrix, ha az fc él
helyett cf él van a grafban?

(e) Az 6rdn tanult médszerrel keressen egy
topologikus sorrendet ebben a modositott
grafban.

Megoldas

(b) Lathatd, hogy a cdf egy irdnyitott kor.

(c) Ha az a cstcsbdl lefutttajuk a mélységi bejarast, akkor a befejezési szdmok szerinti forditott
sorrend a,c,d, f,e,b. Végignézve a graf éleit lathatjuk, hogy az fc él hatrafelé vezet, azaz ez nem
topologikus sorrend, de akkor a tanult tétel szerint a graf nem volt DAG.

(d) Az utolsé sor 3. elem végtelen lesz, a 3. sor utolsé elem meg 7.

(e) Lefuttatjuk a mélységi bejarast barhonnan, pl. f-bél, majd djrakezdve a-bdl, a befejezési szdmok
szerinti forditott sorrend a, ¢, d, e, f, b lesz, amiben a graf minden éle elore megy, azaz ez egy toplogikus
sorrend.

2. Az irdnyitott Gy graf csucsai a, b, ¢, d, e, élei pedig ab, ac, bd, cd, de, ea, az iranyitott Go graf csucsai
a,b,c,d, e, f,qg, élei pedig ag, af,ba,bg,cd, ed, fe, fc, fd, gf, ge.
Hasznalja mindkét grafra az 6ran tanult, mélységi bejarast hasznalé modszert és vagy lassa be vele,
hogy a graf nem DAG vagy adjon meg benne egy toplogikus sorrendet.

Megoldas

(a) Ha az a cstcsbdl lefutttajuk a mélységi bejaréast, akkor a befejezési szdmok szerinti forditott
sorrend a,c,b,d,e. Végignézve a graf éleit lathatjuk, hogy az ea él hatrafelé vezet, azaz ez nem
topologikus sorrend, de akkor a tanult tétel szerint a graf nem volt DAG és akkor nincs is benne
toplogikus sorrend.

(b) Lefuttatjuk a mélységi bejarast barhonnan, pl. a-bdl, a befejezési szdmok szerinti forditott
sorrend b, a, g, f, e, ¢, d lesz, amiben a graf minden éle elére megy, azaz ez egy topologikus sorrend és
a graf DGA.

3. (nagyjabdl Vizsga 2019) Igaz-e, hogy az aldbbi irdnyitott, élsilyozott grafban a B,C, D, A, E, F
sorrend egy topologikus sorrend? A graf (irdnyitott) élei: AE, AF, BC, BD, BE,CA,CE,DE, DF
Megoldas
Csak végig kell nézni, hogy minden él elére megy-e és ez igaz, vagyis ez egy toplogikus sorrend.

4. Egy matrixaval adott iranyitott G grafban néhény csics piros, néhany csics kék, a tobbi csics
pedig szintelen. (A szinezés egy, a csicsokkal indexelt C' témbben adott). Melyik tanult algoritmus

egyszeri futdsdval lehet O(n?) 1épésben megoldani az alabbi feladatokat? Mindegyik esetben irja le,
hogy hogyan kell médositani az inputot (ha kell), melyik algoritmust futtatjuk és hogyan és a futas



utan hogyan kapjuk meg a valaszt a kérdésre.

(a) El akarjuk donteni, hogy az egyik adott p; piros csticsbdl mik az elérhet6 kék cstcsok. (Elérhet6
azt jelenti, hogy van oda irdnyitott 1t.)

(b) Adott két piros cstics, py és py és el akarjuk donteni, hogy mely kék csicsok érhetdek el legalabb
az egyikiikbol.

(c) El akarjuk dénteni, hogy mindegyik kék cstics elérheté-e legaldbb egy pirosbdl (azaz igaz-e, hogy
minden kék cstcsra van olyan piros csiics ahonnan 6 elérhetd).

(d) El akarjuk donteni egy adott k; kék csicsrdl, hogy 6 mely piros csticsokbdl érhet6 el.

(e) Egy adott piros p; csticshoz meg akarjuk keresni a legkozelebbi kék csticso(ka)t.(Legkozelebbi azt
jelenti, hogy legkevesebb élbdl allé tton érjiik el.)

(f) Meg akarjuk keresni a legrévidebb olyan utat a grafban, ami piros csticsbdl kék csticsba vezet.

Megoldés az (a)- részre, nem teljes megoldasok, csak vazlatok a tébbire
(a) Szélességi vagy mélységi bejardst futtatunk p;-bol (nem kell médositani a matrixot), majd
megnézziik, hogy mely csicsokra igaz, hogy kékek és be vannak jarva a végén. Ezen utobbi 1épés

pszeudokddja (inputja a bejards végén kapott bejdrva tomb és a szineket tartalmazé C' témb, outputja
a bejdrt_kék tomb):

bejart_kék[v] : = 0 minden v-re
ciklus 1 = 1-té61 n-ig:
ha C[i] == 1 és bejarvali] ==
bejarva_kék[i] := 1
ciklus vége

Ez utébbi kéd O(n)-es, mert egy n-szer lefuté konstans magu ciklusrdl van szd, igy az egész eljards
O(n?).

A megoldas azért helyes, mert mindkét bejaras pont azokat a csicsokat jarja be, amik elérhetéek a
kezd&cestcsbol.

(b) Otlet: adjunk hozzé egy 14 csicsot a gafhoz, amibél vezessiink egy élet a két kitiintetett piros
csucsba. Ebben az 4j grafban nézziik meg valamelyik bejardssal, hogy melyik kékek érhetdk el az 1j
csucshol, pont ezek lesznek elérhetok valamelyik pirosbol a ketto koziil.

Josag: Ha van ut p;-bdl vagy pe-bol egy kékbe az eredeti grafban, akkor az tjban lesz 1t az 1j
csucsbol ide és ha van 1t az Gj grafban egy kék csicsba az 1j csticsbdl, akkor annak elsé éle biztosan
vagy pi-be vagy po-be vezetett (mert csak ide van él az 1j csticsbdl), vagyis az it maradék része
p1-bél vagy po-bol vezet a kék cstcsba.

Algo pontosabban:

Az 4j métrix 1étrehozdsa az eredeti A métrixbdl: felvesziink egy (n+1)-szer (n+1)-es csupa nulla
madtrixot, ennek neve B, ebben az utolsé sor/oszlop lesz az 1j cstics (ez O(n+1)?, azaz O(n?) 1épés),
majd

ciklus i = 1-tél n-ig:
ciklus j = 1-t6l n-ig:
B[i,jl : = A[i,]j] \\ &tmésolom az eredeti csicsok kozti éleket
ciklus vége

B[i,n+1] : = 0 \\ nem vezet él az 1ij csicsba egik régibél sem
ciklus vége

B[n+1, p_1]
B{n+1, p_2]

\\ él1 az egyik pirosba az tijbdl
\\ é1 a midsik pirosba az djbél

=



Ez O(n?), mert a kiilsg ciklus n-szer fut le, ennek magja egy konstans magi, n-szer lefuté bels6 ciklus
és még 1 16pés, azaz n-szer fut le egy 1 + O(n)-es, azaz O(n)-es mag, vagyis ez eddig O(n?), ezutén
pedig csak 2 1épés van, de O(n?) + 2 az O(n?).

Azt, hogy mely kékek érhetdek el, azt ugyanigy nézziikk meg, mint az (a) részben.

(c) Hasonléan a (b) részhez, csak itt minden pirosba megy majd él az 10j csicsbdl ( a matrix
modositasaban a kod utolsé két sora helyett egy ciklus kell majd, amiben beallitjuk, hogy minden
piros cstcsbe menjen él az 1j csticsbdl).

(d) Otlet: Elkészitjiik a graf forditottjét (akkor van él az jban u-bél v-be, ha az eredetiben volt
v-b6l u-ba), ebben futtatjuk valamelyik bejarast a kijelolt kék cstcsbdl.

(e) Szélességi bejarast futtatunk p;-bél, azt a véltozatot, amiben tavolsagot is szdmolunk és a végén
megnézem, hogy a kék csticsokra mik a tavolsagok, ezek kozott keressiik a legkisebb értékeket.

(f) Uj kezddcstcsot vesziink fel, ebbol megy él minden pirosba és ebbdl az 1j csuicsbdl csinaljuk azt,
amit az (e) részben p;-bol.



