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A mélységi bejaras (Depth-First-Search, DFS) elve

Hasonléan a szélességi bejarashoz, a mélységi bejards célja is az, hogy az (irdnyitott vagy
irdnyitatlan) graf cstcsait egy kezdécstcsbdl kiindulva bejérja, de ehhez egészen mas stratégiat
kovet, mint a szélességi bejaras. A mélységi bejaras olyan, mint egy tank, megy elore, amig
csak tud, kicsit pontosabban:

e clindul a kezddesicsbdl egy irdnyba (ha a graf irdnyitott, akkor természetesen az élek
iranyitasat is figyelembe véve) és megy elére addig, amig tud, azaz amig az aktudlis
helyzetébol, a csicsbél, ahol éppen van, vezet ki olyan €él, ami még nem bejart csicsba
vezet,

e ha pedig elakad, mert vagy nincs kimeno ¢l vagy minden kimeno6 él mar bejart csicsba
vezet, akkor egyet visszalép, azon az élen, ahonnan a mostani helyzetébe érkezett, majd
probél 1j iranyt talalni.

A mélységi bejaras annyiban hasonlit a szélességi bejarasra, hogy az a bejards sem megy soha
oda, ahol mar volt, de a mélységi bejaras olyan mélyen megy be a grafba, ahogy csak tud,
mikozben lehet, hogy a kezddcsics szomszédai koziil még sokat nem latogatott meg.

Ennél a bejarasnal nem lesznek szintek, mint a szélességi bejarasnal voltak, a mélységi bejaras
nem hullamként terjed, azt azonban célszerii lesz nyilvantartani, hogy a cstcsokat milyen sor-
rendben latogatjuk meg (ez lesz a bejarasi sorrend) és még inkabb hasznos lesz (ezt a jovo
6ran latjuk majd) nyilvantartani, hogy milyen sorrendben fordulunk vissza a csicsokbdl: ez
lesz a befejezési szam. Az a csics, aminek a befejezési szama 1, az az a csucs, ahonnan el0szor
fordultunk vissza.

Az aldbbi (irdnyitott) grafon az s csticsbdl futtatva a mélységi bejarast a rézsaszin élekkel
fedezem fel az 1j csucsokat, a rozsaszin szamok mutatjak a bejaras, a zold szamok pedig a
befejezés sorrendjét, a befejezési szamokat.



Megjegyzések, allitasok a mélységi bejarasrol

1. A fenti példan irdnyitott grafon futott az eljaras. A mélységi bejards alkalmazhato irdanyitatlan
esetben is példaul ugy, hogy ugy tekintjiik, hogy egy u és v cstics kozti iranyitatlan él azt
jelenti, hogy mind u-bdl v-be, mind v-bél u-ba van irdnyitott él (azaz az élen mindkét
irdnyban lehet haladni).

2. Ha a G graf iranyitatlan, akkor a felfedez¢ élek fat alkotnak, mert

o a felfedezd élek mindig 1j csticsba mennek, sose keletkezik kor

e az 1j felfedez6 él mindig kapcsolddik a korabbi felfedezo élek egyikéhez

3. Ha @G irdnyitatlan és Osszefiiggs, akkor a felfedezd élek feszitéfat adnak G-ben (ez a
bejérdshoz tartozé DFS-fa), mert ha egy csics elérhet6 s-bél, akkor a bejaras elébb-utébb
el fog ide érni.

4. A mélységi bejaras segitségével eldontheto egy iranyitatlan grafrol, hogy Osszefiiggo-e:
ha a bejarast lefuttatva vannak nem bejart csiicsok, akkor a graf nem volt Gsszefliggo,
kiilonben meg igen.

5. Meg lehet taldlni azokat a csucsokat, akik a kezd&csicsbdl elérhetdk tton (irdnyitott
esetben irdnyitott uton, irdnyitatlan esetben irdnyitatlan titon): azok a csicsok elérhetk
s-bol akik az eljaras végén be vannak jarva.

6. Ha az Osszes cstucs be van jarva, akkor a felfedezo élek minden csiicshoz adnak egy
egyértelmii utat s-bal.

7. Ha s-bdl minden csics elérheté iton, akkor a mélységi bejaras a graf minden csicsat
pontosan egyszer jarja be.

8. Ha vannak olyan csticsok, amik nem elérhetdk el s-bol iton, de mégis be akarjuk jarni az
Osszes cstcsot, akkor az s-bdl inditott bejaras lefutdsa utdn inditunk még egy mélységi
bejarast egy még bejaratlan csiucsbol és ezt ismételgetjiik addig, amig minden csicsot
meg nem latogatunk.



A mélységi bejaras pszeudokodja
Az algoritmus futdsa soran a kovetkezdket kell nyilvantartanunk:

e Mely csucsokat jartam mér be? (Ezt azért kell tudni, hogy egy él vizsgalatdnal lassam,
hogy 1j csticsba vezet vagy sem.) Ehhez, a szélességi bejdrdsnal ldtott médon, egy n
méretil, 1-t6l n-ig indexelt bejdrva nevii Boole-értékii témbot hasznalunk (n a cstcsok
szdma, a csucsokrol feltessziik, hogy 1,2,3 ... n cimkéjiiek), ahol bejdrva[v] = 1, ha v-t
mar bejartam, kiilonben bejdrvafv] = 0.

e Melyik bejart csicsot honnan értem el, melyik felfedezé élen at? Itt is ugyanazt tessziik,
mint a szélességi bejarasnal, a felfedez6 éleket egy n méretii, 1-t6l n-ig indexelt honnan
nevil témb segitségével taroljuk, amiben honnan[v] = w, ha v-t mér bejartam az u-bol
v-be vezet felfedez6 éllel, ha pedig v még nincs bejarva akkor honnan[v] = *.

A mélységi bejaras pszeudokddjaban lesz egy 6 eljaras, ami beéllitja a honnan és bejarva
tomboket az elején (annak megfeleléen, hogy ekkor csak s van bejarva, sajat jogan) és lesz egy
fiiggvény, amit t6bbszér meghivunk majd (de minden csicsra maximum egyszer), ez felel meg
annak, hogy egy adott csiicsbdl az 6sszes lehetséges kimend iranyt megvizsgaljuk és ha lehet,
akkor tovabblépiink arra.

A f& eljaras neve mélységi_bejirds(G,s), a meghivott fiiggvény pedig DFS(G,v), ahol G a
graf, amiben az eljaras fut, a graf az A-val jelolt szomszédosségi matrix segitségével adott, s a
kezddOcsucs, ahonnan a bejaras indul, v pedig G egy tetszoleges cstcsa.

mélységi_bejaras(G,s)

bejarvalv] = 1, ha v =s, egyébként bejarvalv] = 0
honnan[v] = v, ha v =s, kiilonben honnan[v] = *
DFS(G,s)

ciklus w = 1-tél n-ig // végignézem v Osszes potencidlis szomszédjat

ha Alv,w] == 1 és bejarvalw] ==0: // ha w-be van él és w-t még nem lattuk
bejarvalw] :=1
honnan[w] := v

DFS(G,w) // megyek tovabb w-bél
ciklus vége



Nézziik meg a fenti példan, hogy hogyan fut le ez a pszeudokdd.
Az elején a {6 eljaras bedllitja a bejdrva és honnan témboket és elinditja a DFS(G, s) eljarést.

bejarva:

s a b ¢ d e f
[1]ofofofofo]0]

honnan:
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A DFS(G,s) eljarasban elindul egy ciklus, ami végigmegy (majd) az A szomszédossagi
méatrix s-hez tartozé soran és azt ellendérzi minden A[s, w| bejegyzésnél, hogy az 1-e (azaz van-e
él s-bol az oszlophoz tartozé w csticsba) és hogy a w cstcs bejaratlan-e. Ez az ellenérzés elészor
w = s -re fut le (tegyiik fel, hogy a csicsok s,a,b,c,d, e, f sorrendben vannak a matrixban),
de Als,s] = 0, tehdat nincs tennivald. Ezutan azonban A[s,a] = 1 és bejdrvala] = 0, vagyis
ekkor bejarvala] = 1 és honnanfa] =s lesz és elindul DFS(G,a). Ekkor még DFS(G,s) nem
fejez6dott be, csak a DFS(G, s) futdson belilrdl elindult egy méasik DF'S futéds, a DFS(G, a).
Majd amikor ez a DFS(G, a) be fog fejez6dni, akkor fut tovabb a DF'S(G, s)-en beliili ciklus.
Ebben pillanatban a két tomb igy néz ki:

bejdarva:

s a b ¢ d e f
[1[t]oJofo]ofo]

honnan:
s a b ¢ d e f
(s [FIF[*[*[*]

Most a DFS(G, a) eljarasban is elindul egy ciklus, ami végigmegy (majd) az A szomszédossagi
méatrix a-hoz tartozé soran és azt ellenérzi minden Ala, w| bejegyzésnél, hogy az 1-e (azaz van-e
él a-bol az oszlophoz tartozé w csicsba) és hogy a w cstcs bejaratlan-e. Ez az ellenérzés elészor
w = s és w = a-ra fut le, de Ala, s] = Ala,a] = 0, nincs tennivald. Ezutdn azonban Ala,b] = 1
és bejarvalb] = 0, vagyis ekkor bejdrvafb] = 1 és honnan[b] =a lesz és elindul DFS(G, b). Ekkor
még sem a DF'S(G, s) nem fejez6dott be, sem a DFS(G, a), csak a DFS(G, s) futason beliilrdl
elinditott DF'S(G, a)-bdl elinditott DFS(G, b) futds kezdddik el. Ebben pillanatban a két tomb
igy néz ki:

bejarva:

s a b ¢ d e f
(1jtfrfofofo]o]




honnan:

s a b ¢ d e f
[sls[al*[*[*[*]

Most a DF'S(G, b) eljarasban is elindul egy ciklus, ami végigmegy (majd) az A szomszédossagi
méatrix b-hez tartozd sordn és azt ellendrzi minden A[b, w] bejegyzésnél, hogy az 1-e (azaz van-e
él b-bol az oszlophoz tartozé w csticsba) és hogy a w cstics bejaratlan-e. Ez az ellen6rzés elészor
w = s,a,b értékekre fut le, de itt nincs tennivald, mert ide nem vezet él b-bol. Ezutan azon-
ban A[b,c] = 1 és bejdrvafc] = 0, vagyis ekkor bejdrvafc] = 1 és honnanfc] =b lesz és elindul
DFS(G,c). Ekkor még sem a DFS(G, s) nem fejezédott be, sem az ebbél inditott DEFS(G, a),
sem az ebbdl inditott DFS(G,b), csak elindul DFS(G, ¢). Ebben pillanatban a két tomb igy
néz ki:

bejarva:

s a b ¢ d e f
(1ltfififofo]o]

honnan:

s a b c¢c d e f

[s[sfa[b]*[*][*]

Most a DFS(G,c) eljardsban is elindul egy ciklus, ami végigmegy az A szomszédossagi
méatrix c-hez tartozé soran, de mivel itt minden bejegyzés 0, ezért itt nincs tennivalé, a DFS(G, ¢)
ugy fejezodik be, hogy kozben sem a bejdarva, sem a honnan tomb nem valtozott. Ekkor
DFS(G, c) ugyan befejez6dott, de még fut DFS(G, s), a beléle inditott DF'S(G, a) és az ebbdl
inditott DF'S(G,b). Ez utébbi (miutan DFS(G, ¢) befejezédik) megy tovabb a szomszédossagi
méatrix b-hez tartozé soran és mivel A[b, d] = 1 és bejdarva/d] = 0 ezért ekkor bejdrvafd] = 1 és
honnan/d] =b lesz és elindul DFS(G, d). Ebben pillanatban a két tomb igy néz ki:

bejarva:

s a b ¢ d e f
(Ljrfifififo]o]

honnan:

s a b ¢ d e f
[s[slalb[b]*[*]

Most a DF'S(G, d) eljarasban is elindul egy ciklus, ami végigmegy (majd) az A szomszédosséagi
matrix d-hez tartozd soran, eloszor w = s, a, b értékeket nézziik, de itt nincs tennivald, mert ide
nem vezet él d-bél, utdna A[d, c] = 1 ugyan igaz, de bejdrvafc] =1, vagyis itt sincs tennivald.
Ezutan w = d-be nem vezet ¢l, de A[d, e] =1 és bejdrvafe] = 0, vagyis ekkor bejdrvafe] = 1 és
honnanfe] =d lesz és elindul DFS(G,e).

Ekkor még fut DFS(G, s), a beldle inditott DFS(G,a), az ebbdl inditott DFS(G,b), az
ebbdl indtott DFS(G,d) és most indul DF'S(G, e). Ebben pillanatban a két témb igy néz ki:



bejarva:

Most a DFS(G,e) eljarasban is elindul egy ciklus, ami végigmegy az A szomszédossagi
matrix e-hez tartozd soran, de mivel itt minden bejegyzés 0, ezért itt nincs tennivald, a DF'S(G, e)
ugy fejezédik be, hogy kozben sem a bejdrva, sem a honnan tomb nem valtozott. Miutan
DFS(G, e) befejez6dott, az 6t elindité DFS(G, d) még fut tovabb a w = f potencidlis szomszéd
vizsgdlatdval, de Ald, f] = 0, vagyis nincs tennivalé, a DFS(G,d) futés is befejez6dott, a
két tombot nem valtoztatjuk. Miutdn a DFS(G, d) befejez6dott, az 6t indité DFS(G,b) fut
tovabb, de b-nek nincs mar bejdratlan szomszédja, ezért DF'S(G,b) is befejezédik, de az 6t
indité DFS(G, a) fut tovabb. Azonban a-nak sincs méar nem bejart szomszédja, igy DFS(G, a)
is végetér és mar csak a kezd6 DFS(G, s) fut. Mindekozben a két tomb nem véltozott semmit.
Ekkor a DF'S(G, s)-en beliil futé ciklus tovabb vizsgalja a szomszédossdgi matrix s-hez tartozoé
sordban az a uténi elemeket (ez volt az utolsé, amit mar megnézett), de w = b, ¢, d, e esetén a
bejegyzés vagy 0 vagy ha 1, akkor az oszlophoz tartozo csiics mar be van jarva. Amikor azonban
w = f-hez érlink, akkor Als, f] =1 és bejdrvaff] =0, igy bejarva[f] = 1 és honnan/[f] =s lesz és
elindul DFS(G, f).

Ebben pillanatban a két tomb igy néz ki:

bejdarva:
s a b c¢c d e f
SRR ENENEEY
honnan

Most a DFS(G, f) eljarasban is elindul egy ciklus, ami végigmegy az A szomszédossigi
méatrix f-hez tartozé soran, de itt egy kivétellel minden bejegyzés 0 és noha A[f,c] = 1,
de bejdarvafc] =1, vagyis nincs tennivald, a DFS(G, f) dgy fejezédik be, hogy kézben sem
a bejdrva, sem a honnan tomb nem valtozott. Mivel DFS(G, f) befejezésével DFS(G, s) is
befejezodott, igy az egész eljarasnak vége van. Az Osszes csicsot bejartuk, a honnan tomb
segitségével talaltunk utakat az Osszes cstcsba:
a-ba: s,a
b-be: s,a,b
c-be: s, a, b, ¢
d-be: s, a, b, d
e-be: s, a, b, d, e
f-be: s, f



A mélységi bejaras lépésszama

A 1épésszamot két részletben szédmoljuk ki, kiilon a mélységi_bejards(G,s) kédra és kiilon az
egyes DFS(G,v) kédokra. A 6 mélységi_bejirds(G,s) kéd lépésszéma O(n), mert mindkét
tombot O(n) 1épés inicializdlni és 1 1épés a DF'S(G, s) fiiggvényt meghivni (a DFS(G, s)-en
beliili 1épéseket kiilon szamoljuk meg). Egy DFS(G,v)-ben a ciklus n-szer fut le, egy lefutés
konstans 1épés, azaz egy DF'S(G, v) 1épésszama O(n). Mivel minden v csiicsra legfeljebb egyszer

indul el DFS(G,v), ezért az osszes DFS(G,v) futds sszes 1épésszéma O(n?), vagyis a teljes
kéd O(n) + O(n?), azaz O(n?).

Mire nem jo a mélységi bejaras?

Lattuk, hogy sok mindenre jo a mélységi bejaras, most beszéljiink egy kicsit arrdl, hogy mire
nem alkalmas. Ellentétben a szélességi bejarassal nem lehet vele legrovidebb utakat megtalalni
a kezdocsicesbol a tobbi csicsba, hiszen nem hullamokban, szintenként haladunk, el6fordulhat,
hogy kozeli csicsokat csak sokara, hosszi Ut bejarasa utan latogatunk meg.

Nem j6 a mélységi bejaras a leghosszabb Ut megkeresésére sem, mert eléfordulhat, hogy egy
csucsba vezet rovid és hosszu Ut is s-bdl a grafban és lehetséges, hogy a mélységi bejaras a rovid
utat talalja meg és nem a hosszut.

A pszeudokdd mégegyszer, befejezési szamokkal

J6 lesz viszont a mélységi bejards valami mésra (ezt majd a jové 6ran nézziik), amihez a
csucsok befejezési szamozasara lesz sziikségiink. Nézziik meg most, hogy hogyan lehet a befe-
jezési szamok meghatarozasat beilleszteni a mar ismert kédba.

Ehhez egyrészt sziikségiink lesz egy befejezési_szdmldalo nevii valtozéra, ebben taroljuk, hogy
mi a kovetkezd befejezési szam, amit ki fogunk adni (az elején az 1-es), mésrészt szitkséglink
lesz egy bsz nevii tombre, amiben a mér kiadott befejezési szamokat taroljuk (ez egy n hosszi,
a cstcsokkal indexelt tomb lesz, a még nem befejezett csicsokra bsz[v] = ).

Azt kell még kitalalnunk, hogy hol van az apont, amikor a befejezési szamot kiadjuk. Ez
akkor torténik meg, amikor egy v csucsrél kidertl, hogy mar nincs mas szomszédja, ahova el
tudnank menni, vagyis a DF'S(G, v)-beli ciklus utén.

A fentiek alapjan a kéd igy néz ki:

mélységi_bejaras(G,s)

bejarvalv] = 1, ha v =s, egyébként bejarvalv] = 0
honnan[v] = v, ha v =s, kiilonben honnan[v] = *
befejezési_szamlalé: = 1

bsz[v] = * minden v-re

DFS(G,s)



DFS(G,v)

ciklus w = 1-tél n-ig // végignézem v Osszes potencidlis szomszédjat

ha Alv,w] == 1 és bejarvalw] ==0: // ha w-be van él és w-t még nem lattuk
bejarvalw] :=1
honnan[w] := v

DFS(G,w) // megyek tovabb w-bél
ciklus vége
bsz[v] := befejezési_szamlalé
befejezési_szamlals += 1

Vegyiik észre, hogy a betoldott extra sorok nem befolyasoljédk a 1épésszamot, ennek a verziénak,
ami kiszamolja a befejezési szdmokat is O(n?) a lépésszama.



