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Nagy ordo jelolés

Az el6z6 eléaddson bevezettitk a nagy ordd jelolést, melynek segitségével algoritmusok T'(n)
lépésszamarol tudunk allitasokat megfogalmazni.

[dézziik fel tjra a definiciot:

Definicié
Egy algoritmus 7'(n) lépésszama O(f(n)) (igy mondjuk, hogy 7'(n) nagy ordé f(n)), ha van
olyan c¢ pozitiv konstans és ng pozitiv egész kiiszobérték, hogy

T(n) <c-f(n)
becslés igaz, ha n > ny.
A nagy ordé jelolés segitségével
1. T(n)-t, az algoritmus 1épésszamat feliilrél becsiiljitk

2. egy olyan becsléssel, ami nagy értékekre (az ng kiiszobértéknél nagyobb n-ekre) igaz, ugy
hogy

3. nem szamit, hogy milyen konstans all az f(n) tag elétt.

Tipikusan olyan allitdsokat fogunk majd tenni a félév soran, hogy egy algoritmus lépésszama

O(logn), O(n), O(nlogn), O(n?).

Példa a jelolés hasznalatara
Ha egy algoritmus T'(n) 1épésszaméra fennall, hogy T'(n) < 1lnlogn + 7n — 18, amennyiben
n > 1, akkor az algoritmus 1épésszama O(nlogn), mert:

T(n) < 1lnlogn+ ™ — 18 < 1lnlogn + 7n < 1lnlogn + nlogn = 12nlogn

ahol a becslés soran azt hasznéltuk, hogy a —18-as tag elhagyhatd, a Tn-es tagra pedig felsé
becslés nlogn, amennyiben n > 27, vagyis a fenti becslés alapjan a ¢ = 12, ng = 27 par j6
valasztas.

Még egy példa
Ha egy algoritmus két egymads utén lefuttatatando részbél all, az elsé rész 1épésszama O(n logn),
a masodiké pedig O(n), akkor a teljes algoritmus 1épésszdama O(nlogn).
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Ez azért van igy, mert ha az els6 rész O(nlogn), akkor van olyan ¢; konstans és ny kiiszob,
hogy az elsé rész 1épésszama legfeljebb cynlogn, ha n > ny és ha masodik rész O(n), akkor van
olyan ¢, konstans és ny kiiszob, hogy a masodik rész 1épésszama legfeljebb con, ha n > na. fgy
viszont

T(n) < cinlogn + con < eynlogn + canlogn = (¢; + co)nlogn

ha n > max(ny,ny, 2), mert logn > 1 igaz minden n > 2 esetén.
Vagyis azt kaptuk, hogy a ¢ = (¢; + ¢3) és ng = maz(ni, ne, 2) valasztéssal teljesiil, hogy T'(n)
O(nlogn).

Buborékrendezés megint

Nézziink ra Gjra a buborékrendezésre és lassuk meg, hogy mennyire egyszeriisiti az életiinket a
nagy ordd jelolés akkor, amikor az algoritmus lépésszamardl akarunk beszélni!
[dézziik fel a jegyzet el6z6 részében latott pszeudokddot:

ciklus j = n-1-t6l1 1-ig: // az A[0:j] tombben dolgozunk
ciklus i = 0-t61 (j-1)-ig:
ha A[i]l> A[i+1]:
csere A[i] és A[i+1]
ciklus vége
ciklus vége

Ahelyett, hogy pontosan megprébalnank kiszamolni, hogy mennyi 1épés torténik az egyes fazisokban
(a kiils6 ciklus egyes futdsaiban, azaz akkor, amikor j =n —1,n —2,...,2,1), hasznalhatunk
becsléseket: a kiilsé ciklus legfeljebb n-szer fut le és minden lefutdsa O(n) 1épés, azaz a méar
ismert szabaly értelmében (legfeljebb n-szer fut egy O(n)-es ciklusmag) a O(n?). Ennél pon-
tosabban nem akarjuk megatarozni a lépésszamot, ezt a becslést viszont kiillonosebb szamolgatas
nélkiil meg tudtuk kapni, a nagyo ordé jelolést hasznélva.

Beszurasos rendezés

Ennek a rendez6 algoritmusnak a kovetkezo eljaras az alapja:

Input: egy olyan A[0 : n— 1] témb, melynek az els6 n— 1 celldja, azaz A[0 : n —2] mar rendezett
Cél: Az A[n — 1] elemet is a helyére rakni, azaz rendezni az A tombot.

Az eljaras szovegesen
Az eljaras ugy miikodik, hogy az A[n — 1] elemet addig cserélgetjiik a téle balra &ll6 elemmel,
amig kisebb néla, vagyis folyamatos cserékkel A[n — 1]-et a helyére mozgatjuk.

Példa
Ha a kiindulési tomb 1,3,8,10,12, 4, akkor 3 cserével (12,10 és 8) az 1,3,4,8,10, 12 tdmbot
kapjuk.



Az eljaras pszeudokoddal
Az input témb legyen A[0 : n — 1], ahol A[0 : n — 2] mar rendezett.

i: = n-1

ciklus amig (A[i] < A[i-1] és i > 0):
csere A[i] és A[i-1]
i: = 1i-1

ciklus vége

A fenti kédban ciklusmagja addig fut le, amig a vizsgalt elem az i indexi celldban kisebb,
mint el6tte allé (7 > 0 biztositja, hogy legyen el6tte allé elem, vagyis hogy még nem a tomb
elején jarunk). Amikor eldszor teljesiil, hogy az elem nem kisebb az elétte allonal vagy amikor
a tomb elejére ériink, akkor a ciklus véget ér.

Az eljaras helyes

A ciklusbdl akkor szallunk ki (és fejezziik be az algoritmust), amikor az elem elérte a tomb
elejét (vagyis kisebb volt mindenkinél, azaz ekkor a helyén van) vagy amikor egy ndala kisebb
elem all elotte, tehat mar nem kell tovabb mozgatnunk.

Az eljaras lépésszama

Van 1 darab értékadds, utdna pedig egy ciklus, aminek a magja legfeljebb n-szer fut le (hiszen
i minden lépésben csokken), egy lefutdsa a ciklusmagnak pedig konstans sok 1épés, vagyis a
ciklus O(n)-es, az egész algoritmus lépésszama igy 1 + O(n), ami O(n) a kovetkezd feladat
szerint.

Feladat
Lassa be, hogy ha egy algoritmus két rész egymas utani futasabdl all, ahol az els6 rész konstans
1épés, a mésodik pedig O(n), akkor az egész algoritmus O(n).

A beszurasos rendezés

A beszirasos rendezés soran az input egy (rendezetlen) A[0 : n — 1] témb (feltehetjiik, hogy
n > 2, mert kiilonben az output megegyezik az inputtal.)
A beszurasos rendezés tobb fazisbol all:

1. fazis A fenti algoritmust futtatjuk az A[0 : 1] résztombre, gy tekintve, hogy ennek A0 : 0]
része mar rendezett, ebbe sziirjuk bele A[1]-t.

2. fazis A fenti cserélgetés algoritmust futtatjuk az el6z6 fazisban kapott A0 : 2| résztombre,
hiszen itt A[0 : 1] mér rendezett, ebbe szirjuk bele A[2]-t.

3. fazis A fenti cserélgetss algoritmust futtatjuk az el6z6 fazisban kapott A0 : 3] résztombre,
hiszen itt A[0 : 2] mér rendezett, ebbe szirjuk bele A[3]-t.

(n-1). fazis A fenti cserélgetés algoritmust futtatjuk az el6zé fazisban kapott A[0 : n — 1]
résztombre, hiszen itt A[0 : n — 2] mar rendezett, ebbe szurjuk bele A[n — 1]-t.



Példa

Input tomb: 2,8,3,10,1,7

Az 1. fazis soran nem torténik csere, a kapott tomb megegyezik az eredetivel: 2,8, 3,10, 1, 7.
A 2. fazis soran a 3-as helyet cserél a 8-assal és it megall, ezt kapjuk: 2,3,8,10,1,7.

A 3. fazis soran nincs csere, a tomb marad a 2,3,8,10,1,7.

A 4. fazisban az 1-es egészen a tomb elejéig gyalogol a cserékkel, a kapott témb 1,2,3,8,10,7

Az 5. fazisban a T7-es cserél a 10 és 8-as értékkel, itt megall, a végeredmény a rendezett
1,2,3,7,8,10 tomb.

A kivélasztdsos rendezés megtekintheté animalt forméban itt: https://visualgo.net /bn/sorting
(A felsé sorban levé mentiben a INS (insertion sort) lehetéséget kell valasztani.)

Helyesség

Ez az eljaras helyes, mert minden fézisra igaz, hogy az a résztomb, amin az algoritmus abban
a fazisban fut mar majdnem rendezett, azaz az utolsé elem kivételével rendezett, az ilyen
(rész)tomboket pedig jol rendezi a cserélgetds eljaras. Az algoritmus végén az egész tomb lesz
az a résztomb, amin a cserélgetos eljaras fut, vagyis ekkor az egész tomb lesz rendezett.

Besziirasos rendezés pszeudokdddal
Nézziik meg, hogy mit jelentenek az egyes fazisok pszeudokdddal leirva:

1. fazis

i: =1

ciklus amig (A[i] < A[i-1] és i > 0):
csere A[i] és A[i-1]
i: = 1i-1

ciklus vége

2. fazis

i: =2

ciklus amig (A[i] < A[i-1] és i > 0):
csere A[i] és A[i-1]
i: = 1i-1

ciklus vége

3. fazis

i: =3

ciklus amig (A[i] < A[i-1] és i > 0):
csere A[i] és A[i-1]
i: = 1i-1

ciklus vége



(n-1). fazis

i: = n-1

ciklus amig (A[i] < A[i-1] és i > 0):
csere A[i] és A[i-1]
i: = 1i-1

ciklus vége

Ez igy még nem egy jol megirt pszeudokdd, hiszen a leirasdnak a hossza attol fiigg, hogy
mekkora n értéke, de ha két egymasba agyazott ciklust hasznalunk, akkor mar megkapjuk az
el6bbi szoveges leirashoz tartozo pszeudokodot. A kiilso ciklus fogja szabalyozni azt, hogy melyik
résztombben dolgozunk (hdnyas indexii az a cella, amiben szereplé értéket be akarom szirni
az ez el6tt allé rendezett résztombbe), a belsé ciklus pedig az igy meghatérozott résztémbben
keresi meg az aktudlis elem helyét a cserélgetéssel.

ciklus j = 1-tél (n-1)-ig:
i:=]
ciklus amig (A[i] < A[i-1] és i > 0):
csere A[i] és A[i-1]
i:r=1i-1
ciklus vége
ciklus vége

A beszirasos rendezés lépésszama

A Kkiils6 ciklus legfeljebb n-szer fut le, a ciklusmag O(n)-es, azaz az egész algoritmus O(n?)-es.

Binaris keresés

Most egy kis kitérd kovetkezik, nem egy rendezo algoritmust néziink, hanem a keresési feladatot
prébaljuk megoldani tigyesebben, mint ahogy ezt az elso eléadason tettiik. Ebben az iigyesebb
algoritmusban, melynek neve bindris keresés, egy olyan gondolat jelenik meg, amit majd jol
tudunk hasznalni a kovetkez6 éran, amikor visszatériink a rendezésekhez.

A keresési feladat a kovetkezo: input egy n hosszi A témb és egy s szam, az elvart kimenet
“Nincs!”, ha a tombben nincs benne s, ha pedig benne van, akkor annak a cellanak az indexét
akarjuk megkapni, ahol s van.

Ezt a feladatot az els6 6ran mar megoldott s = 7 esetben, az altaldnos eset nagyon hasonlé:

keresett_index := ‘‘Nincs!’’
ciklus i = 0-tél n-1-ig:
ha A[i] == s:
keresett_index := i
ciklus vége
return keresett_index

Helyesség Az eljaras helyes, mert minden értéket végignéziink és akkor allitjuk &t a kere-
sett_index valtozét Nincs!-r6l, amikor s-et megtalaljuk (és pont arra az indexre allitjuk, ahol



megtalaltuk).

Ennek az eljardsnak a neve linedris keresés és 1épésszama O(n) hiszen 1 + O(n) 1épéshdl, azaz
O(n) 1épésbél &ll.

A binaris keresés elve

Ennél gyorsabban is tudunk keresni, amennyiben az input A tomb rendezett. Ennek a gyorsabb
kereso algoritmusnak a neve binaris keresés és igy miikodik:

Egyszerii eset (base case) Ha n = 0, akkor a vélasz " Nincs!”.

Altalanos eset (ha n > 1): Vegyiik a témb kozépsé elemét és hasonlitsuk ossze az itt levs
elemet s-sel. Harom eset van:

1. A kozéps6 elem s: ekkor kész vagyunk és visszadjuk a kozépso elem cellajanak indexét.

2. A kozéps6 elem nagyobb, mint s: ekkor a keresést (ugyanezzel a médszerrel) a kozépsé
elem elotti részben folytatjuk.

3. A kozéps6 elem kisebb, mint s: ekkor a keresést (ugyanezzel a médszerrel) a k6zéps6 elem
utani részben folytatjuk.

Ez az eljards azért hasznos, mert egyre kisebb és kisebb témbokon dolgozik (minden kérben
felez6dik a tomb mérete, amit néziink), ezért gyorsan végetér pontosan is meg fogjuk nézni,
hogy milyen gyorsan).

Helyesség

Azért helyes az eljaras, mert n = 0 esetben iires a tomb és nincs benne semmi, s sem, n > 0
esetén pedig vagy megtalaljuk az elemet (1. eset) vagy a 2. esetben biztosak lehetiink benne,
hogy ha szerepel a tombben, akkor csak a kozépsé elem elétt lehet (hiszen a tomb rendezett),
a 3. esetben pedig hasonléan biztosak lehetiink benne, hogy ha szerepel a tombben, akkor csak
a kozépso elem utan lehet.

Példa

Ha az 1,3,4,5,6,8,10 tombben keressiik a 3-t, akkor elészor az 5-tel hasonlitjuk a 3-t (mert
az 5 a kozépsé elem), mivel ennél kisebb, ezért az 1,3,4 tombben dolgozunk tovébb, aminek
kozépso elemével hasonlitva meg is taldljuk a 3-t.

Ha az 1,3,4,5,6,8,10 tombben a 2-t keressiik, akkor el6szor megint az 5-tel hasonlitjuk a 2-
t (mert az 5 a kozéps6 elem), mivel ennél kisebb, ezért ismét az 1,3,4 tombben dolgozunk
tovabb, aminek kozépso elemével hasonlitva latjuk, hogy ennél is kisebb a 2, tehédt az 1 elemii
1 tombben dolgozunk tovabb, ennek kozépso eleme az 1, ennél nagyobb a keresett elem, de az
a tomb, amiben ezutéan tovabb dolgoznank maér iires, vagyis azt adjuk vissza, hogy ” Nincs!”.

Binaris keresés pszeudokoéddal

A pszeudokdd irdsahoz két kérdést kell el6szor megvalaszolnunk:

e Hogyan fogjuk nyilvantartani a résztombot, amiben dolgozunk?
Ezt két véltzozoval fogjuk megoldani, az eleje valtozo tarolja az aktudlis résztomb elso,
a vege valtozd meg az aktualis résztomb utolso celldjanak indexét.

e Ha az aktudlis résztomb kezdetének indexe i, vége pedig j, akkor mi a kozépso elem
indexe?
Ez egyszerti, ha i+j paros, mert ekkor a kozépso elem indexe %, ha azonban i+ j paratlan
(vagyis a résztomb paros hosszi), akkor el kell dénteniink, hogy az elsé fél utolsé vagy a
masodik fél els6 elemét tekintjiik kozépsonek. En most ugy dontok, hogy legyen a kozépso
ebben az esetben az elsd fél utolsé eleme, aminek indexe ilyenkor |2 | (Itt a |z] az alsg
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egészrész fiiggvény, ami azt a legnagyobb egész szamot jeloli, ami nem nagyobb, mint x.
Mivel ez a fiiggvény egész értékll x esetén = maga, ezért mondhatjuk, a két esetet egyben

kezelve, hogy a kozépsd elem az Ali : j] tmbben |21].)

A binaris keresés pszeudokoddja

A fenti két gondolatmenetet felhaszndlva az aldbbi kédot kapjuk, az input tomb A[0 : n — 1]:

eleje:= 0
vége:= n-1
megvan:= ‘‘Nincs!’’
ciklus amig (megvan == ‘‘Nincs!’’ és eleje <= vége):
kozép := alsé egész része (eleje + vége)/2-nek
ha s == A[kozép]:
megvan := kozép
egyébként ha s < A[kozép]:
vége := kozép -1
egyébként:
eleje := kozép + 1

elagazas vége
ciklus vége
return megvan

Ez a kéd pont az, amit korabban szovegesen néztiink:

e addig fut a ciklus, amig az elem még nincs meg, de még van esély ra, hogy megtaldljuk
(a résztomb nemiires)

e ha megtalaljuk az elemet, akkor atallitjuk a megvan valtozot a megtalalt elem indeére

e ha a keresett elem kisebb/nagyobb a kézépsonél, akkor a vége/eleje valtozdt kell médositani,
a kozépso el6tti/utani értékre.

A binaris keresés lépésszama

Az elején van 3 1épés, utana pedig néhanyszor lefut a ciklusmag, minden egyes futas konstans
sok 1épés (két Gsszehasonlitas, hogy elinduljon-e a ciklumag, aztdn egy Osszehasonlitas és két
értékadas). Az csupan a kérdés, hogy hanyszor fut le a ciklusmag? Ehhez vegyiik észre, hogy
a ciklusmag 1. futdsa el6tt a tomb hossza (amiben dolgozunk) n és ez a hossz minden futédssal
felez6dik, pontosabban a kovetkezd résztomb mérete legfeljebb akkora, mint az el6zd résztomb
méretének fele.
Azaz a 2. futds el6tt legfeljebb n/2; a 3. futds elétt legfeljebb n/4, a 4. futds elétt legfeljebb
n/8, a k. futds eltt legfeljebb n/2%~! hosszi a tomb. Ez azt is jelenti, hogy ha a k. az utolsé
futds, amikor még a tomb hossza legaldbb 1, akkor 1 < a tomb hossza a k. futés el6tt < n/281
amibdl 1 < n/2871 amibél 2571 < n, amibdl pedig k — 1 < logn vagyis k < logn + 1 adédik.
Ez azt is jelenti, hogy a binaris keresés lépésszamara fennall

T(n) <34 5(logn+1) <8+ 5logn < 6logn
amennyiben logn > 8, azaz n > 28, vagyis ¢ = 4 és ng = 2% védlasztassal teljesiil az, hogy T'(n)
O(logn).
Azt is mondhattuk volna, hogy a 1épésszam konstans + O(logn), azaz O(logn), hasznalva az
alabbi feladat allitdsat:

Feladat
Ha egy algoritmus konstans sok 1épésen kiviil O(logn) 1épésst tesz, akkor a 1épésszama O(logn).



