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A BFS és DFS eljarasoknal lattuk, hogy egy iranyitatlan grafban pontosan akkor van feszitofa,
ha a graf Osszefliggd és azt is lattuk, hogy Gsszefiiggd grafban mind a BFS (szélességi bejaras),
mind a DFS (mélységi bejaras) taldl is egy feszitofat. Ha a gréaf élei nincsenek stilyozva, akkor
minden feszitéfa ugyanolyan jé, mindegyikben n — 1 él van egy n csucsu graf esetén, de
ha a graf élsilyozott, ahol a sulyok valamiféle koltséget jelentenek, akkor vannak olcsébb és
dragabb feszit6fak. Ebben a részben olyan algoritmusokat fogunk tanulni, amik megtalaljak
egy Osszefiiggd, irdnyitatlan graf egy olyan feszitéfdjat, melynek a silya a leheté legkisebb (a
fa silya alatt a fat alkoté élek stlyainak Osszegét értjik).

Ez a feladat szamos esetben elokeriil a gyakorlatban, ilyen példaul a kovetkezo helyzet:

Adott n véros és a koztiik vezeto kozvetlen utak. Fel szeretnénk wjitani néhany utat a lehetd
legolcsobban 1igy, hogy barmely varosbol el lehessen jutni barmely varosba feltjitott itvonalon,
ehhez ismert hogy melyik ttszakasz felijitds mennyibe keriil (ha van él két cstics kozott, azaz
kozvetlen 1t két varos kozott).

A felgjitott utakbol, azaz élekb6l all6 résznek sszefiiggdnek kell tehat lennie (ezt jelenti az, hogy
barhonnan barhova van feljitott utvonal), minden csicsot (azaz minden varost) le kell fednie
és ha a legolecsobb megoldést keressiik, akkor kormentesnek is kell lennie, hiszen ha lenne kor,
akkor annak barmelyik élét elhagyva egy olcsébb, de még mindig 6sszefiiggd, minden cstcsot
lefed6 megoldast kapnank.

Azt kaptuk tehat, hogy a feladat egy olyan feszitéfa keresését jelenti, melynek silya a lehetd
legkisebb.

Prim algoritmusa

A megoldandé feladat tehat a kovetkezo: adott egy irdanyitatlan, 6sszefiiggd, élsulyozott G graf,
ebben kell egy lehetd legkisebb silyu feszitéfat taldlnunk. A graf élsilyozasat a c(e) = c(u,v)
fliggvény adja meg.

Prim algoritmusanak elve

e Vilasztunk egy kezddOcsicsot, ez a graf barmelyik csticsa lehet, legyen ennek neve s.



e Lesz egy LEFEDVE halmaz, ebben azok a csiicsok lesznek, amiket mér lefedtem a késziilo
feszit6faval, az elején LEDEDVE ={s}.

e Lesz egy F lista, ebbe keriilnek majd a feszitofa élei, az elején F' még tires.

e Minden lépésben egy 1j élet fogok hozzaadni F-hez, ami egy 1j, eddig nem lefedett v
csucsba vezet: azt az élet fogom vélasztani, ami a LEFEDVE halmazbdl kivezeto legkisebb
stlyt él a grafban (ha tobb ilyen is van, akkor ezek egyikét). Ez az él bekeriil az F-be, az
az eddig le nem fedett cstcs, amibe vezet, az pedig bekeriil a LEFEDVE halmazba.

e Ezt az eljarast addig folytatom, amig van kivezeto él a LEFEDVE halmazbdl.

Nézziik meg az algoritmus futasat az alabbi grafon, az A csticsbdl inditva.
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1. Az elején F iires, LEFEDVE-ben pedig csak A van.

2. A legkisebb kivezet6 él LEFEDVE-bél az AB él, azaz ekkor F = {AB} és LEFEDVE =
{A, B}.

3. Most a legkisebb kivezeté él LEFEDVE-bol vagy az AG vagy a BG él, véalasszuk most
AG-t, azaz ekkor F' = {AB, AG} és LEFEDVE ={A, B,G}.

4. Most a legkisebb kivezet6 él LEFEDVE-bSl a BC' él, azaz ekkor F' = {AB, AG, BC'} és
LEFEDVE = {A,B,G,C}.

5. Most a legkisebb kivezet$ él LEFEDVE-b6l a C'D él, azaz ekkor F' = {AB, AG, BC,CD}
¢és LEFEDVE = {A, B,G,C, D).

6. Most a legkisebb kivezet6 él LEFEDVE-bél a GF él, azaz ekkor F' = {AB, AG, BC,CD,GF}
és LEFEDVE ={A, B,G,C,D, F}.

7. Most a legkisebb kivezets 6l LEFEDVE-bdl a DE ¢él, azaz ekkor F = {AB, AG, BC,CD,GF, DE}
és LEFEDVE = {A,B,G,C, D, F,E}.

8. Most mér nincsen kivezet6 él, minden csics le van fedve, az algoritmus leall.

Prim algoritmusanak helyessége

Az eljaras helyességérol csak azt latjuk be, hogy az eljaras végén a kapott F' halmaz egy feszitofat
alkot, azt nem bizonyitjuk, hogy ez egy minimalis stlyt feszitéfa. Természetesen ez is igaz, csak
a bizonyitas nem fér bele az idonkbe.



1. F kormentes: az tjonnan bevett él mindig egy 1j csticsba vezet, sose megytlink vissza mar
lefedett csticsba, nem keletkezik kor.

2. F Osszefiiggl: az tjonnan bevett él az egyik végpontjanal (ami LEFEDVE-ben van) kap-
csolédik a korabban bevett élek grafjahoz.

3. F minden csicsot lefed a végén: az eljaras csak akkor all le, ha mar nincsen kivezeto él a
LEFEDVE halmazbdl, de mivel G 0sszefiiggo, ezért mindaddig amig vannak nem lefedett
csicsok, addig vannak ezekbe vezetd élek is (legalabb egy), vagyis az algoritmus nem &ll
le. Ez azt jelenti, hogy ha az eljaras leall, akkor az csak gy lehetséges, hogy méar minden
csucs bekeriilt a LEFEDVE halmazba.

4. A kapott F' graf minimalis Osszestlyu az Osszes feszitofa kozott: ezt nem bizonyitjuk.

Prim algoritmusanak pszeudokoddja
A pszeudokdédban az alabbi jeloléseket hasznaljuk, illetve a kéd az alabbi logikat koveti:

1. A vélasztott kezddécsics neve s.

2. A LEFEDVE halmazban azok a csticsok vannak, amiket mar lefedtiink a késziilo feszitofaval,
az elején LEDEDVE ={s}.

3. I a feszitofaba bevalasztott élek listaja, az a elején F még tires.

4. Azokra a v csucsokra, amik nincsenek benne a LEFEDVE halmazban nyilvantartom egy
kézeli nevii tombben, hogy melyik a hozzajuk legkozelebbi csiics a LEFEDVE halmazban
(azaz kozelijv] azt adja meg, hogy melyik lefedett csticsbdl vezet v-be a legkisebb sulyu
él), egy legolesobb nevii témbben pedig ennek az élnek a silyat tarolom (azaz legolcsdbb|v]
a LEFEDVE halmazbdl v-be vezet6 legkisebb sulyt él sulya). Azokra a csicsokra, amik
méar benne vannak a LEFEDVE halmazban, azokra legolcsobbv] = .

5. Az eljérés elején még csak s lesz benne a LEFEDVE halmazban, ezért legolcsobb[s] = x,
legolesobblv] = ¢(s,v), ha van él s-bol v-be (mert ekkor ez az egyetlen lehetéség v elérésére)
és legolcsobb[v] = oo, ha nincs él s-bol v-be (mert ekkor nem lehet elérni v-t a LEFEDVE
halmazbdl).

6. Az eljaras elején a fentiekkel 6sszehangban kdzelis] = s, kozeli[v] = s, ha van él s-b6l v-be
(mert ekkor ez az s-bol j6v6 egyetlen lehetéség a legjobb v elérésére) és kizelijv] = oo, ha
nincs ¢l s-bol v-be (mert ekkor nem lehet elérni v-t a LEFEDVE halmazbdl).

7. Minden fazisban a LEFEDVE halmazon kiviili csticsok koziil (vagyis azok koziil, akikre
legolesobblv] még nem x) kivalasztjuk azt a v* csicsot, melynek legolcsobb értéke minimalis
és ezt a csucsot beletesszitk a LEFEDVE halmazba, a (kdzeliv*],v*) élet pedig F-be
tessziik, majd legolcscbb[v*]-ot x-ra allitjuk. Ez az a 1épés, amikor a legkisebb, LEFEDVE-
bol kivezeto élet kivalasztjuk.

8. Miutan v* bekeriilt a LEFEDVE halmazba, lehetséges, hogy v* egy w szomszédjara
rovidebb élet kapunk v*-bdl, mint az eddig ide vezeto legrovidebb él hossza, ezért v* min-
den w szomszédjara megnézziik, hogy c(v*, w) kisebb-e, mint legolcsdbblw] (azaz révidebb-
e a v*-bol jovo él w-be) és ha igen, akkor legolesobblw]-t c(v*, w)-re, kizelilw]-t pedig v*-ra
allitjuk (hiszen a legrévidebb él v*-bdl jon).
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9. Az éppen bekeriil6 v* cstics szomszédainak legolcsobb és kozeli értékét egy ciklussal fogjuk
frissiteni, ahol végigmegyiink a graf Osszes csticsan és minden olyan w cstcsra, amibe
megy ¢l v*-bdl (A[v*, w] nem végtelen) és amely w csics még nincs LEFEDVE-ben (azaz
legolesobblw] nem *) megnézziik, hogy c(v*,w) kisebb-e, mint legolcsdbblw] és ha igen,
akkor legolcsobblw]-t c(v*, w)-re, kozelijw]-t pedig v*-ra allitjuk.

10. Az eljarast addig csinédljuk, amig vannak cstiicsok a LEFEDVE halmazon kiviil, azaz amig
van olyan v, amire legolcsdbb[v] nem .
A teljes kéd a kovetkezo lesz:

LEFEDVE = {s}
F = Ures lista

legolcsébb[v] = *, ha v = s
legolcsébb[v] = c(s,v), ha van él s-bél v-be, egyébként legolcsébbl[v] = végtelen

kozeli[v] = s, ha v = s vagy ha van él s-bdél v-be, egyébként kozelil[v] = végtelen

ciklus amig van olyan csics, ahol legolcsébb[v] nem *:
v* := az a csics, ahol legolcsébb[v] minimdlis
v* LEFEDVE-be megy
legolcsébb[vk] := *
(kozelil[vx], v*x) F-be keriil
ciklus w = 1-t6l n-ig:
ha Al[v*,w] nem végtelen és legolcsébb[w] nem *:
ha c(v*, w) < legolcsébb[w]:
legolcsébblw] := c(v*, w)
kozelilw] := v*
ciklus vége
ciklus vége



Nézziik meg most ennek a kédnak a futasat az elébb latott grafon az A cstcsbdl:
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Az elején LEFEDV E = {A}, F iires, a két tomb pedig:
legolcsobb:

ABCDEF G
F[1]oofoofoc]12]2 |

kozeli:

ABCDE F G
(A[Afoofoofoo[A]A]

Ekkor a legkisebb érték a legolcsobb tombben B-nél talalhaté, ezért B keriil be a LEFEDVE
halmazba és mivel kdzeli|B] = A ezért az AB él keriil be F-be, vagyis LEFEDVE = {A, B},
F = {AB}. Mivel B keriilt be a LEFEDVE halmazba, ezért B még nem lefedett w szomszédaira
nézem meg, hogy ¢(B, w) kisebb-e, mint legolcsébb[w] és ha igen, akkor mddositom legolcsdbb|w]-
t ¢(B,w)-re és kizelijw]-t B-re. B-nek A olyan szomszédja, aki mar le van fedve, ezért itt nem
kell médositani. G-nél legolcsébb|G] = ¢(B, G), ezért itt sem kell médositani, de C-nél kell, mert
legolesdbb[C] = o0 > 6 = ¢(B, ().

A két tomb tehdt igy alakul:

legolcsobb:

ABCDEF G
| [F[6 [oofoc]12]2 |

kozeli:

ABCDE F G
(A[A[Bfoofoo]A[A]

Ekkor a legkisebb érték a legolcsobb tombben G-nél talalhatd, ezért G keriil be a LEFEDVE
halmazba és mivel kizeli|G] = A ezért az AG él keriil be F-be, vagyis LEFEDVE = {A, B,G},
F = {AB, AG}. Mivel G keriilt be a LEFEDVE halmazba, ezért G még nem lefedett w
szomszédaira nézem meg, hogy ¢(G, w) kisebb-e, mint legolcsdbbw] és ha igen, akkor médositom
legolesdbblw]-t ¢(G,w)-re és kozelijw]-t G-re. G szomszédai koziil A és B mar le van fedve, C
felé nem lenne javulas a G-bdl jovo él, de a masik harom csics, D, E, F esetén kisebb a G-bol
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jovo él sulya, mint a legolcsobb tomb értéke, igy ezeknél a csticsoknal médositunk és a két tomb
végill igy alakul:

legolcsobb:

G
*

ABCDE F
| [*[6]7[10]6

[* ]

kozeli:

ABCDETF G
A[A[B[G[G]G[A]

Ekkor a legkisebb érték a legolcsobb tombben C-nél taldlhato, ezért C kertil be a LEFEDVE hal-
mazba és mivel kozeli|C] = B ezért az BC' él keriil be F-be, vagyis LEFEDVE = {A, B,G,C},
F = {AB, AG, BC'}. Mivel C keriilt be a LEFEDVE halmazba, ezért C' még nem lefedett
szomszédainal lehet véltozas, de csak D-nél lesz, a két tomb igy alakul:

legolcsobb:

A B CDE F G

RS
kozeli:

A B CDE F G

AJA[B[C[G]G[A]

Ekkor a legkisebb érték a legolcsobb tombben D-nél talalhatd, ezért D keriil be a LEFEDVE
halmazba és mivel kozelilD] = C ezért az CD él keriil be F-be, vagyis LEFEDVE =
{A,B,G,C,D}, F = {AB,AG, BC,CD}. Mivel D keriilt be a LEFEDVE halmazba, ezért
D még nem lefedett szomszédainal lehet véltozas, de csak E-nél lesz, a két tomb igy alakul:

legolcsobb:

A B C D E F G

MR
kozeli

A B C D E F G

A[AIBICID[G[A]




Ekkor a legkisebb érték a legolcsobb tombben F-nél talalhato, ezért F keriil be a LEFEDVE hal-
mazba és mivel kdzeli F'| = G ezért az GF él keriil be F-be, vagyis LEFEDVE = {A,B,G,C,D, F},
F ={AB, AG, BC,CD,GF}. Mivel F keriilt be a LEFEDVE halmazba, ezért F' egyetlen még

nem lefedett szomszédjanal lehet valtozas, de nem lesz, a két tomb igy alakul:

legolcsobb:

A B C D E F G

MR
kozelu:

AB C D E F G

(AJA[B]C|D|GA]

Ekkor a legkisebb érték a legolcsobb tombben E-nél talalhato, ezért végiil E keriil be a LEFEDVE
halmazba és mivel kézelilE] = D ezért az DE él kerill be F-be, vagyis LEFEDVE =
{A,B,G,C,D,F,E}, F ={AB, AG,BC,CD,GF,DE}.

Mivel E volt az utolso csics aki bekeriilt a LEFEDVE halmazba, ezért itt mar nem kell a
szomszédokat megvizsgalni, a két tomb igy alakul:

legolcsobb:

A B C D E F G

MR
kozeli

A B C D E F G

(AJA[B]C|D|G]A]

Mivel ekkor mér nincsen lefedetlen csics (minden érték  a legolcsébb témbben), ezért az
algoritmus leall.

Prim algoritmusanak lépésszama

A kezdeti 1épések O(n)-ben mennek, mert két darab n méretii tombot kell feltolteniink és a
LEFEDVE-t és az F-et kell bedllitanunk (ami konstans 1épés).

Az amig-ciklus magja legfeljebb n-szer fut le, mert minden 1épésben egy csics LEFEDVE-be
keriil és leallunk, ha mar nincs csics LEFEDVE-n kiviil. A ciklusmagban van egy minimum-
keresés a legolcsobb tombben, ez O(n), aztdn konstans sok 1épés, majd egy belsé ciklus, aminek
a magja n-szer fut le és a mag konstans, tehat a belsé ciklus O(n)-es. Vagyis az amig-ciklus
ciklusmagja O(n) + O(1) + O(n) = O(n) és mivel n-szer fut el, ezért ez O(n?), ez az O(n)-es
el6készitd résszel egyiitt is O(n?).



1. megjegyzés

Prim algoritmusanak fenti pszeudokddja strukturdjaban és logikajaban teljesen ugyanaz, mint a
Dijkstra algoritmus kdédja: mindkét esetben egy mér készen levé halmazbdl kivezeto élek koziil
valasztunk egy legjobbat és ezzel bovitjilk a keresett megoldast. A kiilénbség abban all a két
eljaras kozott, hogy mi szamit legjobbnak, mi a kivalasztas kritériuma.

Noha a két kéd eléggé hasonld és mindkét kdd végén egy-egy feszit6fat kapunk (Dijktsra algo-
ritmusanak végén a meghtaldlt legrovidebb utak Gsszessége is egy feszitéfat asd) a két feladat
nem ugyanaz. Ezt mutatja az aldbbi példa, amiben a minimalis silyu feszitéfaban talalhaté
utak nem egyeznek meg az A csicsbdl a tobbi csticsba vezeto utakkal: a minimalis feszitéfaba
az AB, BC,CD élek keriilnek, de az A-bdl D-be vezetd legrovidebb it ABD, mely nincsen
benne a minimalis feszitofaban.

2. megjegyzés

A minimalis feszit6fa keresése soran nincs megkotés az élsulyokra, lehetnek negativ élek is a
grafban. Noha nem lattuk Prim algoritmusanak helyességét, ez abbdl is latszik, hogy ha vannak
negativ élek, akkor a legnagyobb abszolat értékii negativ él abszolit értékét hozzdadva minden
élhez egy olyan gréafot kapunk, ahol minden él silya nemnegativ és ebben az 1j grafban ugyanaz
a feszitofa lesz minimélis, ami az eredetiben az volt, mert minden potencidlis feszitéfa sulyat
pontosan ugyanannyival, nevezetesen (n — 1)-szer a hozzdadott értékkel néveltiik meg.

Kruskal algoritmusa

Egy masik ismert algoritmus minimalis feszitofa keresésére Kruskal algoritmusa, amit nem
targyalunk részletesen, csak az algoritmus elvét nézziik meg és szemléltetjiik az algoritmus
futasat egy konkrét példan.

Az algoritmus elve a kovetkezo:

1. Rendezziik a graf éleit élsuly szerint novéen (ha vannak egyforma stlyok akkor nem-
csOkkenden).

2. Legyen F iires halmaz, ebbe gylijtom majd a feszitéfa éleit a futas sordn. Végigmegytiink
a graf élein az 1. pontban kapott sorrendben és megnézziik, hogy az éppen vizsgalt e él
alkot-e kort az aktualis F' halmaz éleivel. Ha nem, akkor e-t F-be teszem, egyébként e-t
atlépem, nem keriil F-be.

Be lehet latni, hogy ez az eljards egy Osszefiiggd graf esetén feszitofat ad, mégpedig a
legkisebb sulyu feszitéfat. Ezt a bizonyitast kihagyjuk idé hianyaban, megnézziik viszont az



eljaras futasat a mar korabban latott grafra:
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1. Az élek egy lehetséges sorrendje: AB, AG, BG,CD,BC,FG,CG,DG,DE, EG, EF, AF.

2. Az AB élet bevessziik, mert nem alkot kort F-fel (hiszen F {ires), ekkor tehat F' = { AB}.
Az AG élet bevessziik, mert nem alkot kort F' = { AB}-vel, igy most F' = {AB, AG}.
A BG élet nem vessziik be, mert kort alkot F' = {AB, AG} éleivel.
A CD élet bevessziik, mert nem alkot kort F' = {AB, AG}-vel, igy most F' = {AB, AG,CD}.
A BC élet bevessziik, mert nem alkot kort F' = {AB, AG,CD}-vel, igy most F =
{AB, AG,CD, BC}.
Az FG élet bevesszilkk, mert nem alkot kort F' = {AB, AG,CD, BC}-vel, igy most
F ={AB,AG,CD, BC, FG}.
A CG és DG éleket nem vessziik be, mert kort alkotnak F' = {AB, AG,CD, BC, FG}
éleivel.
A DE élet bevessziik, mert nem alkot kort F' = {AB, AG,CD, BC, FG}-vel, igy most
F = {AB, AG,CD, BC, FG, DE}.
A tobbi élet, EG, EF és AF, nem vesszilk be, mert kort alkotnak
F = {AB, AG,CD, BC, FG, DE} éleivel.
A végil kapott F' = {AB, AG,CD, BC, FG, DE} lesz a keresett minimalis feszit6fa.

Kruskal algorimusanak lépésszama

Kruskal algoritmusanak fenti leirasa még nem elég pontos, hidnyzik bel6le annak a résznek
a pontos leirdsa, hogy hogyan dontjiik el, hogy az aktudlis e él alkot-e kort az aktualis F
halmazzal. Ezt természetesen meg lehet csindlni rendesen és ezen pontos leirds ismeretében
beszélhetnénk a lépésszamrol is.

Az els6 pont lépésszama O(eloge) = O(elogn) (mert e darab élet kell rendezniink, ezt megte-
hetjiik Osszefésiiléses rendezéssel és mert e < n?, igy loge < logn? = 2logn).

A 2. pont 1épésszama szintén O(elogn), ha ligyesen nyilvantartjuk az F éleit és igy el tudjuk
donteni, hogy egy e él alkot-e kort veliik vagy sem. Ennek a részleteteit nem targyaljuk, csak
azt kell tudni, hogy az egész eljards megoldhaté O(elogn) lépésben.

Megjegyzés

Mind Kruskal, mind Prim algoritmusa minimalis feszitofat talal, de a két eljaras elve teljesen
kiilonbozo: példaul Prim algoritmusaban az F' halmaz végig Osszefiiggd, Kruskal eljarasaban
pedig csak az algorimus végén allithatjuk ezt biztosan.



