Dijkstra algoritmus

Csima Judit

BME SZIT
csima@cs.bme.hu

2019. december 4.

Ebben a részben azt a specidlis esetét nézziik meg a legrovidebb 1t keresési feladatnak,
amikor a graf minden élének nemnegativ az élstulya. Adott tehat egy irdnyitott vagy irdnyitatlan,
élsilyozott G graf, ahol minden élsily nemnegativ és adott tovabba egy s kezddcstucs G-ben
és szeretnénk meghatarozni a legrovidebb utat s-bol minden v csticsaba a grafnak. Ebben az
esetben nem kell aggédnunk a negativ Osszsilyu kor miatt, hiszen nincsenek is negativ élek
egyaltalan.

A Dijkstra algoritmus elve

A DAG-ban miik6do, topologikus sorrendet hasznald legrovdebb utat keresé algoritmusban
minden lépésben meg tudtuk hatdrozni egy ijabb v cstcsra a tdvolsdg[v] értéket, a topologikus
sorrend szerint haladva. A tdvolsdg tombon kiviil egy honnan témbot is feltoltottiink, ahol
minden v csicsra honnan|v] adta meg az s-bél v-be vezetd legrovidebb dton a v-t megel6z6
csucsot.

Dijkstra algoritmusaban is igaz lesz, hogy minden kérben egy tjabb cstcsra hatarozzuk meg az
s-t01 val6 tavolsagot, de elore nem ismert, hogy milyen sorrendben tudjuk ezeket a tavolsagokat
kiszamolni. Az azonban itt is igaz lesz, hogy magukat az utakat egy honnan tomb segitségével
taroljuk majd, itt is honnan[v] adja majd meg az s-b8l v-be vezetd legrovidebb tuton a v-t
megel6zo csucsot. Ezen honnan értékek segitségével, v-bdl vissafelé 1épegetve meg tudjuk majd
kapni a legrovidebb utat.

Az algoritmus elve a kovetkezo:

1. Lesz egy KESZ halmaz, ebben azok a cstcsok lesznek, amikre mér tudom az s-t8l vett
tavolsag értékét. Ezeket a tdvolsdgokat egy tdvolsdg tombben fogom térolni, tdvolsdg[v]
egy valés érték lesz, ha a v csics méar KESZ-ben van, egyébként, a KESZ-en kiviili
cstcsokra tdvolsdglv] = co.

2. Azokra a csticsokra, amik még nincsenek benne a KESZ halmazban (tehat még nem tudom
a tdvolsdgukat s-t6l) egy d tombben fogok értéket nyilvantartani: dv] a legrévidebb olyan
s-bol v-be vezeto 1t hossza lesz, ami végig a KESZ-ben halad, csak az utolso, a v-be vezet6
éllel 1ép ki a KESZ-béL. Ugy is fogalmazhatjuk, hogy a KESZ-en kiviili v csicsokra

dlv]=  min  {tdvolsdglu] + c(u,v)}
u—v,ueKESZ



Ez a képlet azért helyes, azaz azért adja meg a legrovidebb olyan s-bdl v-be vezet6 1t
hosszat, ami végig a KESZ-ben halad és csak az utolsod, a v-be vezeto éllel 1ép ki a KESZ-
bol, mert egy ilyen ut a KESZ-en beliil eljut valami u csiicsba (ha a legrovidebb utat
keressiik, akkor ezen rész hossza tdvolsdglu]), majd innen a c(u,v) silytd uv éllel éri el v-t.
Azért kell minimumot venni az Osszes lehetséges KESZ-beli u csticsra, ahonnan vezet ¢l
v-be, mert minden lehetoséget figyelembe kell venniink a v-t megel6zo utolsé, KESZ-beli
u csucsra.

3. Egy honnan tombben fogjuk tarolni azt az informaciét, hogy a legrovidebb it honnan jon.
Ha a v cstics mar KESZ-ben van, akkor honnan[v] értéke az a csucs, ami a legrévidebb,
tavolsag[v] hosszi s-b6l v-be vezetd titon v elétt kovetkezik.

Ha a v cstics még nincs a KESZ-ben, akkor honnan [v] értéke az a csics, ami a legrovidebb,
s-b6l v-be v kivételével végig a KESZ-ben haladd, d[v] hosszu tton v el6tt kovetkezik.

4. Minden fazisban a KESZ-en kiviili csucsok kozil kivalasztjuk azt a v* csicsot, melynek d
értéke a legkisebb és ezt a csicsot KESZ-be tessziik, tdvolsdglv*] = d[v*] tavolsdg értékkel.
Ezzel egyidejiileg d[v*] = * lesz, hiszen v* ekkor mar nem KESZ-en kiviili.

5. Miutén v* a KESZ-be keriilt, lehetséges, hogy v* egy w szomszédjara rovidebb utat kapunk
végig a KESZ-en 4t haladva ugy, hogy az utolsé csucs w elott v*, ezért v* minden w
szomszédjara megnézziik, hogy tdvolsdglv*|+c(v*, w) kisebb-e, mint d{w] (azaz révidebb-e
a v*-on keresztiil most megnyilé it w-be) és ha igen, akkor d[w]-t tdvolsdg[v*]+c(v*, w)-re,
honnanfw]-t pedig v*-ra allitjuk (hiszen a legrovidebb ismert utat v* fel6l taldltuk).

Az algoritmus szovegesen

o Az eljarés elején KESZ ={s}, mert ekkor csak az s cstcsra ismert a tavolség értéke.

e A csicsokkal indexelt tdvolsdg tombot ugy toltjiik fel, hogy tdvolsdg[s] = 0, minden més
v csucsra tdvolsdglv] = oo (mert a tébbi csics még nines KESZ-ben).

e A csiicsokkal indexelt d témbot ugy toltjik fel, hogy d[s] = % (mert s KESZ-ben van),
d[v] = (s,v), amennyiben van él s-bol v-be és végtelen egyébként (mert ekkor

dlv] =  min  {tdvolsdg[u] + c(u,v)} = tdvolsdg[s] + c(s,v) = 0+ ¢(s,v) = ¢(s,v),
u—v,u€KESZ

hiszen s az egyetlen cstcs KESZ—ben.)

e A csicsokkal indexelt honnan tombot gy toltjiik fel, hogy honnan[s] = s és
honnan[v] = s, ha van él s-bol v-be (hiszen ekkor a d[v]-ben tarolt hosszi eddig ismert
legrévidebb 1t s-bol jon) és honnanf[v] = #, ha nincs él s-bél v-be (mert ilyenkor még
semmilyen utat nem taldltunk v-be a KESZ-en keresztiil).

e Ezutdn a kovetkezét csindljuk mindaddig, mig van olyan KESZ-en kiviili v cstcs melynek
d[v] értéke nem végtelen:

— megkeressiik azt a KESZ-en kiviili v* cstcsot, melyre a d érték a legkisebb
— v*-ot a KESZ-be rakjuk

— bedllitjuk tdavolsdg[v*]-ot tavolsaglv*] = d[v*]-vel



— beallitjuk d[v*] = *-ot (mert v* mar KESZ-ben van)
— v* minden olyan w szomszédjira, ami még nincs K]ijSZ-ben ha tdvolsaglv*|+c(v*, w) <
d[w] (azaz ha v*-on 4t van rovidebb 1t w-be a KESZ-en beliil), akkor
d[w] := tavolsdg[v*] + c(v*,w) és honnan[w] := v*.
Egy példa az algoritmus futasara

Tekintsiik az aldbbi iranyitott grafot és futtassuk le benne Dijkstra algoritmusat az A cstcsbol:

Az algoritmus kezdetén a KESZ halmaz és a hirom tomb igy néz ki:

KESZ = {A}

tavolsadg:

ABC DE
[* [3[oo[5 [oo]

honnan:

A B CDE
AJATFTAT"]

Most a legkisebb d érték a B csicsnal van, ezért B megy a KESZ-be és ennek a csticsnak a
tdvolsdg értékét allitjuk be tdvolsdg[B] = d[B] = 3 médon, illetve d[B] =  lesz, majd B KESZ-
en kivilli szomszédait kell vizsglni (ami most csak a C' csucs), hogy d[C] = oo-nél kisebb-e
tavolsag|B] + ¢(B,C) = 3+ 5 = 8 és mivel igen, ezért d[C] = 8 és honnan|C| = B lesz:



KESZ = {A, B}
tavolsdg:

A B C D E
[0 [3[oofoo]oo]

d:

A B C D E
¥ I*F I8 |5 | o0

N

honnan:

[5 [ ]

A B CDE
(A[A[B]A]*

|

Most a legkisebb d érték a D csicsndl van, ezért D megy a KESZ-be és ennek a cstcsnak a
tdavolsdg értékét allitjuk be tdvolsdg[D] = d[D] = 5 médon, d[D] = * lesz, majd D KESZ-en
kiviili szomszédait (azaz C-t és E-t) kell vizsgalni, hogy d[C] = 8-nél kisebb-e tdvolsdig[D] +
c(D,C) =5+ 2 =7 és mivel igen, ezért d[C] = 7 és honnan|[C| = D lesz,

illetve d[E] = oco-nél kisebb-e tdvolsdg[D] + ¢(D, E) = 5+ 1 = 6 és mivel igen, ezért d[E] = 6
és honnan[E] = D lesz:

KESZ = {A, B, D}

tavolsag:

A B C DE
(013 ]oe[5 [

d:

A B C D E
**7*6

N

honnan:

[* 16 ]

A B CDE
(A[AID[A[D]

Most a legkisebb d érték az E csicsnal van, ezért E megy a KESZ-be és ennek a csticsnak a
tdavolsdg értékét allitjuk be tdvolsig|E] = d[E] = 6 médon, d[E] = * lesz, majd E KESZ-en
kiviili szomszédait (azaz C-t) kell vizsgalni, hogy d[C] = 7-nél kisebb-e tdvolsig[E]+ c(E,C) =
6 4+ 2 = 8, de mivel nem, ezért nem kell itt mdédositani:



KESZ = {A,B, D, E}
tavolsdg:

A B C DBE
[0 [3[o0]5[6]

d:

A B C D E
% [ 7 [ * | *

N

honnan:

[* [*]

A B CDE
(A[AID[A[D]

Most a legkisebb d érték a C csicsnal van, ezért C' megy a KESZ-be és ennek a csicsnak a
tavolsdg értékét allitjuk be tdvolsdg(C] = d[C] = 7 mddon, d[C] = x lesz. Mivel C-nek nincsenek
KESZ-en kiviili szomszédai, ezért mdédositani nem kell:

KESZ = {A,B,D,E,C}
tavolsdg:

A B CDE
[0 [3[7]5]6]

d:

A B C D E
¥ [k [ % [k | *

A

honnan:

[* ]

A B CDE
(A[A[D[A[D]

Mivel C' volt az utolsoé cstcs, aki még nem keriilt a KESZ—be, ezért mar nincs olyan cstcs, ahol
d ne lenne *, az algoritmus ledll, a legrévidebb utak és hosszaik: B-be AB, hossza 3; C-be ADC,
hossza 7; D-be AD, hossza 5, E-be ADE, hossza 6.

Az algoritmus helyessége

Indukcids bizonyitast haszndlunk, a KESZ-be keriilés sorrendje szerinti indukciéval belatjuk,
hogy minden csucsra helyes a kiszamolt tdvolsdg érték. Azt fogjuk tehat belatni, hogy

e a legelsé cstcsra, azaz s-re helyes a tdvolsdg[s] = 0 érték. (Ez az indokcié alap esete.)
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e ha minden cstcsra, ami mar a KESZ—ben, van helyes a tdvolsdg, akkor a kovetkezonek
bekertiild v* csucsra is helyes értéket kapunk az algoritmussal.

Nézziik meg elészor, hogy miért helyes tdvolsdg[s] = 0, azaz miért igaz, hogy a legrévidebb 1t
s-b6l s-be 0 hosszu. Egyrészt s-bél s-be van 0 hosszi it (ami egy élet sem tartalmaz), mésrészt
ennél rovidebb Ut nem lehet, hiszen a grafban nincsenek negativ élek.

Az &ltaldnos lépéshez tegyiik fel, hogy mar néhdny csics KESZ-ben van, ezekre mind jé a
tavolsdg érték és most éppen abban a helyzetben vagyunk, hogy a legkisebb d értékkel ren-
delkez8 v* csticsot késziilink KESZ-be tenni tdvolsdgv*] = d[v*] értéket beallitva. Azt kell
tehat megmutatnunk, hogy ez a tdvolsdg[v*| érték helyes lesz, azaz valéban ennyi a legrévidebb
Ut hossza s-bdl v*-ba.

Ehhez két dolgot kell belatnunk:
(A) Van tdvolsdg[v*| hosszi it s-b6l v*-ba.

(B) Minden olyan U 1t, ami s-b6l v*-ba vezet, az legalabb tdvolsdg[v*] hosszi. (Tehat tdvolsdg[v*|
a legrovidebb lehetséges hossz.)

(A)
Mivel tavolsaglv*] = d[v*], ezért azt nézziik meg, hogy d[v*] micsoda. Ez a d értékek definicidja
miatt d[v*] = min  {tdvolsdglu] + c(u,v*)} = tdvolsdglu™] + c(u*, v*)

u—v* uEKES

ahol u* az a KESZ-beli cstics, amire honnan[v*] = u*, azaz az a csics KESZ-ben, ahonnan a
legjobb él érkezik v*-ba.

Ez azt jelenti, hogy tdvolsdg[v*] = tdvolsdg[u*| + c(u*,v*), azaz az (A) részben azt kell meg-
mutatnunk, hogy van tdvolsdg[u*] + c(u*,v*) hosszi it s-bol v*-ba. Ez pedig azért igaz,
mert egy ilyen hosszusagu utat kaphatunk példaul ugy, hogy a legrévidebb s-bol u*-ba vezeto
utat (melynek hossza tdvolsdglu*|, hiszen azt mér tudjuk, hogy a KESZ-ben levé u* csticsra
tdavolsdglu®] helyes) megtoldjuk az (u*,v*) éllel, melynek hossza c(u*, v*).

(B)
Azt kell tehat még belatnunk, hogy ha vesziink egy akarmilyen U utat s-bol v*-ba, akkor ennek
hossza legalabb tdvolsdg[v*| = d[v*] = tdvolsdg[u*] + c(u*,v*), azaz minden s-bél v*-ba vezetd
ut legaldbb d[v*] hosszi.

Ha U egy olyan ut, ami s-bdl v*-ba vezet, akkor nézziink ra erre az utra abban a pillanatban,
amikor az algoritmus v*-ot éppen bevélasztja a KESZ halmazba. Az ebben a pillantaban, még
v* bevélasztdsa elStti helyzetben ranézve az U ttra és a KESZ halmazra igaz, hogy az U tton
van egy elsé olyan él, ami kivezet KESZ-bél (hiszen kezdete, az s csucs, KESZ-beli, végpontja,
a v* csucs pedig KESZ-en kiviil van). Legyen ez az él, ahol U elhagyja a KESZ halmazt az
(u',0") él.

Az U 1t hossza harom részbdl all dssze: az s-bol u'-be vezetd rész hosszabdl, az (u',v") él
hosszabdl és a v'-bdl v*-ba vezetd it hosszabdl. Az elsé rész, az s-bol u'-be vezetd rész, legalabb
tdvolsdglu’] hosszi, hiszen ez a rész egy s-bél u/-be vezet6 1t, aminek hossza legalabb annyi,
mint a legrovidebb ilyen 1t hossza, ami pedig, az indukcios feltevés szerint, miszerint a tdvolsdg
értékek helyesek a KESZ-ben, éppen tduvols aglu'].

Azt kaptuk tehét eddig, hogy az U 1t hossza legaldbb tdvolsag[u'] + c(u/,v")+ a v'-bol
v*-ba vezet6 rész hossza. Ez utébbi, azaz a v'-b6l v*-ba vezetd 1t hossza nemnegativ (hiszen



minden 1t hossza nemnegativ, mert minden élsily nemnegativ), ezért az U 1t hossza legalabb

tdvolsdgu'] + c(u',v'). Vegyiik észre ekkor, hogy v egy KESZ-en kiviili cstics és tdvolsdglu’] +

c(u',v") éppen egy olyan Gsszeg, amiknek a legkisebbjeként definidltuk a d értéket:

dv'] = min  {tdvolsdglu] + c(u,v")} vagyis tavolsdag[u'] + c(u',v") legaldbb d[v]. Azt
u—v' weEKESZ

kaptuk tehdt, hogy az U 1t hossza legalabb d[v]. De ez az a pillanat, amikor az algoritmus

v*-ot vélasztja be a KESZ-be azért, mert ennek a csucsnak a legkisebb a d értéke, vagyis

d[v'] > d[v*], azaz az U 0t hossza legalabb d[v*], pont amit be akartunk l&tni.

Az algoritmus pszeudokoddja

A korabban latott szoveges valtozathoz képest egy részben kell csak pontosabban fogalmaznunk
a pszeudokodban: hogyan frissitjiik az éppen bekeriilo v* csics szomszédainak d és honnan
értékét. Ezt egy ciklussal fogjuk megtenni, ahol végigmegyiink a graf 6sszes csticsan és minden
olyan w cscsra, amibe megy él v*-bol (A[v*, w] nem végtelen) és amely w csics még nincs
KESZ-ben (azaz d[w] nem *) megnézziik, hogy tdvolsdg[v*] + ¢(v*, w) kisebb-e, mint d[w] és ha
igen, akkor d[w]-t tdvolsdglv*] + c(v*,w)-re, honnan|w]-t pedig v*-ra allitjuk.

A teljes koéd a kovetkezo lesz:

KESZ = {s}

tavolsdglv] = 0, ha v = s, egyébként tavolsaglv] = végtelen

dlv] = %, hav = s, dlv] = c(s,v), ha van él s-bél v-be, egyébként d[v] = végtelen
honnan[v] = s, ha v = s vagy ha van él s-bél v-be, egyébként honnan[v] = *

ciklus amig van KESZ-en kiviili csics, ahol d[v] nem végtelen:

vk := az a csics, ahol d[v] minimalis
v* KESZ-be megy

tavolsaglvx] := d[vx*]

dlvx] : = %

ciklus w = 1-t6l n-ig:
ha A[v*,w] nem végtelen és d[w] nem *:
ha téavolsaglv*] + c(vx, w) < d[w]:
d[w] := tavolsaglvx] + c(vx*, w)
honnan[w] := vx
ciklus vége
ciklus vége

Az algoritmus lépésszama

A kezdeti 1épések O(n)-ben mennek, mert harom darab n méretli tombot kell feltoltentink és
KESZ-t kell bedllitanunk s-re.

Az amig ciklus magja legfeljebb n-szer fut le, mert minden 1épésben egy cstics KESZ-be keriil
6s leallunk, ha mér nincs cstcs KESZ-en kivill. A ciklusmagbhan van egy minimumkeresés a
d témbben, ez O(n), aztan konstans sok 1épés, majd egy bels6 ciklus, aminek a magja n-szer



fut le és a mag konstans, tehat a bels6 ciklus O(n)-es. Vagyis az amig ciklus ciklusmagja
O(n) + O(1) + O(n) = O(n) és mivel n-szer fut el, ezért ez O(n?).



