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Topologikus sorrend

Azt mar lattuk, hogy mindkét tanult bejaras, a szélességi és a mélységi is alkalmas arra, hogy
e iranyitatlan, Osszefliggd grafban feszitofat taldljunk
e eldontsiik, hogy egy iranyitatlan graf osszefiiggo-e

e megkeressiik az Osszes olyan csucsot, ami egy kezd6 s cstcsbdl elérhetd (akar irdnyitott,
akdr irdnyitatlan grafban)

Azt is lattuk, hogy a szélességi bejaras ezen feliill még arra is jo, hogy a legkevesebb élbdl
allé utakat megkeressiik egy kezd6 s csicsbdl, a mélységi bejaras viszont erre nem hasznalhato.
Jogosan kérdezhetjiik, hogy akkor miért haszndlunk mélységi bejarast egyéltalan, ha (latszolag)
kevesebbet tud, mint a szélességi. Azt fogjuk a kovetkezdkben latni, hogy ez nincsen igy,
van egy olyan jellemzoje a mélységi bejarasnak, ami nagy hasznunkra lesz majd, a befe-
jezési szamokat kiszamolo valtozat segitségével tudunk tgynevezett toplogikus sorrendet talalni
irdnyitott grafokban, amennyiben 1étezik ilyen a grafban.

Most el6szor megismerkediink a topologikus sorrend definicidéjaval, majd azt nézziik meg, hogy
mely grafokban van ilyen és hogyan lehet megtaldlni, ha létezik. Ebben a részben minden graf
iranyitott graf, a definiciénak csak ekkor van értelme.

Definicié Egy iranyitott G graf topologikus sorrendje a cstucsok olyan sorrendje, amire igaz az,
hogy barmely zy irdnyitott él esetén (azaz ha x-bél van él y-ba) teljesiil, hogy x a sorrendben
y elott szerepel.

Az alabbi grafban példaul toplogikus sorrend az e, a, ¢, b, d, f sorrend, mert ezen sorrend szerint
a graf minden éle “elore megy”, azaz balrdl jobbra halad: a-bdl b-be, c-be és f-be vezet él,
mindhdrom cstcs a utan van; b-bél d-be és f-be van él, mindkét csics b utan van, stb.
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Ugyanebben a grafban topologikus sorrend példaul e, a, b, ¢, d, f is, de nem topologikus sorrend
¢, b,e,d,a, f, mert ezen sorrend szerint az ec él nem el6re megy, azaz ¢ kordbban van, mint az
e csucs a sorrendben.

Miért érdekes a topologikus sorrend?

Vannak olyan gyakorlati alkalmazasok, amikben a feladat igazabdl egy topologikus sorrend
keresését jelenti egy iranyitott grafban. Ilyen példaul a kovetkezo helyzet:

Ha a graf cstcsai elvégzendé munkak, a koztiik levo zy iranyitott élek pedig azt jelentik, hogy
az y munkat csak x elvégzése utan lehet elvégezni, akkor a topologikus sorrend igazabdl a
munkak egy olyan iitemezését jelenti, amiben minden munkara akkor kertl sor, amikor minden
elofeltétele el lett végezve.

Vannak olyan alkalmazasok is, amikor nem maga a topologikus sorrend érdekel minket, hanem a
topologikus sorrend azért kell, mert a segitségével valami feladatot gyorsabban tudunk megoldani,
mint altalaban. Erre lesz majd példa a jovo oran elékeriild legrovidebb ut keresési feladat.

Milyen grafokban van topologikus sorrend?

Ha a graf maga egy iranyitott kor, akkor biztosan nincsen a grafban topologikus sorrend, hiszen
a kor (a graf) egyik cstcsa sem lehet els6 ebben a sorrendben, hiszen a topologikus sorrend elsé
csucsdba nem vezethet él, de ebben a grafban minden csticsba vezet él.

Hasonléan lathatd, a kovetkezo tétel bizonyitasa is:

1. tétel Ha van az irdnyitott G gratfban irdnyitott kor, akkor GG-nek nincsen topologikus sor-
rendje.

Bizonyitas Ha lenne toplogikus sorrend, akkor ebben a kor cstucsai koziil valamelyiknek az
Osszes tobbi elott kell szerepelnie, de akkor az ebbe a cstcsba a korben bevezet6 él visszafele
menne a sorrend szerint.

Igaz a fenti tétel megforditasa is, azaz az, hogy ha G-ben nincsen iranyitott kor, akkor van G-
ben topologikus sorrend, st az is ismert, hogy hogyan lehet egy kormentes, iranyitott grafban
megtalalni egy topologikus sorrendet:

2. tétel Ha az iranyitott G grafban nincsen irdnyitott kor, akkor az alabbi médszerrel topologikus
sorrendet kapunk:

1. Mélységi bejarast futtatunk (akdrhonnan lehet kezdeni) és meghatdrozzuk a befejezési
szamokat. Ha az els6 inditas nem jar be minden csicsot, akkor ahhoz, hogy minden csicsot
bejarjunk és minden csicsnak legyen befejezési szama lehet, hogy az elsé kezddcsucsbdl
inditott mélységi bejards befejezése utan tdjra kell kezdentink (esetleg tobbszor is) az
eljarast. Addig kezdjiik djra és Ujra, amig minden cstucsnak lesz befejezési szama.

2. A csucsokat az elobb kapott befejezési szamozas csokken6 sorrendjébe allitjuk, ez topologikus
sorrend lesz.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk (van ugyan bizonyitéds erre, de nem tanuljuk), csak egy példén
szemléltetjiik a hasznédlatét.



Az aldbbi grafban lefuttatva a mélységi bejardst az a csicsbdl (majd tdjrakezdve a g-bél) az
alabbi torténik (a zold élek a felfedezd élek, a zold szémok mutatjdk, hogy milyen sorrendben
érjiik el a csicsokat, a piros szamok pedig a befejezési szamok):

Ez alapjan a befejezési szamok csokkend sorrendjébe irva a csucsokat a g, h,a,e,c,b,d, f
sorrendet kapjuk. Ez val6ban topologikus sorrend, mert minden él el6re megy eszerint (ez az
élek végignézésével lathatd).

Vegyiik észre, hogy ez az eljaras, amivel topologikus sorrendet taldlunk, O(n?)-es, hiszen a
mélységi bejaras 1épésszama O(n?), utdna pedig a topologikus sorrendet megadé top tomb
(ahol a tombben a topologikus sorrend szerint kévetkeznek az elemek) az aldbbi kéddal O(n)
lépésben megkaphato a bejaras végén kapott bsz tombbol:

toplv] = * minden v-re

ciklus v = 1-té6l1 n-ig:
top[n-bsz[v]] :=v
ciklus vége

Ez a kéd azért j6, mert ha a v cstics befejezési szama bsz[v], akkor ez a v csics a topologikus
sorrendben az (n—bsz[v])-edik celldba kell, hogy keriiljon: ha bsz[v] = 1, akkor ezt a v-t fejeztiik
be el6szor, azaz v lesz a tomb utolsd, azaz n—1-edik eleme, ha bsz[v] = 2, akkor ezt a v-t fejeztiik
be méasodszor, azaz v lesz a tomb utolsé el6tti, azaz n — 2-edik eleme, ..., ha bsz[v] = n, akkor
ezt a v-t fejeztiik be utoljara, azaz v lesz a tomb elsd, azaz a n —n = 0 indexti cellaba keriil6
eleme.

A fenti kod 1épésszéma O(n), mert a top témb bedllitdsa n 1épés az elején, utdna pedig n-szer
fut le a konstans 1épésbol allo ciklusmag.

A fentiek alapjan tehdt meg tudunk talalni egy topologikus sorrendet a grafban, ha a grafban
nincsen iranyitott kor.



Iranyitott korok felismerése

Az olyan irdnyitott grafot, amiben nincs irdnyitott kor DAG-nak nevezziik (az angol elnevezés
roviditésébdl: Directed Acyclic Graph). Azt lattuk tehdt az elébb, hogy pontosan akkor van
egy iranyitott grafban toplogikus sorrend, ha a graf DAG és tanultunk is egy olyan eljarast,
ami DAG-ban taldl egy topologikus sorrendet.

Ebben a témakorben egy fontos feladat az, hogy egy iranyitott grafrél eldontsiik, hogy DAG-
e vagyis, hogy van-e benne irdnyitott kor. Egy ilyen helyzet, amikor erre sziikségiink lehet a
korabban emlitett tranzakciok varakoznak egymasra, amig meg tudjak kapni a zarakat helyzet.
Ebben a szitudciéban a tranzakciok a cstcsok, akkor van €l egy csiicsbdl egy masikba, ha az elso
tranzakcié var a mésodikra és egy irdnyitott kor azt jelenti, hogy a tranzakciok korbevarnak
egymasra, senki sem tud dolgozni, patt-helyzet alakult ki. Ezt fel kell tudnunk ismerni, hogy
példaul az egyik tranzakcié ledllitasaval megtorjiik a holtpontot.

Ennek a feladatnak a megoldasara, tehat annak eldontésére, hogy van-e iranyitott kor a grafban
egy, az €loz6 részben latott algoritmushoz hasonlé eljarast hasznélhatunk:

1. Mélységi bejarast futtatunk (akdrhonnan lehet kezdeni) és meghatdrozzuk a befejezési
szamokat. Ha az els6 inditas nem jar be minden csicsot, akkor ahhoz, hogy minden csticsot
bejarjunk és minden cstucsnak legyen befejezési szama lehet, hogy az elsé kezddocsticsbol
inditott mélységi bejards befejezése utan tdjra kell kezdentiink (esetleg tobbszor is) az
eljarast. Addig kezdjiik djra és tjra, amig minden csicsnak lesz befejezési szama.

2. Ellenorizziik, hogy a befejezési szamok csokkend sorrendje szerinti sorrend topologikus
sorrend-e. Ha igen, akkor a graf DAG, ha nem, akkor nem DAG.

Ez az eljarés a kovetkezOk miatt helyes:

e Ha az eljaras végén topologikus sorrendet kapunk G-ben, akkor GG biztosan DAG, hiszen
csak DAG-ban van topologikus sorrend.

e Ha az eljaras végén talalt sorrendrdl az deriil ki, hogy nem topologikus sorrend, akkor G
biztosan nem DAG, mert ha G DAG lenne, akkor a korabbi (nem bizonyitott, de igaz)
tétel miatt a mélységi bejarasbdl kapott befejezési szamok szerinti csokkend sorrendnek
topologikus sorrendnek kellene lennie. Ha tehat ez mégsem topologikus sorrend, akkor az
csak azért lehet, mert G nem DAG.

Az most mar csak a kérdés, hogy a mélységi bejards utan, a bsz tomb ismeretében hogyan
dontjik el, hogy a befejezési szamok szerinti csokkeno sorrend topologikus sorrend-e. Azt kell
észrevenni, hogy ahhoz, hogy befejezési szamok szerinti csokkend sorrend topologikus sorrend
legyen annak kell teljesiilnie, hogy ha egy i csicsbdél megy él egy j csucsba, akkor j az ¢
cstcs utdn alljon a befejezési szamok szerinti csékkend sorrendben, vagyis hogy bsz[i] > bsz[j]
fennélljon. Ezt az aldbbi koddal tudjuk leellenérizni:

ciklus 1 = 1-t61 n-ig:
ciklus j = 1-t6l n-ig:
ha A[i,j] == 1: // van-e &1 i-bdl j-be
ha bsz[i] < bsz[j]: // rosszul &llnak a befejezési szamok
return False
ciklus vége
ciklus vége

return True



A kéd logikdja az, hogy minden élet megnézek (ott van él, ahol 1 van a szomszédossagi
métrixban) és ha valahol taldlok visszafele mend élet, akkor False, egyébként (ha sose lesz
visszafele mend él) True értéket adok vissza.

A DAG-séagot eldontd eljards 1épésszama azért O(n?), mert a mélységi bejards és a bsz tomb
elkészitése O(n?), a fenti eljdras pedig, amivel eldontottiik, hogy topologikus sorrend-e a befe-
jezési szamok csokkend sorrendje szintén O(n?), mert a belsd ciklus magja O(1) és n-szer fut
le, vagyis a bels6 ciklus, ami egyben a kiils6 ciklus magja is, O(n)-es és a mivel a kéd maga a
kiils6 ciklus, aminek O(n)-es magja n-szer fut le, igy az egész kdd 1épésszama O(n?).



