Valo6szintiségszamitas jegyzet 4. rész

1. Nagy szamok torvényei: Csebisev-, Bernoulli-
és Kolmogorov-féle alak. Centralis
hatareloszlas-tétel, de Moivre—Laplace-tétel.

Ebben a fejezetben két nagyon fontos témakort érintiink. Az elsé az atlag
és a varhato érték kapcsolatat formalizalja, mig a masodik az atlag eloszlasat
vizsgalja.

1.1. Nagy szamok torvényei

A most kovetkez6 harom tétel egyre erésebb Osszefiiggést ad, azaz visszafele
tekintve egymas kovetkezményei. Mi idérendi sorrendben nézziik 6ket, mert
igy alapoztdk meg egyméasnak az utat. Innentdl kezdve az NSzT roviditést
hasznaljuk a nagy szamok térvénye székapcsolat helyett.

1. Tétel. (Bernoulli-féle NSzT) Tegyik fel, hogy egy kisérletet egymdstdl tel-
jesen fliggetlenil sokszor elvégzink, és X; az i-edik kisérleten az A esemény
indikdtora. Ekkor barmely € > 0 valds szdmra igaz, hogy

25)20.

Azaz roviden megfogalmazva az indikatorok atlaga tart az indikatorok var-
hat6 értékéhez (hiszen P(A) a varhaté értéke az indikator valdsziniiségi valtozo-
nak). Azonban a valészintliségszamitdsban tobb kiilonb6z6 konvergencia fogalom
létezik, amik sajnos nem ekvivalensek. A fenti tételben szerepld tulajdonsig az
ugynevezett sztochasztikus konvergenciaja az atlagnak a varhato értékhez.
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Az alabbi tétel megmutatja, hogy az 1. Tétel kiterjesztheté nem indikétor
valbsziniiségi valtozokra, és nem sziikséges a teljesen fliggetlenség.

2. Tétel. (Csebisev-féle NSzT) Tegyiik fel, hogy az X1, Xo, ..., Xp,... azonos
eloszldsu, paronként figgetlen valdsziniiségi vdaltozoknak létezik EX vdrhato ér-
tékiik és 0 X szordsuk. Ekkor birmely € > 0 valds szamra igaz, hogy
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Bizonyitas: A hatarértékben szerepld valosziniiséget a Csebisev-egyenldtlenséggel
fogjuk becstilni. Vegyiik észre, hogy E (% Py XY;) = EX. A képlethez mar csak
az dtlag szérasnégyzetére van sziikségink:
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ami a pdronkénti fiiggetlenség kévetkeztében
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Errél a felsd korldatrol konnyen lathatd, hogy 0 hoz tart, ahogy n tart végtelenhez,
igy a kérdéses valosziniségnek is 0-hoz kell tartania.

Tehat az atlag sztochasztikusan konvergal a varhaté értékhez. Azonban
létezik a sztochasztikusnal erésebb konvergencia fogalom is, errél szol az aldbbi
tétel:

3. Tétel. (Kolmogorov-féle NSzT) Tegyiik fel, hogy az Xi1,Xs, ..., Xy, ... telje-
sen fiiggetlen valdszindiségi vdltozok, amik vdrhaté értéke megegyezik (EX), és
szordsaikra igaz, hogy Y oo, i%Uin < o0. FEkkor igaz, hogy
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A tételben szerepld konvergenciat 1 valésziniliségii konvergenciaként emlitik.
Ahogy a tétel el6tt mar utaltunk ré, ez egy erdsebb konvergencia fogalom, mint
a sztochasztikus.

Nézziink egy példat, amikor eqy valosziniségi vdltozo sorozat sztochasztikusan
konvergens, de 1 valdsziniséggel nem: Legyen X € U(0,1) valdszindiségi vdlto-
20b0l generdlva az X; indikdtor valosziniségi vdltozo sorozat a kévetkezd modon:
X1 annak az indikdtora, hogy X € [0, %], X5 annak, hogy X € (%, 1]; X3 annak,
hogy X € 0, %], X4 annak, hogy X € (%,%], X5 annak, hogy X € (%,1]; X6
annak, hogy X € [0, 1]... Azaz k egyenld hosszi részre osztjuk az intervallumot,
majd mindegyik résznek sorra vessziik az indikdtordt, ezutdin folytatjuk 1-gyel
nagyobb k értékre. Az igy kapott valdsziniiségi valtozo sorozat sztochaszikusan
konvergdl a konstans 0-hoz, hiszen ahogy n tart végtelenhez, egyre nagyobb szii-
net jon két 1 értékd kozott. Azonban bdrmely X értékre és N szamra létezik
1> N, hogy X; =1, azaz a sorozat nem konvergdl 0-hoz 1 valdsziniséggel.



1.2. Centralis hatareloszlas-tételek

Amikor bevezettiik a normalis eloszlast, mér szoba keriilt, hogy szarmaztathat-
juk a binomidlis eloszlasbdl, ha kivonjuk a varhat6 értéket, és leosztunk n-el.
Valéjaban a standardizaltjara van sziikségiink, ahogy az aldbbi tétel is mutatja:

4. Tétel. (de Moivre—Laplace-tétel) Tegyiik fel, hogy egy kisérletet egymdstol
teljesen fliggetleniil sokszor elvégzink, és X; az i-edik kisérleten az A esemény
indikatora. Ekkor barmely x valds szamra igaz, hogy
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Arrdl mar kordbban is beszéltiink, hogy karakterisztikusok ¢sszegeként bino-
midlis eloszlast kapunk. Ez a tétel azonban azt mondja, hogy ha ezt az 6sszeget
standardizaljuk, akkor a hatarérték standard normalis eloszlastu lesz. Vegyiik
észre, hogy valban standardizaltrél van sz6, hiszen E(Y ., X;) = n - P(A)
és o2(3°1, X;) = nP(A)(1 — P(A)). A tételben szerepld konvergencia is kii-
lonleges szereppel bir a valészinliségszamitasban: azt mondjuk, hogy az indika-
tor valészintiiségi valtozok Osszegének standardizaltja eloszlasban konvergal a
standard normalishoz. Ezaltal persze kaphatunk egy kozelitést a @ fiiggvényre:

5. Kovetkezmény. Ha 0 <p <1 és q=1—p, akkor
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Bizonyitds: Legyen p = P(A) és'Y € Bin(n,p). A de Moivre—Laplace-tételben
szerepld valosziniiséget kell csak dtirnunk:
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A de Moivre-Laplace-tételben szereplé konvergencia sebességérél itt mi nem
beszéliink, de tipikusan szdzas nagysagrendu kisérletszam esetén mar j6 kozeli-
tést kaphatunk a binomidlis eloszlast kdveto valdsziniliségi valtozora, ha a tétel
szerinti ® értékekbdl kovetkeztetiink.



Mennyi annak a valdszinisége, hogy 100 véletlenszerien vdlasztott emberbol
kevesebb, mint 55 né?
A kérdéses X szam értékre X € Bin(100, %) Igy a standardizdltja a de Moivre
Laplace-tétel értelmében standard normdlishoz kozeli. Igy

X =50 )

) ~ ®(1) ~ 0,8413.

Ami ennél sokkal meglepSbb lehet az az, hogy nem csak az indikétorok
Osszegének standardizaltja tart a standard normalis eloszlashoz:

6. Tétel. (Centrdlis hatdreloszlas-tétel) Tegyiik fel, hogy az X1, Xa, ..., Xn, ...
azonos eloszldsi, teljesen fiiggetlen valdsziniségi vdaltozoknak létezik EX vdrhatd
értékik és o szorasuk. Ekkor:

: 1 (¢
lim P (ﬂ (;X —n.EX> < :r) = &(x).

Tehét a centralis hatdreloszlas-tétel (réviden CHT) értelmében barmilyen el-
oszlasbdl teljesen fiiggetleniil valasztott sorozat Osszegének standardizaltja el-
oszlasban tart a standard normaélishoz. Ahogyan a de Moivre—Laplace-tételnél,
itt sem beszéliink a tételben szereplé konvergencia sebességérél, de megemlit-
jik, hogy szazas nagysagrendi kisérletszam esetén mar jé kozelitést kaphatunk
az Osszeg standardizaltjara, ha a tétel szerinti ® értékekbdl kovetkeztetiink. (A
konvergencia sebességére a Berry—Essen-tétel ad korlatot.)

Hogy érzékeltessiik a CHT jelentdségét, kiillonbozo eloszldsi valdsziniiségi vdl-
tozok 0sszegére nézink aldbb példat. A konvolucional tanult nevezetes dsszegek-
nél tanultak alapjin pontosan tudjuk, hogy azonos eloszlasi, teljesen figgetlen
binomidlisok dsszege, Poisson-eloszldsuak dsszege illetve normdlis eloszlasuak
0sszege miként viselkedik. FEzekre az eloszlasokra ezért nem nézink kiilon pél-
dat.

1. Egy célbalévés sorozat akkor ér véget, ha 100 alkalommal eltaldlta a ver-
senyz6 a célt. Mennyi annak a valdszinidsége, hogy eqy 75%-o0s taldlati
ardnnyal l6vd jatékosnak kevesebb, mint 150 ldvésre lesz sziiksége?

Az i-edik taldlathoz haszndlt téltények szdma X; € G(0,75). A CHT értel-
mében (mivel EX; = § és 0X; = 3):
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3 400
~¢(— (150 — — = ®(2,5) =~ 0,9938.
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2. 100-szor egyenletesen vdlasztunk egy-egy szdmot a (0,10) intervallumon.
Mennyi annak a valésziniisége, hogy a vdlasztott szamok dsszege kevesebb,
mint 550 ¢
Azi-edik szam eloszlisa X; € U(0,10). A CHT értelmében (mivel EX; =5
és O'Xi = %)

100 100
V3 V3
P (ZX < 550) =P (50 > X =500 < =5 (550 = 500) | ~
i=1 i=1

~® <\5/0§ (550 — 500)) = &(v/3) ~ 0,9582.

3. Egy fogaskerék elsé meghibdasoddsanak ideje orokifju tulajdonsdaga. Var-
hatoan 1 hét utin kell el6szor cserélni. Mennyi annak a valdszinisége,
hogy egy 100-as csomag fogaskereket kevesebb, mint 110 hét alatt fel kell
haszndlnunk?

Az i-edik fogaskerék haszndlatdinak idétartama X; € Exzp(l). A CHT
értelmében (EX,; =1 ésoX; =1):

100 1 100 1
P <Z X; < 110) =P (10 (Z X; — 100> <7 (110 — 100)) ~
=1 i=1

1
~ (10 (110 — 100)) = ®(1) ~ 0,8413.

4. Egy barban a napi sérfogyasztds a csaprol hektoliterekben mérve X, amire
ismerjiik, hogy fx(t) =2 — 3t2, ahol 0 <t < 1. Mennyi annak a valdszi-
nisége, hogy elég lesz a sor, ha tudjuk, hogy 26 hektoliter sor van a barban,
de 100 napig nem érkezik 1j szallitmany?

Legyen az i-edik napi fogyasztdas mértéke X;. Ekkor

! 3,10 1
EX; = / 2t — 3t3dt = [tZ - t‘ﬂ ==,
0 4 |, 4
! 2., 3. 1
B(X?) = / 212 — 3ttdt = |13 — S°| = —,
0 37 5 |, 15
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Igy a CHT értelmében:
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2. Feltételes eloszlas, feltételes varhato érték, li-
nearis regresszio. A regresszié tulajdonsagai.
Példak diszkrét és folytonos esetben.

Egy eseményre feltételezetten vizsgalni egy valdszintiségi valtozdt magatol érte-
t6d6, egyszerlien minden valdszinliséget a feltételezett eseményre megszoritott
eseménytéren értelmezett valdoszintiségi mezoén vizsgalunk. Mi a helyzet, ha nem
eseményre, hanem valdszinliségi valtozéra akarunk feltételezni?

7. Definicié. Az X wvaldsziniségi valtozé Y waldsziniiségi vdltozora valo felté-
teles eloszldsfliggvénye az y paraméter fiigguényében

Fyy(zly) = P(X <z|Y =y).

Abban az esetben, ha Y eloszlasa folytonos, az Y = y esemény 0 valdszinlisé-
gl, igy az eredeti definicié szerint nem feltételezhetiink ra. Emlékezziink, hogy
a folytonos teljes valésziniiség tételnél pontosan ezért mar kiterjesztettik a fel-

c sz

velbszintliség altalanos képletét a kovetkez6t kapjuk:

8. Kovetkezmény. Az X waldszintségi vdltozd Y waldszinidségi valtozéra valo
feltételes eloszldsfligguénye

Fxy(zly) = gi_r)r(l)P(X <zly<Y <y-+e).

A feltételes eloszlas persze minden paraméter esetén egy-egy eloszlashoz ve-
zet. Ezen eloszlasok vizsgalata soran attdl fiiggéen, hogy X vagy Y diszkrét
eloszlastak-e, mas metodikét alkalmazunk (szumma vagy integrdl; valdszintisé-
gek vagy siiriségfiiggvény).

Nézziink meg egqy diszkrét és egy folytonos példdat is. Diszkrét esetben a
valoszintdségek megaddsdval irjuk le az eloszldst, mig folytonos esetben az elosz-
lasfiiggvénnyel.

1. Dobunk egy szabdlyos kockdval, majd az eredménynek megfeleld szami sza-
bdlyos érmével. Legyen az 'Y waldszinidségi vdltozonk a kockadobds értéke,
X pedig a fejek szama az érmedobdsok kézott. Mi lesz az X|Y eloszldsa?

1\’ (y
P(X =z|Y =y) = 3 . , ahol x = 0,1, ...y,

hiszen ekkor X € Bin(y, %) Figyeljiink oda, hogy X eloszlasa alapvetoen
nem binomidlis, csak rogzitett y-ra feltételezve az.



2. Eltorink egy 1 méter hosszu pdlcdt eqy, a kozépsd egyharmad méteren
egyenletesen valasztott pontban. A rovidebbik palcan megismételjik a mai-
veletet (azaz annak a kozépsé harmaddn is egyenletesen torink). Legyen

az Y walosziniiségi valtozonk az elsé téréspont helye, azaz Y € U(%, %)
Legyen tovdbbd X a legrovidebb kapott pdlca hossza. Mi lesz az X|Y el-

oszldsa?
HaazY =y < %, akkor az y hosszu darab lesz tovdbb torve, igy:

)

T—3 y y
Fxpy(zly) = P(X <zl]Y =y) = ——= , aholg §x§§,

[}

hiszen % és & kozitt egyenletesen helyezkedhet el X.

HaazY =y > %, akkor az 1 — y hosszu darabot torjik tovdbb, igy:

1-y

x— v 1- 1-
Fxpy(zly) = P(X <z|Y =y) = 3 ahol R

1—1 )
=T 3 2

hiszen 1_Ty és 1_73’ kozott egyenletesen helyezkedhet el X .

9. Tétel. Ha X ésY egyiittes eloszldsa folytonos, akkor

Sl fxy (ty)dt d(F+y(x’y))

fy(y) ()

Fxy(zly) =

Ezzel tehat az egyiittes eloszlasfiiggvénybol szamithatd a feltételes eloszlas-
fliggvény. Ebbdl pedig mar rogton adédik a feltételes siriiségfiiggvény is:

10. Tétel. Ha X és Y egyiittes eloszldsa folytonos, akkor

d*(Fx.y (2.))
fX,Y(m;y) _ é(xtiy ‘

fr(y) B fr(y)

fX|Y(95|3/) =

Legyen az X, Y waldszindségi valtozok egyiittes stiriségfiggvénye fx vy (z,y) =
1522, ahol 0 < x <1 és 0 <y < x. Hatdrozzuk meg az X|Y feltételes eloszlds
eloszlasfligguényét és striségfigguényét!

A 9. tételben latott képlet szerint:

JE o Ixy (ty)dt
Ty (y) '

amibe behelyeltesitve az egyiittes striségfiggvényt (a hatdrokra odafigyelve):

Fxy(zly) =

x 2 1542, 217
fy 15ty~dt _ [7t Y ]y B 15(z2y2 7y4)

fy(y) fy(y) 2fy (y)

Fxy (zly) =



A nevezbben szerepld siriiségfiggvényt is szamoljuk ki (0 <y < 1):

00 1
fro) = [ frevlewds = [ 15mgPde = 67 - o).

Y

Igy tehdt a kérdéses eloszldsfigguény (0 <y < 1 értékek esetén,):

2.2 .4
x —
Fxy(zly) = H ,aholy <z < 1.

A kérdéses stiriségfiigguényt szimoljuk ki kétféleképpen! Elséként a 10. tétel
értelmében (0 <y < 1 értékek esetén):

Ixy(z,v) 15xy° 2z
zrly) = — = —F = , aholy <z < 1.
fX\Y( ‘y) fy(y) 12g (yz o y4) 1— y2 Yy

Masrészt szamolhatjuk az eloszldsfigguény derivdldsa dltal (0 <y < 1 értékek
esetén):

22y? —y?
d(Fxy(v,y)) d( Y2yt ) 2ay? 2z
Ix|v (z]y) . e Pt 1—2 aholy < x

Ldthato, hogy valoban ugyanazt a striségfigguényt kaptuk a két kilonbézé meg-
kézelitésbol.

Emlékezziink, hogy korabban mar altalanositottuk a teljes valésziniiség té-
telét arra az esetre, ha folytonos eloszlast értékre akartunk feltételezni. Azon-
ban eddig nem beszéltiink arrdl az altalanositési lehet6ségrol, hogy valdsziniiség
helyett kérdezhetnénk stirliségfliiggvényt is, amennyiben egy folytonos eloszlas
viselkedését szeretnénk vizsgalni.

11. Tétel. (Folytonos teljes valdszindiséy tétel siiriségfiggvényre) Ha X ésY
egytittes eloszldsa folytonos, akkor

fX(x) = /_oo fx|y($|t)fy(t)dt.

Bizonyitdis: Két meroben eltérd modon bebizonyitjuk a tételt, hogy jobban
ravildgitsunk az 6sszefiliggésekre.

1. Tudjuk, hogy a perem siriségfigguényt megkaphatjuk gy, ha az egyiit-
tes striségfigguényt integraljuk a teljes tartomdnyon az dsszes felesleges
valtozo szerint. Azaz:

fx(x) = /jc Ixy(z,y)dy.



Hasznaljuk fel a 10. Tételt:

@ = [ o)y () dy.

2. Irjuk fel a folytonos teljes valdsziniség tételt az A = {X < x} eseményre
és az'Y folytonos valosziniiségi vdltozora:

Fx(@) = Py = [ PO = 0@t = [ Fxy el (e

— 00

Ezt derivalva x szerint megkapjuk a siriiségfiigguényt:

frlz) = /’O d(Fxy (z[t))

dr fy(t)dt = /O:C fX‘y(éL‘|t)fy<t)dt.

J —oo

Az el6z6 példaban szerepld X ésY waldszintségi valtozokra felirva a 11. tételt
(ahol 0 <z < 1):

@)= [ " i (alt) fy ()t = /0 C2 B -

x
= / 15xt%dt = [5at®]E = 5a?.
0

Vegyiik észre, hogy a mdsodik sorban pontosan az egyiittes striségfiigguényt in-
tegraljuk a masodik vdltozo szerint a teljes tartomdnyon. Azaz amit szamolunk
megeqgyezik azzal, mint ahogy a kordabbi ismereteink alapjin szdmolndank a vetiileti
stirtiségfigguényt az egyiittes striségfiggvénybdl.

Az eredeti teljes valdszintliség tétel legf6bb alkalmazisa a Bayes-tétel volt,

aminek most szintén megfogalmazhatjuk a folytonos alakjat:

12. Tétel. (Folytonos Bayes-tétel) Amennyiben X és Y egyiittesen folytonos
eloszlastu valdszintiségi vdltozok, akkor

e (aly) = xR fx (@)
o J2o Frix (ylt) fx (t)dt

Bizonyitds: A 10. Tételbdl eqyszerien kovetkezik, hogy:

fX\Y(l‘\?/)fY(?/) = fxy(z,y) = fY|X(?/\~77)fX (z),

amit dtrendezve
Py (aly) = LX) x (@)
o Iy (y) .



A 11. Tétel értelmében a nevezd dtirhato pontosan az elvart formdra.

Az el6z8 példakban szerepld X és'Y waldsziniiségi valtozokra irjuk fel a 12.
tételt, de forditott X és Y szerepekkel (mert fx|y(x|y)-t mdr ismerjik, de
fyx (y|x)-t még nem). Ekkor:

o) — fxiv (@|y) fy (y)
Frx(olz) I20 Fxpy (@]t) fy (t)dt

Mar kiszamoltuk o nevezdben szerepld integrdlt az el6zo példdban, azt csak
behelyettesitjik, igy ahol 0 < x < 1:

s W —yt) 32

- — , chol 0 <y <.

fyix(ylz) =
A feltételes eloszlas esetén is fontos a varhaté érték vizsgalata:

13. Definicié. Az E(X|Y =y) feltételes varhaté érték az alabbi mddon defini-
dlhato:

1. Ha'Y diszkrét eloszlasi

EX[Y =y)= Y aP(X =z|Y =y).
rERXx

2. Ha'Y folytonos eloszldsi

o0

BOXY =v)= [ afuy e

—0o0

14. Megjegyzés. A feltételes vdarhato érték egy figguény: Ry — R;
y— E(X|Y =vy). Ezt szokdsosan regresszids figguénynek hivjuk. Az értelme-
zést tartomdnya Y értelmezési tartomdnydval egyezik meg.

Nézziik meg az elozé példdkban szereplo X és'Y waldsziniségi vdltozok reg-
resszios fligguényeit:

1

> 2x
BOY =)= [ afrlalde = [ o= e =
. ,
205 10 2-28  2(14y+4?
{ - 2} = yg = (+y+y),ah0l0<y<1.
31-92)1, 3(1-y?) 3(1+y)
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2,2

"00 ' x 3y
E(Y|X =2) = / yfyvix (ylz)dy = / Y5 dy =
. 0 O w

31}4},'1? 3
=|-—=| =-z,adhl0<x<]l.
{4:1?3 o 4

A feltételes varhaté érték tehat Ry minden eleméhez értéket rendel. Azon-
ban az Y = y események y € Ry esetén paronként kizaré események, amiknek
az 0sszege a biztos esemény. Tehat valdjaban a mogdttes objektum egy valdszi-
niiségi valtoz6 (hiszen barmely elemi eseményhez egyértelmii értéket rendel, és
az egyes értékeihez tartozd események megfigyelhetéek).

15. Definicié. Az X-nek az Y-ra vonatkozé regresszidja az a valdsziniségi
valtozo, ami eqy elemi eseményhez, ami esetén az'Y az y értéket veszi fel, az

E(X|Y =vy) értéket veszi fel. Jelolése E(X|Y).

Vegyiik észre, hogy ha az Y valdszinliségi valtozét a regresszios fliggvénybe
helyettesitjiik, akkor pontosan a regressziot kapjuk.

16. Tulajdonsag(ok). A vdrhatd érték tulajdonsdgaibdl kévetkeznek a regresszi-
ora az aldbbiak (X,Y,Z wvaldszindiségi vdaltozdk, a,b valds szdmok, g(x) egy figg-
vény):

1. E(aX +b|Y) = aB(X|Y) + b,
E(X+Z|Y)=EX|Y)+ E(Z]Y),

S|

E(X]Y)) = EX,

sl

BE(X|X) =
E(9(X)|X) = g(X),

(
(
(
(X|Iq) = EX (ahol Iq a biztos esemény indikdtora),
(
(
E(g

(Y)- X|Y) = g(Y)E(X]Y),
ha X ésY figgetlenek, akkor E(X|Y) = EX.

S S N T S

Emlékezziink, hogy a varhaté érték minimalizalta a négyzetes kiilonbségek
atlagat. Ezzel analég médon a regressziéra is kimondhatunk egy hasonlé tételt:
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17. Tétel. Bdarmely g : R — R fiigguényre igaz, hogy
E((X —g(Y))?) > B(X - B(X[Y))?).
Azaz az 'Y waldszindiségi valtozé transzformdcidi kozil pontosan az X-nek az
Y -ra vonatkozo regresszidja lesz varhatdan négyzetesen legkézelebb X -hez.
Mashogy megfogalmazva, ha X viselkedését szeretnénk Y-nak egy transz-

formaltjaval kozeliteni, akkor a regresszio a legmegfelelébb valasztas.

Nézziik meg az elézd példdkban szerepld X és'Y waldsziniiségi vdltozok reg-

T€882101t: ( 2)
20+Y +Y
EXY) ==
3
E(Y|X)=>X.
4

Figyeljiik meg, hogy a két regresszio nem eqymas reciproka. Tehdt mig Y-t X -
bol %X—ke’nt tudjuk legjobban megkdzeliteni, addig X-re nem a %Y a legjobb
lehetdségiink.

18. Ko6vetkezmény.

E((X — B(X|Y))?) < o?X
Bizonyitas: A 17. Télel szerint a bal oldal barmilyen g figguény esetén felilrél
becsiilheté E((X — g(Y))?)-al. Ha egyszertien a g(Y) = EX konstans fiigg-

vényt haszndljuk a becsléshez, akkor az E((X — EX)?) felsé becslést kapjuk, ami
pontosan 0> X.

A regresszi egy specidlis esete, ha nem engediink meg barmilyen ¢(Y") fiige-

vényt, csak a linedris transzformaciokat:

19. Definicié. X-nek az Y-ra vonatkozo linearis regresszidja az az aY + b
valdszindiségi vdltozé (ahola,b € R), amire E((X —(aY +b))?) értéke minimdlis.
Tehdt Vo', b € R:

E((X = (aY +1))*) < E(X = (d'Y +1))*)

20. Tétel. Haa= R(X,Y)% ésb=EX — R(X,Y)ZEEY, akkor aY +b az
X-nek az 'Y -ra vonatkozo linedris regresszidja.

12



Vizsgaljuk meg az eldzo példakban szerepld X és Y walosziniségi valtozok
aY +b és cX +d linedris regresszioit! Ehhez sziikségiink lesz a vdarhato értékekre,
szorasokra, kovarianciara és korreldciora.

E()(Q):/sgc2 =2
0 7
2y 0 2 _ 5
7 36 252
1 4 671
15 |y Y )
EY=[| Zy-?-yH=2|L L | ==
/02y(y v =517 6}0 3
1 5 791
1 15 [y° gy 5
EY2_ 2 2_4:7 J I _
o= [ et o= S -] =2
5 25 145
2y_7_7:7
7 77 64 448

1 T 1 T
15
E(XY) :/ / xy - 15zy>dydx :/ [4x2y4] dx =
0o Jo 0 0

1 1
1
:/ 5 6gp_ [157]" _ 15
o 4 28" |, 28

15 5 5 180—175 5
cov(X,Y) =52~ 53 336 336
cov(X,Y) 336 4
T T2y T s T gy
448
4 —9
b EX —apy — 2 _ 4 5 _580-20 70
6 87 3 696 87
C_cov(X,Y)_ﬁ_%
o2 X % 4
d:EchEX:ff%%:O

Tehdat X-nek az Y -ra vonatkozo linedris regresszidja %Y + %, Y -nak az

X-re vonatkozo linedris regresszioja pedig %X. Ez utobbi persze nem lep meg
minket, hiszen ez volt az E(Y|X), ami azt jelenti, hogy a regresszid linedris volt,
igy persze a linedris regresszio megeqgyezik a regresszioval.

A linearis regresszié szamitdsa esetén az aldbbi egyszerli észrevétel segithet
onmagunk ellenérzésében:

13



21. Kovetkezmény. X -nek azY -ra vonatkozo linedris regresszidjanak vdrhato
értéke EX.

Bizonyitds: Irjuk fel a kérdéses vdrhatd értéket:

E(aY + EX —aFY)=aFEY + EX —aFY = EX.

Az el6z6 példakban szerepld linedris regressziokat ellendrizzik le:

4 4 2 290.5-4
E( v 70) 5 70 20+560 29-5-4 5

= ) =_—.24 == = =-=FEX.
87 +87 87 8+87 3-29-8 3-29-8 6

3 3 5 5
E(-X)=---=-=FLY.
(4 ) 4 6 8
Ldthato, hogy tényleg teljesiil a tulajdonsdg. Ha mdr ezeket ellendriztik, el-
lendrizhetjik X-nek az Y -ra vonatkozo regressziojdt is, hiszen a 16. pontban

emlitett tulajdonsdgok kiézétt a 3. szerint a vdrhato értéke ennek is EX kell
legyen:

2(1+Y 4+Y?) 2 2 Y2
E(EXY)=E(——Fr—~— | =3 T3E =
(E(X]Y)) ( 3(1+Y) ) 3+3 <1+Y
2 2 (Y 215, 2 Yyt (l—y) - (1+y)
3+3/0 1+y2(y y*)dy 3+/0 1ty Y
2 ! 2 v 81t 2 1 5
[ 5 4 5d [ 5 = = — 7:7:EX.
3" /0<y Yy =3+ [5 6]0 376 6

Tehat valoban teljesiil ez a tulajdonsdg a regressziora az esetiinkben.

A 16. pontban szerepld harmadik tulajdonsédgot (EX = E(E(X|Y))) ellen-
Orzésképpen hasznéltuk eddig, de néha ennek a fajta megforditott irdnynak a
segitségével szamolhatunk varhaté értéket:

22. Kovetkezmény. (Teljes valdszindség tétel varhatd értékre)
HaY diszkrét, akkor EX =3 p E(X|Y =y)P(Y =y).
Ha'Y folytonos, akkor EX = ffooo E(X|Y =vy)fy(y)dy.

A bizonyitdsa teljesen analdg a valdsziniiségre vonatkozo teljes valdsziniiség té-
telével. Haszndljuk fel a kordbbi képletet transzformadlt valdszindiségi viltozo
vdrhaté értékére a g(y) = E(X|Y = y) behelyettesitésével:

Ha'Y diszkrét, akkor E(g(Y)) =3, cr, 9(y) - P(Y =y), igy

EX=E(BX|Y =y)= ) BX[Y =y)-PY =y).

YyERy
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Ha'Y folytonos, akkor E(g(Y)) = [ g(y) - fy (y)dy, igy
EX = B(EX|Y =y) = [ EXIY =y 1wy

Mindkét esetben a 16. pontban szerepldé harmadik tulajdonsdgot haszndltuk ki az
elsd egyenldségben.

FEgy banydban eltévedt egy ember, aki eqy csomopontban dll, ahonnan hdrom
iranyba mehet tovdbb. Az elsd iranyt valasztva kijut a banydbdl eqy ora alatt, a
mdasodik iranyt valasztva visszaérkezik ugyanide 2 ora alatt, a harmadik iranyt
valasztva pedig 3 ora alatt ér vissza ugyanide. Feltéve, hogy amikor visszaérkezik,
nem jon rd, hogy ugyanott all, és minden esetben, amikor vdlasztania kell, akkor
eqyenld valosziniiséggel vdlasztja barmelyik opciot, varhatéoan mennyi idé milva
jut ki a banyabol?

Legyen X a kijutds idejének valosziniségi valtozoja, Y pedig az elsd dontésének az
irdnya (Y =1, ha az i-edik irdnyt vdlasztja). Ekkor felirva a 22. kovetkezményt
a diszkrét esetben:

EX =Y EX|Y =y)PY =y)= ZE(XIY =y)

yERy y=1

Wl

Mivel ha visszaér a kiinduldsi pontra, akkor a hdtralevs iddé vdrhato értéke meg-
eqyezik az eredeti varhato értékkel, igy ez tovdbb alakithato:

1 2
EX=§(1+2+EX+3+EX):2+§EX7

amibol azonnal kévetkezik, hogy EX = 6.

3. Kétdimenziés normalis eloszlas, polinomialis
eloszlas. A fiiggetlenség és korrelalatlansag kap-
csolata normalis esetben. A regresszié norma-
lis esetben linearis. A polinomialis eloszlas ve-
tiiletei binomialisak.

Ebben a fejezetben két nevezetes tobbdimenzids eloszlast vizsgdlunk meg.

3.1. Kétdimenzidés normalis eloszlas

23. Definicié. Azt mondjuk, hogy X ésY egyiittes eloszlisa (kétdimenzids)
normaélis, ha léteznek 1, s € R, p € (=1,1) és 01,02 € RT konstansok, hogy
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az egyittes striségfigguényiik

(xz— )2 (y— )2 (511 (y—1im)
frlong) = Lot (et e )

’ 2m0109y/1 — p?
Jelolése (X,Y) € N(u1, pa, 01,02, p).

A kétdimenziés normadlis eloszlds vetiletei normalis eloszlastak:

24. Kovetkezmény. Ha (X,Y) € N(p1, pio, 01,02, p), akkor X € N(p1,01),
Y € N(u2,02) és R(X,Y) = p.

Hogy miként allithatunk el6 ilyen eloszlast, vagy milyen motivum valthatja
ki a valésagban, arrdl szol a kovetkezo tétel:

25. Tétel. Akkor és csak akkor lesz (X,Y) eloszldsa kétdimenzids normdlis,
ha kifejezhetdek két figgetlen U,V normdlis eloszldst valdsziniségi valtozobol
a,b,c,d € R konstansokkal az aldbbi formdban:

X=aU+bV és Y =cU+dV.

A Miku és a Las légiposta a feladott csomagokat Lappfoldrél a térfogatuk
és sulyuk alapjin szdllitja Budapestre. FEzeknek a kilonleges csomagoknak a
térfogata U € N(10,2) eloszldsi (literben), mig a silya V € N(4,/2) eloszldsi
(kilogrammban), és a kettd egymdstdl figgetlen. A Miku dijszabdsa % euro
literenként és 2 kilogrammonként, mig a Lds dijszabiasa 1 eurd literenként és
0 kilogrammonként (innepi akcicban). Mi lesz egy véletlenszerden vdlasztott
csomag esetén a két posta koltségének egyiittes eloszlisa?
A 25. tétel értelmében az egyiittes eloszlas kétdimenzios normdlis lesz, hiszen U
és 'V fiiggetlen normdlisok, a Miku dra X = %U+2V, ésaLds draY =U+0V.
Tehdat (X,Y) € N(p1, pi2,01,02,p), ahol:

1
mEXE(2U+2V> =13 , pp = EY = E(U) = 10,

1 1 1
01—0(2U+2V)—\/402(U)+402(V)—\/4~4+4-2—3,

oa =0(U) =2,
1 E((fU +2vU) - E(AU + 2VEU
p:R<2U+2MU): (3U +2V)U) — EGU +2V)EU _
0102

JB(U?) +2BUEV — J(B(U))? —2EUEV _ o*(U) _ 1
3.2 12 3
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26. Tétel. (X,Y) € N(p,p2,01,09,p) esetén X és'Y akkor és csak akkor
figgetlenek, ha p = 0.

Ha fiiggetlenek, akkor természetesen a korreldcio nulla. Ha pedig p = 0, akkor
a képlet szerinti striségfiigguényre igaz, hogy:

1 %1 <(J’*”i;1>2+(yi:;2)2>

e 1 2

fxy(z,y) =
2mo 09

1 *('ﬂjn)z 1 7(!/7{'2)2

— e 207 e 20
g1 \/% g2 \/ﬂ
Azaz az egyiittes striiségfiigguény pontosan a vetileti stiriségfigguények szorzata,
tehat a két valdsziniségi vdltozo fiiggetlen.

1

= Ix(@)fy(y).

A kétdimenziés normalis eloszlas vetiiletei kozotti regresszié linedris:

27. Tétel. Ha (X,Y) € N(p1, pio, 01,02, p), akkor
B = (Z0) v+ (1 - Zoa).
Hatdrozzuk meq az el6z8 példaban szerepld postdzasi koltségek regresszidit!
E(X|Y) = (Z;p) Y+ (m - Z;pu2> = (2;1;) Y+ <13 - 2;1()) - %Y +8,
E(Y|X) = (ZP) X+ (uz - me) = (;;) X+<10 - 2213> = §X+%.

Ahogy korabban is tettik, ellendrizziik a regressziokat, hogy a vdrhato értéke
tényleg az elvdrt-e:

1 1
E(E(X|Y))=E <2Y + 8) = 510 +8=13=EX,

E(E(Y|X)=E (3){ + 694) = 313 + % =10 = EY.

3.2. Polinomialis eloszlas

A binomidlis eloszlas kisérletét elképzelhetjiik tgy, mintha egy urndbol vissza-
tevéssel htizndank golydkat, és a pirosak szamat figyelnénk. Mi lenne a helyzet,
ha nem csak egy szint szeretnénk megfigyelni, azaz példaul ha a hizott pirosak,
z6ldek és kékek szamat is kiilon-kiilon szeretnénk megfigyelni?
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28. Definicié. Legyen eqy kisérleten az Ay, As, ..., A teljes eseményrendszer
olyan, hogy p; = P(A;) > 0. Elvégezziik a kisérletet n-szer (teljesen fiiggetle-
nil), és az X; valdszindiségi vdltozé azon kisérletek szdma, amelyekben A; be-
kovetkezett. Ekkor azt mondjuk, hogy (X1, Xa, ..., Xi) polinomilis eloszlas.
Jelilése

(Xl, Xo, .oy Xk) S Pol(n,pl,pg, ...,pk).

29. Kovetkezmény. Ha (X1, X3, ..., X%) € Pol(n,p1,p2, ..., pk), akkor
x1, %2, ..., T nemnegativ egészek esetén, ahol Zle Ti=n

n!
L1,,T2 . Tk
'Cﬂk!pl Do Py -

P(Xl = 131,X2 = T2, 7Xk — ;ij) = "7
T1:X2: -

30. Tulajdonsag(ok). Ha (X1, Xs,..., Xy) € Pol(n,p1,p2, ..., Dk), akkor

1. Zle Xi =n,

2. X; € Bin(n,p;), azaz az egydimenzids vetileti eloszldsok binomidlisak,
3. X, + X, € Bin(n,pi, + i),

4. (X1 + X2, X35, X4, ..., Xi) € Pol(n,p1 + D2, D3, D4y -y Pk )

5. B(X1, Xa,...,Xi) = (np1,npa, ..., npx),

6. cov(X;,, Xiy) = —NDi, Diss

7. R(X;,, X;,) = ——BuvPi

T /1P /Tpiy

4. Nevezetes valoszinliségszamitasi paradoxonok

A valészinliségszamitasi paradoxonok kivétel nélkiil arra épitenek, hogy a naiv
elgondolasunk milyen hibakat tud okozni a gondolatmenetiinkben. Sokszor egy-
egy egyszerl problémafelvetésre kézenfekvonek tiinik a megoldés, azonban ezek
mogo6tt hibak huzédhatnak, ha nem precizen implementaljuk a valdszinliség-
szamitast. A jegyzetben iddig elérve, az olvasénak mar megvan minden alapja
ahhoz, hogy megértse az alabbi paradoxonok érvelési hibajat, igy fel tudjuk ol-
dani azokat. Ez a fajta készség fontos a vald életben, mert ezekkel ekvivalens
hibakat nap mint nap vétenek az emberek.

Fontos, hogy nem elég, ha egy problém&at meg tudunk oldani helyesen, fel
kell ismerniink a hibat a rossz megoldasban. Ellenkez6 esetben tobb megoldas
koziill nem lennénk képesek eldonteni, hogy melyik a helyes.
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4.1. Monty Hall paradoxon

Egy televiziés miisorban (amit sokdig Monty Hall vezetett) a jatékos el6tt van
harom zart ajté. Ketté ajté mogott egy-egy kecske van, a harmadik mogott
pedig egy vadonatij auté (ami tobbet ér, mint egy kecske). A jitékos valaszt
egy ajtot, ezutdn a miisorvezeto kinyit egy masikat, ami mogott kecske van.
Ezutan a jatékos donthet tgy, hogy az eredeti dontésénél marad, és elviszi a
valasztott ajté mogotti dolgot, de donthet tgy is, hogy a masik még zart ajtéd
mogotti nyereményt kéri. Megéri cserélni?

Rossz érvelés: Nem nyeriink a cserén, hiszen klasszikus valdszintiségi mez6bdl
indultunk, amit nem ront el egy ajt6 kinyitdsa (csak az értékkészletet sziikiti).
Igy a maradék két ajté mogott % valészintiséggel lehet az auté. Precizebben:
Szamozzuk az ajtokat a valasztasunk alapjan: 1-es amit valasztottunk, 2-es amit
kinyit a miisorvezet6, 3-as az utolsé. Legyen A, B,C az az esemény, hogy az
auté rendre az 1-es, 2-es, 3-as ajté mogott van. Ekkor

_ 1 — 1

Nem igaz, hogy egy ajté kinyitasa nem valtoztatja meg a valdszinliségeket.
Emlékezziink, hogy egy eseményre feltételezve akkor marad ugyanaz a valdszi-
niliség, hogyha a két esemény fiiggetlen volt egymastél. Az ajtdk fenti szdmozéasa
sem lehetséges, hiszen a miisorvezetd biztosan nem kecskés ajtét nyit ki, igy a
szamozas mar alapbdl csak a feltételes ,vilagban” él.

Miel6tt megnéznénk a jé megoldast, torténeti attekintés mellett megemlitjitk
a félreértés egy lehetséges okat:

A televiziéban a 60-as évektél futott a miisor, aminek matematikai problémaé-
jat 1975-ben vetette fel, és oldotta meg Steve Selvin. A matematikai problémat
akkor kaptak fel igazan, amikor 1990-ben egy tjsagban Marilyn vos Savant-nak
(6t a vildg akkori legokosabb embereként tartottdk szamon) cimezték kérdés-
ként. Marilyn helyes valaszt adott, de ezzel olyan sokan nem értettek egyet,
hogy a felhdborodott olvasok nagysagrendileg tizezer levelet irtak, amibol kozel
ezret, PhD fokozattal rendelkez6 emberek kiildtek. Még Erdds Pal sem hitte el
(1995-ben), hogy a véiltds a megfeleld, amikor Vazsonyi Endre felvetette neki a
problémét (aki szintén csak szimuldcidkkal tudta magit meggy&zni). Néhany
emberben a félreértés abbdl eredhet, hogy nem teljesen tiszta a jatékvezetd sze-
repe (feltételezem, hogy Erddsnél is ez lehetett a probléma). Ha a jatékvezetd
nem ismerné, hogy melyik ajté mogott mi van, akkor tényleg nem valtozna meg
a val6szinliség. Azonban ebben az esetben lehetséges volna, hogy a jatékvezetd
az autét fedi fel, amit a show szempontjabdl el akartak keriilni. Tehat tegyiik
fel, hogy a jatékvezet6 elére megfontolt szdndékkal mindenképp kecskés ajtot
nyit ki.
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Valtas nélkiil persze egyértelmii, hogy % a valészintisége annak, hogy meg-
nyerjik az autét. Azonban az ajté megvaltoztatasaval mi lesz a valdszintisége
annak, hogy autét taldlunk? Hasznaljunk teljes valdsziniiség tételt (AL = {autd
lesz az 4j ajté mogott}; AV = {autd volt az eredetileg valasztott ajté mogott};
KV = {kecske volt az eredetileg vélasztott ajté mogott}):

P(AL) = P(AL|AV)P(AV) + P(AL|KV)P(KV) = 0- % +1. g _ g
Azaz lathatd, hogy kétszer akkora esélyiink van autét nyerni, ha a valtas mellett
doéntiink. Ha valaki még mindig nem lenne meggy6zve, érdemes elgondolni a
helyzetet 100 ajtéval és 99 kecskével. 1% lenne az esélye annak, hogy elsére
jé ajtot vélasztunk. Tegytk fel, hogy a jatékvezetd kinyit 98 ajtét (és csak
kecskéset nyithat). Ekkor az az esemény, hogy a masik ajté mogott van az autd
ekvivalens azzal, hogy az els6 valasztasunk nem az autot rejté ajtd volt. Tehat
99% az esélye, hogy a véltdssal nyerjiikk meg az autot.

31. Megjegyzés. A Monty Hall paradozonnak ekvivalens megfogalmazdsa a
hdrom rab paradoron. Ott a rabok felelnek meg az ajtoknak, és egyikdjiiket
kivégzik, ez felel meg az autonak.

4.2. Fia vagy lany paradoxon

Andrésnak és Bibornak is két gyereke van. Andras idésebbik gyereke ldny, és
Bibornak is van lanya. Mi annak a P4 valdszinlisége, hogy Andrasnak két lanya
van, illetve annak a Pp valdsziniisége, hogy Bibornak két lanya van?

Rossz érvelés: Mindkét esetben egy gyereknek ismerjiik a nemét, a masik
pedig egyforma valdészintiséggel lesz lany vagy fit. Igy a két valosziniliség meg-
egyezik, az értékiik 5

Hibéds megfogalmazas, hogy az egyik gyerek nemét ismerjik. Andras ese-
tén valdéban % lesz a kérdéses valdsziniliség, mert a fiatalabbik gyerekrél nem
volt informaciénk. Ezzel ellenben Bibor esetén az ismeretiink, hogy van lany
gyermeke, egyforman ad informaciét a két gyerekrdl. Bibor két gyereke alapjan
négy eset lehetséges (lany-fia, lany-lany, fid-lany, fit-fia), mind a négy egyforma
valészintliségli (klasszikus valdsziniiségi mez8). A kérdéses feltételes valdszinliség
igy %, hiszen egy eset van a metszetben, és 3 eset van a feltételben.

4.3. Bertrand dobozai paradoxon

Tegyiik fel, hogy harom dobozunk van. Az egyikben két arany érme van, a
masikban két ezilist, a harmadikban pedig egy arany és egy eziist. Véletlensze-
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rlien valasztottam egy dobozt, és kihtztam beldle egy érmét. Ha az érme arany,
akkor mi a valdsziniisége annak, hogy a dobozban levé masik érme is arany?

Rossz érvelés: Biztos, hogy nem a masodik doboz van nalam. Ha az elsd
van nalam, akkor arany a masik érme, ha pedig a masodik, akkor eziist, igy %
a kérdéses valészintiség. Teljes valoszintiség tétellel

P(A) = P(A|1)P(1) + P(A|3)P(3) = 1- % +0- % - %

A hiba az érvelésben az, hogy nem egyforma valdsziniiségli a két esemény,
hogy az l-es vagy a 3-as doboz van ndlam. Az, hogy aranyat htuztam, egy
olyan esemény, ami megvaltoztatja annak a valésziniiségét, hogy az 1-es dobozt
valasztottam-e. A helyes teljes valésziniiség tétel a kovetkezd lenne (ahol F' az
az esemény, hogy az elsének hiizott érme arany):

P(AIF) = P(AL, F)P(1|F) + P(AI3, F)PGIF) =15 +0- 2 = 2.

2

3 valoszinliséggel az

Ez azért igaz, mert ha az elsé htizasom arany volt, akkor
1-es doboz van a kezemben.

4.4. Nem tranzitiv kocka paradoxon

Tekintstink olyan dobdékockakat, amiknek az oldalain pozitiv egészek szerepel-
hetnek. Mondjuk azt, hogy egy ilyen kocka jobb egy masiknal, ha t6bb, mint %
valbszintiséggel nagyobbat dobunk vele, mint a mésikkal.

Rossz érvelés: Ha egy A kocka jobb egy B kockanal, és B jobb egy C
kockanal, akkor A jobb, mint C'. Azaz a jobb relaci6 tranzitiv.

1 1
P(A>B)>5ésP(B>C)>§ = PA>C)>

N~

A fenti kovetkeztetés egyszeriien nem igaz. Még ha fiiggetlenek lennének az
A > B és a B > C események, akkor is csak % alsé korlat adédna az A > C
valdszintiiségre a metszetiikben.

Létezik olyan kocka harmas A, B és C, hogy barmelyik kockanal van jobb
a masik kett6 kozott. Legyen a harom kockank valdszinliségi valtozdjanak ér-
tékkészlete R4 = {2,2,4,4,9,9}, Rp = {1,1,6,6,8,8}, Rc = {3,3,5,5,7,7}.
Ekkor P(A>B) =35> 16 P(B>C)=2>1 de P(C > A) =32 > 1. Euzek-
kel a kockakkal elképzelhet6 egy olyan jaték, aminél egy masik paradoxonhoz
juthatunk:
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Andras és Bibor valasztani fog egy-egy kockat, amivel egymas utan sokszor fog-
nak egyszerre dobni. Minden kort az nyer, aki a nagyobb értéket dobta. Andras
vélaszt el0szor egy kockat a fenti A, B és C koziil, Bibor pedig a maradék ket-
t6bol valaszt egyet.

Rossz érvelés: Andras jar jobban, hiszen 6 valaszthat eloszor, Bibor csak a
maradékbol vehet.

A fent irt valdszintiségek szerint Bibor a maradékbdl tud olyan kockéat va-

lasztani, amivel % valdszintséggel fog nyerni minden kérben. Tehat akarhogyan

is valaszt Andréas, Bibor jir jobban.

4.5. Két boriték paradoxon

Andris pénzt tesz két boritékba, az els6be a-t a masikba 2a-t. Bibornak (aki
nem ismeri « értékét) felajanlja, hogy vdlasszon egy boritékot, és nézzen bele.
Ezutan Bibort dontés elé allitja: megtarthatja a kinyitott boriték tartalmat,
vagy donthet Ugy, hogy a masik boriték tartalmat kéri. Melyik dontés lesz
jobb?

Rossz érvelés: Tudjuk, hogy 5 valoszintiséggel huztuk a kisebbiket, és ugyan-
ennyivel a nagyobbikat. Ha X van a huzott boritékban, akkor a masik boriték-
ban levo pénzmennyiség varhaté értéke:

EY|X=2x2)=

20 = —-x > x.

N
=] ot

+

DN =
VRS

Igy tehat jobban megéri a masikat valasztani.

Persze mivel ez a dontés fliiggetlen volt attol, hogy mit latunk a kinyitott
boritékban, rogton érezziik, hogy nem lehet igaz. Ha dgy szamolnank, hogy az
elsének huzott boriték varhatéd értéke FX = %a + %204 = %a, akkor lathato,
hogy ugyanez igaz a masodik boritékra is, igy a valtas se nem ront, se nem javit
a nyereményiink varhat6 értékén. Mi a hiba a korabbi FY szamitasdban?

A hiba az, hogy X valdsziniiségi valtozd értékét fixalva valdjadban nem marad
két lehetoség. Ha x = «, akkor 1 valdszinfiséggel 2a¢ van a maésikban, és ha
x = 2«, akkor 1 valészinliséggel a van a maésikban. A varhatd érték a fenti
képlethez hasonléan tugy lenne korrekt, hogy

1 X 1
BY = SB(G1X > Y)+EQX[X <Y) =
1 X 1 11 3
— CE(SIX =20+ -EC@X|X =a) = ~a+ -20 = “a.
2 PG @) + 5 BEXIX =a) =ga+ 320 =7a

Igy pedig latszik, hogy tényleg nem nyeriink azzal, ha a valtast valasztjuk.
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32. Megjegyzés. Figyeljik meg, hogy mig a Monty Hall paradozonban megérte
valtani, itt nem. A kilonbség abbdl szarmazik, hogy a korabbindl a misorvezetd
tuddsa miatt a kecskés ajto kinyitdsa megudltoztatta a valdsziniségeket, mig
utobbindl a kihizott boriték tartalmdnak megnézése nem adott informdciot arrdl,
hogy melyik boritékban van a nagyobb dsszeq.

4.6. Nyakkend6 paradoxon

Xavier és York nyakkendét kaptak kardcsonyra a feleségeiktol. Egy beszélgetés-
ben azon tanakodnak, melyikiiké az olcsébb. Kieszelik azt a fogadast, miszerint
megkérdezik a feleségeiket az araikrol, és akié a dragabb, annak oda kell adnia
a nyakkenddjét a masiknak. Feltételezhetjiik, hogy a két nyakkendo6 ara - X és
Y - azonos eloszlast, és egyiittes eloszlasuk szimmetrikus, azaz X és Y szerepe
felcserélhetd (ez a kritérium kicsit gyengébb feltevés, mint a fiiggetlenség).

Rossz érvelés: Barmelyik férfi érvelhet gy, hogy rossz esetben a sajat nyak-
kenddjét vesziti el, azonban j6 esetben egy annal értékesebbet nyer.

Pontosabban szamolva, ha Xavier nyeresége Ax, akkor:
EAx| X <Y)=EY|X <Y)> EX.

Azaz mivel ha nyer, akkor varhatéan tobbet nyer, mint amennyit vesziteni tud,
igy megéri jatszani.

Igy mindkett8jiik részérél pozitivnak tiinik a varhaté érték, ami persze le-
hetetlen, hiszen az osszeg 0 kell legyen. A fenti érvelésben az a hiba, hogy
val6jaban amikor veszit, akkor is tobbet veszit, mint EX. A két esetre vett
teljes varhato érték (felhasznédlva, hogy azonos eloszlastiak):

E(Ax)=E(Y|X<Y)-P(X<Y)-E(X|X>Y) - P(X>Y)=0.

A vérhat6 érték szamitasat részletesen igy fejthetnénk ki (ha az ar eloszlésa
folytonos eloszlasi):

E(Ax) / / yfxy(z,y)dzdy — / /yoo zfxy(z,y)dedy =
/ / yfxy(z,y)dedy — / / zfxy(z,y)dyde =

—B(Y)- / ) / yfxy (e, y)dady— / / yfxy (5,y)dady = B(Y)—E(Y)

33. Megjegyzés. A két boriték paradoxon specidlis esetként eléallithato a nyak-
kendd paradoxonbol, ha eldre tudndnk, hogy a két nyakkendd dra o és 2.
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34. Megjegyzés. A két boriték paradozon és a nyakkendd paradozon is elkép-
zelhetd gy, mint valutdk kézotti valtds, ez a verzio a Siegel paradozon. Példdul
tegyiik fel, hogy 1-1 vdltds lehetséges most az A és a B valuta kozott, de holnap
valamelyik valuta kétszeresét fogja érni a mdsiknak (egyforma valdszindséggel).
Ekkor mindkét valuta birtokosa érvelhet dgy (hibdsan), hogy dtvdltva a pénzét,
holnapra vdrhatéan 2-szeresét éri majd az Osszeg annak a verzidnak, mintha

1
nem vdltandnk dt.

4.7. Bertrand-féle hiar paradoxon

Valasszuk ki egy egységsugart kor egy hurjat véletlenszertien! Mi a valdszintisége
annak, hogy a valasztott hiir hossza legalabb /3 (azaz a korbe irhaté egyenld
oldali hdromszog oldalhossza)?

Rossz érvelés: Barmilyen megkozelitést alkalmazhatunk a probléma model-
lezésére:

1. lehet rogzitett a valasztott har irdnya, és az iranyra merdleges atméron
egyenletesen helyezkedhet el a hir és az atmér6 metszéspontja.

2. lehet rogzitett a hur egyik végpontja, és a masikat valaszthatjuk egyenle-
tesen a kor keriiletén.

3. egyenletesen valaszthatunk egy pontot a kor belsejébdl, és illessziik ra azt
a hart, aminek pont & a kozéppontja (a kor kozéppontjin kiviill minden
bels6 pontjara egyértelmii ez a hir, de a hossza még a kozéppontra is az).

Akarmelyik modellbdl szamolhaté a kérdéses valdszintiség.

A hiba a fenti érvelésben, hogy a harom fent definialt eloszlas kiilonbozd, és a
kapott valészinliségek is eltéréek lesznek. Valbéjaban a kérdésfelvetés pontatlan,
mert sok kiilonbozé véletlen moédon valaszthatunk hirt. Fontos megérteniink,
hogy a véletlen sz6 6nmagaban nem specifikdl eloszlast. Legtobbszor a vélet-
len alatt az egyenletes eloszlast értjiik, de ez a példa jol mutatja, hogy fontos
specifikalni a paramétert, hogy mire vonatkozik az egyenletesség.

Szamoljuk ki a fenti modellek esetén a kérdéses valdszintiséget:

1. Ha rogzitett a valasztott har irdnya, és egyenletes a merdleges atmérén a
metszéspont: Képzeljiik el azt a v/3 oldali szabélyos hdromszoget a koron,
aminek az emlitett 4tmér6 az AB oldalat felez6 magassagvonala. A kor
kozéppontjanak és az AB-nek a tdvolsiga ekkor % Ebbdl azonnal adodik,
hogy a kedvez6 esetek a kézépponthoz %—nél kozelebb helyezkednek el. Az
atmérd hossza 2, a kedvezd hossz 1, igy a kérdéses valdszinliség %
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2. Harogzitett a hir egyik P végpontja, és a masik egyenletes a kor keriiletén:
Képzeljik el azt a /3 oldali szabalyos hiromszoget a korén, aminek az
egyik pontja P. A mésik kett pontja legyen @ és R. Ekkor a kor keriiletén
pontosan azok lesznek a kedvezo esetek, amik @ és R k6zott helyezkednek
el. A hérom koriv (PQ, QR és RP) egyforma hosszi, igy a kérdéses
val6szintiiség %

3. Egyenletesen vilasztva pontot a kor belsejébél a hiur kézéppontjanak: A

kor kozéppontjanak a /3 hosszii hiroktél vett tavolsdga % Ez azt je-

lenti, hogy pontosan akkor hosszabb 1/3-nil egy hiir, ha kozelebb van a
koézépponthoz, mint % Igy a kérdéses valdsziniiség a két kor teriiletének a
1
™ 1

hényadosdbol szdmolhaté: <= = 7.

Lathato, hogy az eloszlastol fiiggéen harom kiilonboz6 értéket kaptunk a valé-
szintiségre.

4.8. Simpson-paradoxon

A tantargy sordn nem vizsgaltuk a statisztika témakorét mélyebben, itt is csak
annyira mélyiiliink el a paradoxonban, hogy felhivjuk a figyelmet a lehetséges
rossz elgondolésra. Tegyiik fel, hogy Andras és Bibor minden nap kapnak fel-
adatokat (a feladatok szama valtozd, és nem feltétlen egyezik meg kettdjiiknél).
Azt tapasztaljuk, hogy Andras minden egyes napon jobban teljesit, mint Bibor,
azaz az elvégzett és a kapott feladatok ardnya ndla magasabb, mint Bibornal.
Kovetkezik-e ebbél, hogy Andrés Gsszességében is jobban teljesitett Bibornal?

Rossz érvelés: Persze, hogy kovetkezik, hiszen ha minden nap jobb volt,
akkor az 6sszes nap egyiittesén (amire Osszegként, vagy atlagként tekinthetiink)
is jobbnak kellett lennie.

Hibas az elgondolas, mert az Osszegzés igazabdl egy sulyozott Osszeg a hat-
térben, és a silyozds megvaltoztathatja az ardnyokat. Példaul ha az aldbbiak
lennének az adatok:

Els6 nap Andras 1 feladatot kapott, amit teljesitett, Bibor pedig 9-et kapott,
amibél 8-at sikeriilt megoldani (persze 1 > §).

Maésodik nap Andras 9 feladatot kapott, amibél 1-et teljesitett, Bibor pedig 1-et
kapott, de azt nem sikeriilt megoldani (persze % > 0).

Osszességben figyelve azonban 1—20 < %, azaz Bibor négyszer olyan jél teljesitett
(Andrés 20%-os, Bibor pedig 80%-os sikerardnnyal dolgozott).

A Simpson-paradoxon sok statisztikai hibas eredmény alapja. Ezt a fajta

hibat angolul egyszertien ,bias”-nak is szoktdk hivni. Nézziink erre egy megtor-
tént esetet:
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Két vesekd kezelésére szolgdlo mdodszer sikerességét akartak meguizsgdlni (1986-
ban). Ehhez 350 esetet gyijtottek mind a kettd kezelésre (figyeljink oda, hogy
mar az esetek gyijtésének a maodja is torzithat, példdul ha €él6 betegeket kérde-
ziink meg, akkor kimaradnak az olyanok, akik elhaldloztak a kezelés kizben). Az
elsd kezelés 273, mig a masodik 289 sikert hozott.

Rossz érvelés: Tehdt a masodik jobb kezelés, ezutdn csak azt érdemes foly-
tatni.

Az adatokat pontosabban meguvizsgdlva kiderilt, hogy 87-szer alkalmaztdk ki-
sebb vesekovek esetén az elsd kezelést, és 270-szer a mdsodikat. Igy kiszdmolhatd,
hogy a kisebb kivekre 93%-o0s az elsd, mig 87%-0s a mdsodik kezelés sikerardnya,
tovdbbd nagyobb kovekre 73%-o0s az elsd, és 69%-0s a mdsodik kezelés sikerard-
nya. Tehdt valdjiban az elsé kezelés ezek alapjin jobbnak mondhaté. Ovakodjunk
az elhamarkodott kijelentésektél! Ha ezek utdn még kiderilne, hogy a vizsgdlt
esetek kdzott vannak stirgdsségi mitétek, amik mdr belsé vérzés beinduldsa utdan
voltak kivitelezve, akkor ezeknek a szdma is befolydsolhatja a performancidt (ez
mar nem része a valds tanulmdnynak). Nézzik példdul az aldbbi tabldzatot:

Els6 kezelés Maésodik kezelés
273/350 78% 289/350 83%

Kis ko6 Nagy k6 Kis k6 Nagy k&
81/87 93% 192/263 73% 234/270 87% 55/80 69%
Siirgés  Tervezett Siirgds Tervezett Siirgds Tervezett  Siirgés  Tervezett

81/85 0/2 192/200 0/63 200/200  34/70 50/50 5/30

Tehdt ha pontosan ez a két befolyasolo tényezd volt csak, ami killénbséget tehet
a vizsgdlt esetek kézdtt, akkor a mdsodik kezelés az, ami jobbnak mondhato.

Azaz amikor 6ssze akarunk hasonlitani két dolgot, akkor minden mas koriil-
ménynek azonosnak kell lennie, hogy ezt a hibat elkeriilhessiik.

4.9. Schrodinger macskaja

A statisztika utdn a fizika teriiletén is érdemes egy valdszinliségszamitasi prob-
lémakort megimerniink. Schrédinger macskaja egy gondolatkisérlet, amivel a
szuperpozici6 elvét szoktdk szemléltetni (és annak a makro vildgban val6 ab-
szurditdsat). Meg fogjuk mutatni, hogy a valészinfiségszamitdsban val6jédban
egy nagyon egyszer(i koncepcid rejlik a kisérlet mogott. A matematikai elem-
zés ravilagit, hogy vagy a szemléltetd példa hibas, vagy a szemléltetni kivant
szuperpozicié az, amit teljesen félreértelmeznek.

Tegyiik fel, hogy bezarunk egy é16 macskat egy dobozba, és egy nap miilva
vessziik el6 a dobozt ismét. Mondhatjuk, hogy a macska életben van?
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Rossz érvelés: A macskarol egészen addig nem tudjuk, hogy életben van-e,
amig ki nem nyitjuk a dobozt. Tehat a macska a kinyitas el6tt egyszerre é16
és halott. Ezt nevezziik tigy, hogy a macska &allapota az €16 és a halott allapot

c sz

Tényleg nem tudhatjuk biztosra, hogy a macska él-e, azonban hibas az &l-

litds, hogy a macska &llapota ezért egyszerre lenne él6 és halott. A macska
allapota egyértelmii, csak az a mi szamunkra nem ismert. A mi ismeretiink egy
X indikator valésziniiségi valtozonak tekinthetd, ami 0, ha a macska halott, és
1, ha él.
Képzeljiik el az egészet egy érmedobasként: az érmét feldobjuk, majd leérkezése
pillanataban letakarjuk. Ekkor amig fel nem fedjik, addig az érme se nem fej
se nem iras a szamunkra, de ez nem jelenti azt, hogy a kett6 allapotot egyszerre
birtokolja.

Idézve a Wikipédia megfelel§ sz6cikkébdl: ;A kvantummechanikdban szu-
perpoziciénak nevezik, amikor egy elemi részecske (vagy részecskékbél 4116 rend-
szer) tn. kevert dllapotban van (Megjegyzés: a magyar Wikipédidan sajnos ez
hibas, mert nem kell kevert allapotban lenni a szuperpozicidhoz, a két fogalom
kiilon jelentéssel bir), azaz bizonyos tulajdonsagait nem tudjuk egyértelmiien. A
részecske addig marad ebben, amig valamilyen médon meg nem allapitjuk, hogy
val6jaban hol és milyen allapotban van. A probléma ott kezdédik, hogy mérés
(megfigyelés) hatdsira a részecske hullamfiiggvénye 6sszeomlik, és a részecske a
lehetséges alap- vagy sajatallapotai egyikébe keriil, legaldbbis minden altalunk
elvégezhet6 mérés azt mutatja, hogy a részecske egy bizonyos allapotban van.
Fontos megjegyezni, hogy a szuperpozicié (akdr a hullaimfiiggvény) csakis ab-
ban az esetben omlik 6ssze, ha mérést végziink a rendszeren (vagy a rendszert
valami kiils§ hatds éri). A mérés eredményének ismerete azonban kényszeriien
valamelyik allapotba taszitja az anyagot, ami Schrodingernél doglott vagy é16
macskat eredményez, de sosem egyszerre a kettét.”

Az egész koncepcid, hogy a mérés taszitja valamilyen allapotba a megfigyelt
anyagot, a klasszikus vildgban lehetetlennek tlinik. Azonban a val6sziniiségi val-
tozdk szintjén értékelve csak arrdl van szo, hogy a feltételes eloszlds nem egyezik
meg az eredetivel. De ezt mi mér ismerjiik, hiszen XY eloszldsa természetesen
nem azonos X eloszldsaval. Azaz a mérés kimenetének ismeretében mast mond-
hatunk X-rél, de ett6l még X nem valtozott meg. Pontosabban fogalmazva: X
és X|X = x eloszldsa nem azonos, mert az X = x feltevés az addig ismeretlen
valoszintiségi valtozot egy allapotaba ,taszitja”.

5. Koszonet

A jegyzet készitése folyamén sok segitséget kaptam a valészinliségszamitas targy
gyakorlatvezet6it6l. Kiilon kiemelném Szabdé Dénielt, aki a teljes anyagot tiize-
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tesen atnézte, és a segitségével mind a matematikai, mind a nyelvi hibdk szamat
nagymértékben csokkentettiik.

Remélem, hogy a jegyzet eléri a céljat, és megfelel6 segitséget nyjt a tananyag
elsajatitdsdhoz az olvasoknak.
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