Valo6szinliségszamitas jegyzet 3. rész

1. Markov- és Csebisev-egyenlotlenség. Egyiittes-
és vetiileti eloszlasfiiggvény, fiiggetlenség. Diszk-
rét és folytonos eset. Egyiittes- és vetiileti el-
oszlas. Egyiittes- és vetiileti strtliségfiiggvény.

A varhato érték és széras segitségével képesek vagyunk becsléseket adni bizonyos
valdsziniségekre. A két legnevezetesebb ilyen Osszefliggést mondja ki az alabbi
két tétel.

1. Tétel. (Markov-egyenlbtienség) Legyen X egy valdszindségi vdltozd, aminek
értékkészlete Rx C Rg (azaz X > 0), és létezik varhatd értéke. Ekkor barmely
a > 0 valos szamra:
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Bizonyitas diszkrét esetre:

Zi-p,j: Z ip; > Z ip; > Z a-p; =aP(X > a)

i€ERx i>0,i€Rx i>a,i€Rx i>a,i€Rx
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Bizonyitds folytonos esetre:

E(X) = /7 k!/fx(;/)(i:u: /U yfx(y)dy > / yfx(y)dy
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Tekintsiik a szabdlyos kockadobds X értékét.  Becsiiljiik feliilrél Markov-
egyenlotlenséggel, hogy mi a valdszintisége a 3-ndl nem kisebb értéki dobdsnak.
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Ez a becslés nem mond sokat, hiszen egynél nagyobb értéket kaptunk egy valo-

szintségre felsd becslésként. Vizsgaljuk meg a 6-ndl nem kisebb dobds esetét:
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Ez mar érdekesebb becslés, de mivel tudjuk, hogy a valosziniség pontosan (1), gy
nem igazan hasznos.

Valasszunk 100 000 ledet eqy gydrtosorrol mindségellendrzésre. Ha eqy led
1% eséllyel hibds, becsiiljik meg annak a valdszindségét, hogy legaldbb 5000
hibdsat valasztunk. Ezt a valdsziniséget mar nehezen szamolnank ki, hiszen'Y €
Bin(100000,0,01) esetén nagy kitevékkel és csinya binomidlis egyitthatdkkal
kéne dolgozni (és sok ilyet osszegezni). Prébdalkozhatnank Poisson-eloszldssal
vagy normdlis eloszldssal kézeliteni, de most a Markov-eqyenldtlenséget fogjuk
haszndlni, ahol E(Y") = 1000:

P(Y >5-1000) < = = 0,2.
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Ez a becslés nagyon egyszeriien adott szamunkra eqy felsé korldtot eqy nagyon
nehezen szamolhato valosziniségre.

Nem csak nemnegativ valészintiségi valtozokra tudjuk a Markov-egyenlétlenséget
alkalmazni:

2. Kovetkezmény. Legyen X egy valdsziniségi vdltozo. Ekkor bdrmely a > 0
valds szamra fenndllnak:

Bizonyitds: A Markov-egyenlétlenséget felirhatjuk az |X| és X? wvaldszintiségi
valtozokra, hiszen ezek memnegativ értékiek. Behelyettesitve pont az dllitdst
kapjuk.

3. Tétel. A Markov-egyenlbtienségnek létezik eqy kicsivel erdsebb formdja is:
Legyen X egy valdszintségi vdltozé és g(x) egy nemnegativ értékd monoton
nové figguény. Ekkor barmely a > 0 valds szamra:

9(a)P(X > a) < E(g(X)).

Bizonyitas folytonos esetre:

s@PX =)= [ g@fxdy < [ o)) < Eg(X)
Bizonyitds diszkrét esetre:

g@PX = a) = glapi < 3 gli)ps < E(g(X))
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4. Tétel. (Csebisev-egyenlbtlenség) Legyen X egy valdszindségi vdltozd, aminek
létezik o(X) szérdsa. Ekkor barmely a > 0 valds szdmra:

PX - E(X)[>a) <

Ekvivalensen P (| X — E(X)|> ac(X)) < % és P(|X—E(X)|< ac(X)) > 1- %
1s teljestil.

Bizonyitds: AzY = |X — E(X)| valdszindségi vdltozdra irjuk fel a 3. Tételt:
9(a)P(|X — E(X)|= a) < E(g(|X — E(X)])).

Ekkor ha a g(x) = 2%, ha x > 0, egyébként 0 figgvényt irjuk be (ami monoton
nové):

a’P(|X — E(X)|> a) < E(|X - E(X)])?) = E(X - E(X))*) = ¢*(X).

Andrds és Bibor jdatszanak eqy jdatékot: dobnak eqy szabalyos kockdval, és ha
a kapott X szdam magyobb, mint 3, akkor Andrds fizet Bibornak X — % eurot,
ellenkezd esetben Bibor fizet Andrdsnak % — X eurdt. Adjunk felsé korldtot
annak a valdszintségére, hogy legalabb masfél eurs cserél gazddt egqy dobdsndl!
Kordabban mdr kiszamoltuk, hogy a kockadobds szordsa % Ekkor a kérdéses
valosziniség

35)2 2
PX - B2 15 < G2) _ (%)
Ez megint nem érdekes becslés, hiszen nagyobb mint 1 (mikizben a kérdéses
valdsziniiség 2).

Nézziik az el6z6 példdban latott Y valosziniiségi valtozot a hibds ledek szamdra,
és becsiljiik meg ugyanazt a valdszindiséget. Ez esetben (kihaszndlva, hogy az
{Y — 1000 < —4000} lehetetlen esemény):

P(Y >5000) = P(Y — 1000 > 4000) = P(|Y" — 1000|> 4000).
Ekkor felirva a Csebisev-egyenlétlenséget (o*(X) = 100000 - 0,01 - 0,99):

990

PY —1 > 4 <
(| 000|> 4000) < 10002

= 0,000061875.
Ldthato, hogy most a Markov-egyenlotlenséggel kapott 0,2-es becslésnél sokkal
erdsebb felsd korldtot kaptunk.

Sokszor nem egyetlen véletlenen alapulé értékre vagyunk kivancsiak, inkabb
értékek egy halmaziara. Ezt tipikusan vektorban taroljuk. Igy jutunk el a valé-
szintiségi vektorvaltozokhoz.



5. Definicié. Egy X € Q — R” figgvény valésziniiségi vektorvaltozé (X =
(X1, X2,..,X,)), ha az A = {X < z} esemény megfigyelhetd barmely x € R™
esetén (r <y azt jelenti, hogy minden i koordindtdban x; < y;).

Az X valészfm’lségz’ vektorvdltozo eloszlasfiiggvénye az az R™ — R fiiggvény,
amire:

Fx(z) =P(X <z)=P(X) <21,X3 <22,...., Xpp < ).

6. Tulajdonsag(ok). Az aldbbi tulajdonsdgok minden valdszindségi vektorvdl-
toz6 eloszldsfiiggvényére igazak (x — y — 0 azt jelenti, hogy minden egyes koor-
dindta balrdl tart a mdsikhoz):

1. monoton novekvd: ha x <y, akkor Fx(z) < Fx(y),

2. balrol folytonos: limy ., o Fx(z) = Fx(y),

3. ha az egyik koordindta tart minusz végtelenhez, akkor az értéke 0-hoz tart:
Vi: limg, oo Fx (21, 22,...,2,) =0,

4. ha minden koordindta tart a végtelenhez, akkor az értéke 1-hez tart:
limys.z; 500 Fix (21, T2, ..., Tp) = 1.

Dobjunk két kockdval, és legyen az Xy wvaldsziniségi valtozé a magyobbik,
Xy pedig a kisebbik dobds értéke. Az X = (X1, X2) valdszindiségi vektorvdltozd
eloszlasa az alabbi tablazatbol kiolvashato:
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Ahogy kordbban is ldttuk, a diszkrét esetben nem kényelmes az eloszldsfligguény
megaddsa, ezért itt is csak a valdszintségekkel adtuk meg az eloszlast.

Nézziink egy folytonos esetet is. Legyen X,Y € U(0,1) két eqgymdstol figget-
lendl vdlasztott érték. Mi lesz az egytttes eloszlasfiiggvényiik?

Fixyy(z,y) =P(X <2,Y <y)=P(X <z)PY <y)=zy,ha0<2z,y<1



ha x < 0 vagy y < 0 akkor az értéke 0, ha x > 1,y € [0, 1] akkor az értéke y, ha
y > 1,z € [0,1] akkor az értéke x, ha pedig 1 < x,y akkor az értéke 1. Persze
mindezt kicsit egyszeribben igy is irhatnank:

Fix,yy(z,y) = max{0, min{1,z}} - max{0, min{1,y}}.

v

7. Kovetkezmény. Az el6z6 tulajdonsagok szerint eqy valdsziniiségi vektorvdl-
tozo minden koordindtdja valdsziniiségi valtozo. Amikor a koordindtdkban sze-
repld valdszinidségi vdltozokrol beszélink, akkor a vektorvdltozo eloszldsfiiggvé-
nyét az egyiittes eloszlasfiiggvényiknek nevezzik. Ha a vektor koordindtdi-
nak egy részhalmazdanak az eloszldsdrol beszéliink, akkor ezt vetiileti eloszlasnak
(vagy peremeloszlasnak) hivjuk.

Nézziik meg az el6z0 példdban szerepld két kockds valosziniiségi vektorvdltozot.
Diszkrét kétdimenzios esetben a fentihez hasonlo tablazatbol konnyen szamolhato
a két vetiileti eloszlds, méghozza a sordsszegek és oszlopdsszegek segitségével:
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A tablizat minden sordnak utolsé eleme annak a valészinidsége, hogy Xo
megegyezik a sor elsé elemével, mig a tdblazat minden oszlopanak utolsé eleme
annak a valdszinisége, hogy X1 megegyezik az oszlop elsé elemével.

8. Tétel. Az egyiittes eloszldsbdl egqyértelmien meghatdrozhatdk a vetiileti elosz-
ldsok (de ez forditva nem igaz). Pontosabban, ha I = {i1,1s,...ix} részhalmaza
{1,2,...,n}-nek, akkor

vzg[h;lll_)oo Fz(wl,xg, ,l'n) = F(Xh;Xiz,-u,Xik)(mil’z’i27 ...,l‘ik)



Nézziink egy példdat arra, hogy visszafelé nem lehet kévetkeztetni a vetiileti el-
oszlasokbol. Tegyiik fel, hogy ismerjik két 0.5 valdsziniiségl esemény indikdtor
vdaltozdjat: 1,1 € I(%) Mi lehet az egyiittes eloszldsuk? A két esemény akdr
meg is eqyezhet, de lehet eqgymds komplementere is. Ezt a két lehetdséget mutatja
az aldbbi két tdblazat.

IBIA012 IBIA012
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Latszik, hogy a vetiileti eloszldsok megegyeznek (utolsé sor és utolsé oszlop), de
az eqgylittes eloszlds teljesen mds.

Most végre minden eszkoziink megvan ahhoz, hogy precizen is definialjuk
a fuggetlenséget, amit korabban maér oly sok esetben feltételeztiink valamilyen
moédon. Emlékezziink az események fiiggetlenségére: A és B pontosan akkor
fiiggetlen, ha P(AB) = P(A)P(B).

9. Definicié. Az X és Y waldsziniiségi vdltozok pontosan akkor fliiggetlenek,
ha barmely z,y valds szampdrra Fx y(x,y) = Fx(z)Fy (y).

Vegyiik észre, hogy ez az eloszlasfliggvények definicija szerint azzal ekvivalens,
hogy P(X < z,Y <y) = P(X <x)P(Y <y). Egy nem sokkal ezelétti példaban
ezt mar ki is haszndltuk, amikor X, Y € U(0,1) egymdstdl fiiggetleniil vdlasztott
szamokrol beszéltink.

Ez pedig azt jelenti, hogy két valdszinliségi valtozd pontosan akkor fiiggetlen,
ha az egyik segitségével definialt barmely megfigyelheté esemény fliggetlen a
masik segitségével definialt barmely megfigyelhetd eseménytél. Ez a definici6 az
alabbi két médon terjeszthetd ki 2-nél magasabb dimenziéra (azaz 2-nél t6bb
valészintiségi valtozora).

10. Definicié. Az X, X, ..., X, valdszinidségi valtozok pontosan akkor paron-
ként fiiggetlenek, ha bdrmely X;, X; pdr figgetlen (i # 7).

11. Definicié. Az X1, Xo, ..., X,, valdsziniségi valtozok pontosan akkor telje-
sen fiiggetlenek, ha biarmely I = {iy,ia,...ix} részhalmazdra {1,2,...,n}-nek,
és barmely {x;,, Tiy, ..., ;) } valds szamsorozatra

F(XileiQyanik)(xil y Ligy ey xik) = HiEIFXi (331)



12. Kovetkezmény. Ha az X1, Xo, ..., X,, valdsziniiségi valtozok teljesen fiig-
getlenek, akkor az egyiittes eloszlas szamithato a vetiileti eloszldsokbdl:

n

F(X17X27--~7Xn)(x1’x2’ axn) = Hl:lFXi (‘rl)

Az altalunk korabban hasznalt fliggetlenség a teljes fiiggetlenség volt, ahol
a sz0 szoros értelmében egymastdl fliggetlentil elvégzett kisérleteken definialt
valésziniiségi valtozokat vizsgaltunk. Nézziink olyan példat, amikor egyazon
kisérleten definialt valdszintiségi valtozdk fiiggetlenek:

Amikor bevezettik az események figgetlenséget (a jegyzet 3. fejezetében),
belattuk, hogy a szabdlyos kockadobds esetén az A = {5-6t vagy 6-ot dobunk} és
a B = {pdratlant dobunk} események figgetlenek. Ekkor viszont kénnyd beldtni,
hogy az 6 indikdtorvdltozoik is fliggetlenek lesznek. Vizsgdljuk ezt meg az aldabbi
tablazattal:

14
In 01| x
1 1 1
0 3062
111
3 6 2
2 1

A fiiggetlenség a diszkrét esetben azzal ekvivalens, hogy az egyes celldk tartalma
pontosan a vetileti eloszldsok megfeleld értékeinek szorzata (azaz a sorésszegének
és oszloposszegének szorzata).  Mivel ez minden egyes cellara teljesil, igy a
fentiek filiggetlenek. Példdul

1
P(I4=0Ip=0)= 3 = = P(I4, =0)P(Ig =0).

[GCIN N
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Ahogy az eléz6 néhany példaban mar lattuk, a diszkrét egyiittes eloszlas
tablazatosan megadhaté 2 valésziniiségi valtozo esetén. Altalanosan az alabbit
tekintjiik az egyiittes eloszlasnak:

13. Definicié. Az X1, Xo, ..., X,, diszkrét valdsziniiségi vdltozok egyiittes el-
oszlasa a P(X; = x1, Xy = x2,..X,, = ) tipusd valdsziniiségek osszessége.
Ha I = {iy,4,...ix} részhalmaza {1,2,...,n}-nek, akkor a P(X;, = x;,,X;, =
Tiyy . X, = ;) valdszindségek osszessége egy vetiileti eloszldst hatdroz meg.

14. Kovetkezmény. A diszkrét eloszlds dsszes valdsziniségét dsszegezve 1-et
kapunk (hiszen az a biztos esemény valdsziniisége).



Ahogy mar az eléz6d példaban is kihasznaltuk, diszkrét esetben a fiiggetlen-
séget egyszerlibb a valésziniliségeken ellendrizni, nem pedig az eloszlasfiiggvé-
nyeken. Ezt az alabbi tétel miatt tehetjiikk meg:

15. Tétel. Az X, és Xo diszkrét valésziniiségi valtozok pontosan akkor figget-
lenek, ha bdrmely x1,xs valds szampdrra

P(X1 = $1,X2 = 132) = P(X1 = [El)P(XQ = 172).

Ebbél a paronként fliggetlenség egyértelmiien ellenérizhetd, de a teljesen flg-
getlenséghez az alabbira van sziikség:

16. Tétel. Az X1, X, ..., X, diszkrét valdszintiségi vdltozok pontosan akkor tel-
jesen figgetlenek, ha barmely I = {iy1,ia,...ix} részhalmazdra {1,2,...,n}-nek,
és barmely {x;,, Tiy, ..., ;) } valds szamsorozatra

P(HjEIXj = ZL']‘) = HjEIP(Xj = £Cj).

Emlékezziink, hogy egy folytonos valdszintiségi valtozo eloszldsat legjobban
a slrliségfiiggvényének segitségével tudtuk jellemezni. A tobbdimenzids esetre
is tudunk stiriiségfiiggvényt bevezetni, az aldbbi médon:

17. Definicié. Az X1, X, ..., X, folytonos valdsziniiségi vdltozok egyiittes sii-
riiségfiiggvénye az f(x, x,,..x,)(T1, T2, ..., 2,) t6bbvdltozds integrdlhato fiigg-
vény, ha

Fix, xs,...x,)(T1, 22, ..., Tn) =

1 T2 Tn
:/ / / f(X1,X27...,Xn)(ylay2,"',yn) dyndy"—ldyl
—oo0 J—o0o —o0

Legyenek X,Y,Z € U(0,1) figgetlen valdszintiségi vdltozdk. Ekkor az egyiit-
tes eloszlasuk:

Fixyz(2,y,2)=PX <xY <y Z<z)=PX<x)P(Y <y)P(Z < z).
Mindez a lényeges részen, azaz ahol 0 < x,y,z < 1
Fixvz(xyz) =z y- =z
Kinnyen ldthato, hogy ekkor az f(x y,z)(x,y,2) =1 ahol 0 < z,y,z < 1 (egyéb-
ként 0) megfeleld egyiittes siriségfiigguény.

Persze a stirliségfiiggvény nem egyértelm, igy itt is érdemes kikétni, hogy
szeretnénk minél kevesebb szakaddsu stirliségfiiggvényt vilasztani (azaz csak ott
szakadhat ahol sziikséges). Ez azt jelenti, hogy az eloszlasfiiggvény folytonossagi
pontjaiban a stirtiségfiiggvény értéke az eloszlasfiiggvény derivaltjaként kaphato
meg (az Osszes valtozo6 szerint derivalunk).



18. Definicié. Az X, Xo, ..., X, folytonos valdsziniiségi vdltozok egyiittes stiri-
ségfiigguényének egy k-dimenzios vetiileti stirtiségfiiggvénye az X, , Xi,, ... Xi,
vdltozok egyiittes striségfiggvénye (ha {i1,ia,...ix} részhalmaza {1,2,...,n}-
nek).

Az eléz6 példaban ldtott X,Y,Z € U(0,1) figgetlen valdszindiségi vdltozdk
egyiittes eloszldsfiigguényét lattuk, hogy F(xy,z)(x,y,2) = x -y -z (a lényeges
részen). Ugyan azzal a szdmoldsi menettel beldthatd, hogy az (X,Y) 2-dimenzids
vetiileti eloszldsfiigguény F(x yy(w,y) = @ -y (a lényeges részen). FEkkor az
fxvz)(@,y,2) = 1 egyiittes siiriiségfiigguényhez nagyon hasonlé lesz a vetiileti
stiriségfigguény: fixyy(z,y) =1 (ahol 0 < x,y < 1,egyébként 0).

19. Kovetkezmény. A siriségfiggvényt a teljes tartomdnyon integrdalva 1-et
kapunk (hiszen ez az integrdl a biztos esemény valdszindisége). A striségfigg-
vény nemnegativ (csak akkor lehetne negativ, ha nem kétnénk meg a minimdlis
szakaddsi szdmot).

A kordbbi példakban latott X,Y,7Z € U(0,1) figgetlen valdsziniiségi valtozdk
egyiittes siiriségfigguényérdl lattuk, hogy f(x,v,z)(x,y,2) = 1 (ahol 0 < z,y,z <
1,eqyébként 0). Szdmoljuk ki a teljes tartomdny valdszindségét:

P(Q) / / / foxvm (@ ,yzd:Ldde—///ldede—
// dydz—//ldydz—/[]odz—/o1dz:[]0:1.

A vetiileti stirliségfiiggvény konnyen szamolhatd az egytittesbél, csupan a
felesleges valtozok szerint ki kell integralnunk a teljes tartomanyon:

20. Tétel. Ha {iy,io,...ix} mészhalmaza {1,2,...,n}-nek, és a komplementer
részhalmaz {j1, jo, .., jn—k }- Ekkor:

f(X X,‘k)(yiuyim'“ayin) =

i1 127-“7

=/ / / Jx1, Xo X)WL, Y2, s Yn) Ay Ay, - dy;, -

Az eléz6 példdkban latott X,Y,Z € U(0,1) fuggetlen valdszindségi valtozdk
egyiittes striségfiggvénye f(x y,z)(w,y,2) = 1 (ahol 0 < x,y,z < 1,egyébként
0), és az (X,Y) vetiileti stiriségfiggvény: fixy)(x,y) = 1 (ahol 0 < z,y <
1,eqyébként 0). Ellendrizzik ezt le a tétel szerint is:

[e%s} 1
f(X,Y)(%?J) = f(X,Y,Z) (r,y,2)dz = / ldz = [Z](l) =1
—00 0



A folytonos valbszintliségi valtozdk fiiggetlenségét sem mindig érdemes a de-
finicié alapjan (azaz az eloszlasfiiggvényekbdl) megallapitani, itt azzal ekviva-
lensen a stiriiségfiiggvények tudnak segiteni:

21. Tétel. Az Xy és Xo folytonos valdsziniiségi vdltozok pontosan akkor fiig-
getlenek, ha barmely x1,x2 valds szdmpdrra fix, x,)(T1,22) = fx,(71) fx,(72).

Ebbol a tételbdl mdr egyértelmivé vdalhat mindenki szamdra, hogy az eddigi
példdink, ahol a figgetlen X,Y,Z € U(0, 1) valdsziniségi viltozokat vizsgaltuk,
miért eqyszerisoditt le ennyire. Az egyittes striségfigguény egyszeriien az is-
mert striségfigguények szorzata:

f(X,Y,Z)(xvva) = fX($)fY(y)fZ(Z) =1 ((lhOl 0< .Y,z < 1,€gyébk€/’ﬂt 0)

Valbjaban az el6z6 tételnél tobbet hasznéaltunk ki a példdban, hiszen nem
ketté, hanem hdrom valtozd egyiittes sliriiségfiiggvényét bontottuk szorzatra.
Ugyan a tétel jol hasznalhaté a paronként fiiggetlenség ellenérzésére és felhasz-
néldsara, de a teljesen fiiggetlenséghez az aldbbira van sziikség (és ez az amit a
fenti példa is haszndlt):

22. Tétel. Az X1, Xo, ..., X, folytonos wvaldsziniségi vdltozék pontosan akkor
teljesen figgetlenek, ha barmely I = {4, 12, ...ix } részhalmazdra {1,2,...,n}-nek,
és barmely {x;,, Ti,, ..., x;,, } valds szdmsorozatra

foxi Xy i) @iy Ty i) = Wier fx, ().

Az eddigi széhasznalatunk, amikor valésziniiségi valtozdkrol fiiggetlenséget
feltételeztiink, az val6jaban mindig a teljes fiiggetlenség volt. Innentdl kezdve
precizen, minden esetben kiirjuk a fiiggetlenség tipusat.

Amennyiben az eldz6 példakban pdronként figgetlen (de nem feltétlen teljesen
fiiggetlen) X, Y, Z € U(0,1) wvaldszintiségi valtozdkat vizsgdaltunk volna, akkor
lehetne kozottik valamilyen fiiggés. Példdul Z bindrisan felirva lehetne az X
és'Y bindris alakjainak bitenkénti XOR-ja (kizdrd vagy). Beldthatd, hogy ekkor
tényleg Z is U(0,1) eloszldsi, és harman pdronként figgetlenek. Azonban az
egytittes eloszldsuk és striségfigguényik ez esetben nem egyezne meg a fent
kiszamitottal: példdul

113 1 11 3
F 22 =z xZ.2.2 )
(X.Y,2) (27 5’ 4> 1 e ;

hiszen ha X ésY is kisebb mint %, akkor Z nem lehet nagyobb, mint % (az elsd

biten alkalmazott kizdré vagy miatt).
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2. Konvolucié. Valtozdk linearis kombinaciéja-
nak varhaté értéke, fiiggetlen valtozok Ossze-
gének, kiilonbségének szoérasa.

Az egyiittes eloszlasok ismerete lehetdséget ad arra, hogy ne csak fiiggetlen valé-
szintiségi valtozdk esetén mondhassunk valamit a beldlik képzett valdszintiségi
valtozokrél. A legegyszer(ibb ilyen eset két valOszintiségi valtozo Osszege, mas
néven konvolicidja.

23. Tétel. Ha X ésY diszkrét valoszintségi valtozok, és Z = X +Y, akkor
P(Z=2z= Y P(X=zY=z-x).

rERXx

24. Tétel. Ha X ésY folytonos valdszintségi valtozok, egyiittes striiségfiiggué-
nyik fixyvy(x,y) és Z =X +Y, akkor

fZ(Z) = /_ f(X7y) (t, z— t)dt.

25. Kovetkezmény. Ha X ésY figgetlenek, akkor diszkrét esetben

P(X+Y =2 =Y PX=z)P(Y=z-u1),
rE€ERXx

mig folytonos esetben

fX+Y(Z) = [OO f(X)(t)fy(Z — t)dt.

Korabban mdr vizsgdltuk a példat, amiben két szabalyos kockdval dobunk, és
X1 a nagyobbik, Xo pedig a kisebbik értéke. Az X = (X1, Xs) valdszintiséygi
vektorvdltozo eloszldsa az aldbbi tablazatbol kiolvashato:

X 1 =
X, 1123|4516
1 12 lz2]2]=2]=2
36 36 36 36 36 36
1 2 2 2 2
2 0 13 |3 | 36 | 36 | 36
1 2 2 2
3 0190 13 |3 |36 |3
1 2
4 olololL]2]2
1 2
5 olololol|&]2
. 1
6 ololololfol]|L
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Ekkor az X1 + Xo eloszlasa a 23. Tétel képletének segitségével pont a balrol
jobbra emelkedd datlok osszegzésével szamolhato. Példdul

P(X1+X2=6) = P(X; =1, X5 = 5)+P(X; =2, Xy = 4)+P(X, =3, X, = 3)+

1 2 2 5
+P(X1—4,X2—2)+P(X1—57X2—1)—0+0+%+%+%—%.

Xi+Xo | 2 3| 4 ) 6 7|8 9 | 10 | 11 | 12

P()Lliiiiiiill

Nézziink eqy folytonos példdt is. Legyen az X és'Y folytonos valdsziniségi
vdltozok egyiittes siiriségfiggvénye fix y)(z,y) =4z -y ha 0 <z,y <1 (egyéb-
ként 0). Milesz az X +Y striségfiigguénye?

A striségfiggvényt a 24. Tétel képletének segitségével hatdrozhatjuk meg:

oo min(1,z)
fz(z) = / fixyy(t,z —t)dt = / 4t(z — t)dt.

max(0,z—1)

Figyeljik meg, hogy az integrdldsi hatdrok elbonyolodtak. Mivel a striség-
figguény mindkét valtozdjaban 0 és 1 kozott velt csak fel nem O értéket, igy a
konvoliucios képlet behelyettesitésénél figyelni kellett, hogy az aldbbi négy kritéri-
um teljesiljon: 0 <t; 1 >t; 0<z—1t; 1>z —1t. Ez a négy feltétel hatdarozta
meg az integraldsi hatdrokat. Igy két esetre bomlik az integrdl:

: 451" 4 2
0<z<1:fz(z)= / 4t(z —t)dt = {2t22 - t?’} =223 -~ =223
; 3, 3° 73

1

1<2<2:fz(2)= [2t2z— ;ltg} =2z — % — (22(2’ —1)? - %(z - 1)3> =

z—1

4 4 4
:2z—3—(2z3—422+22—3z3+4z2—4z+3> =

4 8 2 8

:_23 =3 4_7:4 =23 _°F

27+ 32 +4z 3 z 32 3
Vegyiik észre, hogy X ésY fiiggetlenek, hiszen a 20. Tétel szerint fx(x) =
fol drydy = [2yx]y = 22 (ahol 0 < x < 1, egyébként 0) és szimmetrikusan
fr(y) = fol dzydr = [22%y]y = 2y (ahol 0 < y < 1, egyébként0), azaz az egyiittes
stirtségfigguény tényleg a vetileti siriségfiggvények szorzata (4ay = 2x - 2y).
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Ennek megfelelden alkalmazhato a 25. Kovetkezmény. Ldthatjuk, hogy a fenti
integralas esetén ez csak annyit jelent, hogy 4t(z —t) = 2t - 2(z — ).

Ha az 6sszegnél bonyolultabb dolgot szeretnénk miivelni a valészintiségi val-
tozéinkkal, arra is vannak megfelel6 képletek, de ezekre nem érdemes id6t szanni,
mivel a bizonyitasuk révidebb, mint a képletiikk. Amire még sziikségiink lehet,
az valoszinliségi valtozokbdl generalt valdszintiségi valtozd varhatd értéke. Ez
teljesen analég modon kezelhet6 az 1 dimenzids esettel:

26. Tétel. Legyenek X1, Xo, ..., X, valdszindségi viltozok, X = (X1, Xo, ..., X;)
és Y = g(X) wvaldsziniiségi vdltozd (ahol g : R™ — R fiigguény), aminek létezik
vdrhato értéke.

e Ha X1, Xs,...,X,, folytonosak, akkor E(Y') =
/ / / g(x1, 22, ..., xn) - fx(z1,22, ..., 2n)dx1do . . . day.

e Ha X1, Xo,..., X, diszkrétek, akkor E(Y) =

Z g(x1, w2, 2n) - P(Xy = 21, Xo = 29, ..., Xpy = 20).

(z1,22,.,2n ) ERX

Emlékezziink a teljes valoszinliség tételére, ami azt mondta ki, hogy teljes
eseményrendszer mentén feldarabolva egy eseményt, a valdszinliségét megkap-
hatjuk a darabok valészinliségeinek 6sszegébdl. Az elézd tételt felhasznalva
bebizonyithatjuk ennek a tételnek egy folytonos alakjat. Ehhez sziikségiink lesz
még a feltételes valosziniliség kiterjesztésére:

27. Definicié. P(A|X =z) = lim. 0 P(Alz < X <z +¢)

c sz

folytonos X eloszlds esetén az X = x eseményre feltételezni, hiszen az 0 valé-
szinliségili. Ezt felhasznalva mar felirhatjuk a teljes valésziniiség tétel folytonos
alakjat:

28. Tétel. (Folytonos Teljes Valdsziniiség Tétel) Legyen X folytonos valdszind-
ségi vektorvdltozo fx(x) siriségfiggvénnyel. Ekkor barmely A eseményre igaz
az aldbbi:

P(A) = / N P(AIX = z)fx(z)dz.

— 00
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Bizonyitds: Haszaljuk fel a 26. Tételt g(x) = P(A|X = z) esetén:

oo

E(PAX = X)) = [ PAIX =2)- fx(a)de

—00

A bal oldalt jobban meguizsgdlva pontosan a tétel képletét kapjuk, mivel X =
X a biztos esemény, mdsrészt pedig konstansnak a vdrhato értéke d6nmaga.

A Mosé mdrkdji mosdgépek dtlagosan 2 évig birjdk az elsé meghibdsoddsig.
Andrds és Bibor egyszerre vettek mosdgépet. Mi annak a valdszinidsége, hogy
Bibor gépe legalabb 2 évvel késébb lesz eldszor hibas, mint ahogy Andrasé?
Legyen A waldszintségi vdaltozo Andrds, B pedig Bibor gépének elsé meghibdso-
ddsdnak ideje, ekkor A,B € Ez:p(%) Legyen a C' esemény, hogy Bibor gépe
legalabb két évvel tovabb birja (C = {A+ 2 < B}). Haszndljuk fel a folytonos
teljes valosziniség tételt:

P“U:[%PK%hWﬁMW%zAwPM<b—%;fﬁ%:

Irjuk be a valdszintiséget az exponencidlis eloszlds eloszldsfigguényének se-
gitségéuvel, de figyeljiink, hogy b < 2 esetén 0-lesz (azaz az integrdldsi hatdron is
mddositanunk kell):

:/ (1—67%(1)72))%67%176”):%/ em2b —ebHlgh =
2 2

1, 1
2¢ )" 3

Mindezt az érokifjusdg felhaszndldsdval egyszeribben is ki tudjuk szamolni, ha
a folytonos teljes wvaldsziniiség tétel eldtt még alkalmazunk eqy diszkrét teljes
valdszindség tételt is:

1 [ee]
== [—2 ce3b 4 e_b'*'l} =0—(—e '+
2 2

P(C) = P(C|A > B)P(A > B)+P(C|A = B)P(A = B)+P(C|A < B)P(A < B)

Most haszndljuk ki, hogy P(A = B) = 0 hiszen figgetlen, folytonos valdsziniiségi
vdltozék. Igy P(A > B) = P(A < B) = L, hiszen azonos eloszldsiak. Ekozben
P(C|A > B) = 0 hiszen ha Bibor gépe el6bb hibdsodik meg, mint Andrdsé, akkor
nem tud két évvel késébb meghibdsodni (elészor), mint Andrdsé. Most haszndljuk

fel a folytonos teljes valdsziniség tételt, de most A-ra feltételezziink:

mmzpwm<mmA<m:%/wme<3m<aA=@m@m:

—00
Most haszndljuk fel az érokifjusagot is:

—3 | Plr2<Bla<Ba@ia=y [ Pe<B)aadn-
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Mivel a valdszintiség nem fiigg a-tol, kihozhatjuk az integrdl elé. Igy azonban egy
stirtiségfiigguényt integralunk a teljes tartomanyon, ami 1:

_ %P(z < B) /_0; Fa(a)da = %P(Q <B)= 2716

29. Tétel. Legyenek X1, Xo, ..., X,, véges varhato értéki; valdsziniiségi valtozok,
€s ay,asg, ..., ay valos szamok. Ekkor

Ela X1 +aXo+ ...+ a,Xp) =a1 E(X1) + a2 E(X2) + ... + an E(X,).

FEqy szerencsejatékban egymds utdn 10-szer dobunk szabdlyos kockdval, és
minden dobds utdn megkapjuk a dobds értékének annyiszorosdt forintban, ahd-
nyadik volt a dobds. Mi a vdarhatéo X nyereménytink?

Legyen K eqy szabdlyos kockadobds értéke. A fenti tétel alapjin a kérdéses
varhato érték az aldbbi:

E(X) = BE(K) +2E(K) + ... + 10(E(K)) = 55E(K) = 55; =1925

Azaz ha mondjuk 190 forint lenne a beszdllo a jatékba, akkor megérné jatszani,
mig 195 forintért mdr nem.

Hasonl6t mar kordbban is emlitettiink, hogy a varhaté érték oOsszegre és
konstansszorosra jol viselkedik. Most nézziik meg, hogy mi a helyzet, ha nem
konstanssal, hanem maésik valdszinliségi valtozdval akarnank szorozni:

30. Tétel. Legyenek X1, X, ..., X, teljesen fiiggetlen, véges vdrhato értékid va-
loszindiségi vdltozok. Ekkor

B(ITL, X;) = I, B(X,).

Egy szerencsejdatékban egymds utdn 10-szer dobunk szabdlyos kockdval (egy-
mastdl teljesen figgetlenil), és az X nyereményiink a dobasok szorzata. Mi a
varhato nyereményink?

Legyen K egy szabalyos kockadobds értéke. A fenti télel alapjin a kérdéses
varhato érték az aldbbi:

10
E(X)=E(K)" = <;> = 275854,74

Azaz ha mondjuk 276 ezer forint lenne a beszdllo a jdtékba, akkor nem érné
meg jdtszani, mig 275 ezer forintért mar igen (feltéve, hogy merink kockdztatni
ekkora dsszeget).
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Transzformalt valésziniiségi valtozé szérasat vizsgalva csak azt lattuk kordb-
ban, hogy a konstans szorzd abszolit értékben kiszervezhets (és hogy additiv
konstans eltiinik). Még val6szinliségi valtozdk Osszegére sem tudtunk mit mon-
dani, azonban az el6z6 tételt felhasznalva mar adodik az alabbi:

31. Tétel. Legyenek X1, Xo, ..., X, pdronként figgetlen, véges szordsi valészi-
niségi valtozok és ay,as, ..., a, valos szamok. FEkkor

o2 (a1 X1+ aaXo + .. + anXy,) = a30(X1) + a20?(X2) + ... + a20%(X,).

Ennek a tételnek a segitségével az el6z6 példa jdtékdanak szordsdt mem fog-
juk tudni meghatarozni, de az azeldttiét igen. Azaz egymds utan 10-szer dobunk
szabdlyos kockaval, és minden dobas utan megkapjuk o dobas értékének annyiszo-
rosat forintban, ahdnyadik volt a dobas. Ekkor a fenti tétel alapjan a nyeremény
szorasnégyzete az aldbbi:

Qr

0%(X) = 0*(K) 4+ 40*(K) + ... + 1000*(K) = 38502 (K) = 385% ~ 1122,92

A fejezetet nevezetes konvoltuciokkal zarjuk:

32. Tétel. Legyenek X € Bin(ny,p) ésY € Bin(na,p) figgetlen valdszindségi
valtozok. Ekkor X +Y € Bin(ny + ne,p).

33. Tétel. Legyenck X € Poi(A\1) ésY € Poi(X2) figgetlen valdsziniiségi vdl-
tozdk. Ekkor X +Y € Poi(A1 + A2).

34. Tétel. Legyenek X € N(u1,01) ésY € N(ua,02) figgetlen valdsziniiségi
vdltozok. Ekkor X +Y € N(p1 + p2,\/0} + 03).

3. Kovariancia, korrelaciés egyiitthat6. A korre-
laciés egyiitthaté és a kovariancia tulajdonsa-
gai. Kapcsolat a fiiggetlenség és a korrelalat-
lansag kozott.

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy tobb valdsziniiségi valtozé viszonya lehet fiig-
getlen és nem fliggetlen. A fliggetlenség esetén a peremeloszlasok definialjdk az
egylittest, de ha nem fliggetlenek, akkor csak az egylittes eloszlas segitségével
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tudunk Gsszetett eseményeket vizsgalni (azaz olyan eseményeket, amik mindket-
t8 valtozo6 értékétdl fiiggnek). Arrdl eddig nem esett sz6, hogy milyen mértékii
a fliggés.

Legyen X ésY két (0,1)-en egyenletes eloszldsi fiiggetlen valészindiségi val-
tozo. Ha Z1 = X, akkor egyértelmi, hogy X és Z1 nem fiiggetlen, st naivan azt
mondandnk, hogy nagyon erds a figgés kettejik kozott. Ha Zo = %OX + %Y,
akkor X és Zo kozott kisebb mértékii a fliggés, mint' Y és Zy kézott, és mindkettd
kisebb, mint az X és Zy kézotti. (Konnyd ldtni, hogy Zs € (0,1), de ez sajnos
nem lesz egyenletes.)

A kovetkez6 definicidok segitségével egyfajta mértéket kapunk az Gsszefiiggs-
ségre.

35. Definicié. Legyen X ésY két valosziniségi valtozo, aminek létezik szordsa.
Ekkor az X ésY kovarianciaja:
cov(X,Y)=E(X —-EX)-(Y —EY)).

Nem véletlen, ha ez a formula emlékeztet minket valamire, hiszen a széras-
négyzet definicigja nagyon hasonlé:

36. Kovetkezmény. cov(X, X) = o?(X)

Bizonyitds:

cov(X,X)=E((X —EX)- (X —EX))=E (X — EX)*) = 0c*(X)
A szérasnégyzet képletét egyszertien atalakitottuk a Steiner-formuléval, ami-
vel analég médon most is ekvivalens formulat kaphatunk:
37. Kovetkezmény. (Steiner) cov(X,Y)=E(XY)—- EXEY
Bizonyitas: A vdrhato érték linearitasat felhaszndlva
cov(X,Y)=FE(X —-EX)-(Y—-EY))=E(XY -YEX - XEY + EXEY) =
=F(XY)-E(YEX)—-EXEY)+ E(EXEY)=FE(XY)—- EXEY.

Az aldbbi tulajdonsdgok mind egyszerii kovetkezményei a varhaté érték tu-
lajdonsagainak.
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38. Tulajdonsag(ok). Legyenek a,b,c,d valds szamok, és X,Y,Z hdrom va-
l0szintiségi vdltozo, aminek létezik szordsa. Ekkor:

1. cov(X,Y) = cov(Y, X),

(X,

cov(aX +b,cY +d)=a-c-cov(X,Y),
(X,a) =

cov(X +Y,Z) =cov(X,Z)+ cov(Y, Z).

ov

*.“?'Sfﬁ

Ahogy maéar emlitettiik, a kovariancia egyfajta fiiggéségi mérték, igy nem
meglep6 az alabbi kévetkezmény:

39. Kovetkezmény. Ha X ésY figgetlenek, akkor cov(X,Y) =0

Bizonyitdas: A figgetlenség miatt E(XY) = EXFEY, igy:

cov(X,Y) = BE(XY) — EXEY = EXEY — EXEY = 0.

Legyenek X,Y, Z1,Z5 az elozo példaban definidlt wlmzmuség7’ valtozok. Tud-
juk, hoqy ezek vdrhato ert()k’e =, XY, 7, szomsn()qyzete =5 €s madsodik momen-

tuma L (hiszen Stemer—f()rmula segitségével L 5 (5) ). Ek‘k:or

3
cov(X,Y) =0,
) 1
cov(X, Z1) = cov(X, X) =0°(X) = o
1 9 1
cov(X,Zs) = E(XZy) — EXEZy = E(X(EX =+ EY)) - =
1 1 1 1 1
E(X2)+9EXEY—————— —,
10 10 4 30 40 120
1 1
cov(Y,Zy) = E(YZy) — EYEZy = E(Y(loX + 190Y)) 1=
9 1 1 9 1 9
~Llexpys 2pyy-_toLlp2 19
10 N 10 (¥%) 4 40 o 30 4 120

Ez egész kizel dll a naiv elképzelésiinkhéz, mert tényleg pontosan akkor nagyobb
az érték, amikor nagyobb dsszefliggést gondoltunk. Azonban jobban drilnénk,
ha X-nek az onmagdval vett Gsszefiiggése nem % volna, hanem valami X -tél
fliggetlen konstans.

Az aldbbi definicid egyfajta normadlasa a kovariancianak, igy dltalanosabban
tekintheto Osszefiiggdségi mértéknek:
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40. Definicié. Legyen X ésY két valdsziniségi valtozd, aminek létezik szordsa,
és ox,oy > 0. Ekkor az X ésY korrelaciés egyiitthatdja:

_cov(X,Y)
REY) = T Xev)

41. Kovetkezmény. R(X,X) =1

Bizonyitas:
_cov(X, X))  o*(X)
R(X, X) = c(X)o(X) o(X)o(X)

=1

Amikor a korrelaciés egyiitthato értéke 0, akkor azt mondjuk, hogy a valo-
szinliségi valtozdk korrelalatlanok.

42. Kovetkezmény. Ha X és Y pozitiv szérdsu figgetlenek, akkor korreldlat-
lanok is (azaz R(X,Y) =0).

Bizonyitas: A figgetlenség miatt cov(X,Y) =0, amibél azonnal lathato, hogy a
korreldcios egytitthato is 0.

Legyenek az X,Y, Z1, Zs az elézd példakban latott valosziniségi valtozok. A
kovariancidkat mdr kiszamoltuk, igy a korreldcios egyiitthatok a szérdsok segit-
ségével kénnyen szamolhatok. Zs szordasnégyzete:

1 81 82 41
27—~ g2x 4 Oty O 2
7742 = 1507+ T 1007 1200 — 600
cov(X,Y)
X y)= A1)
X, X L
R(X,Z1)ZCOUX( ,X) =12 -
o(X)olX) " 757
cov(X, Zs) ﬁ 1
R X, Z = f— f— s
K2) = Ro(ze) - L [ V=
V12 \/ 600
cov(Y, Zs) > 9
R(Y, Zy) = _ )
V2) = ez - L o e
V13 \/ 600

Ezek a szamok mdr pontosabban irjak le, amit szerettiink volna, ahol 1 jelenti a
teljes fiiggést. (Figyeljik meg, hogy Zo-nek két eqymdstdl fiiggetlen valdszindiségi

ez

az elképzeléseinknek.)
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Sajnos a kovariancia és korrelacié mindezek ellenére nem tokéletes a fiigget-
lenség mérésére, mert a 42. Kovetkezmény megforditdsa nem igaz.

43. Tétel. Annak ellenére, hogy R(X,Y) = 0, lehetséges, hogy X és' Y nem
figgetlen.

Bizonyitds: Nézzink eqy példdat, ami igazolja a tétel dllitdasat:
Legyen X € U(—1,1) ésY = X?2. Ekkor természetesen X ésY nem fiiggetlenek,
valamint E(X) = 0. Ldssuk mi a helyzet a kovariancidval:

cov(X,Y)=E(XY) - EXEY = E(X?®) - EXE(X?) =

1 471
| t 1 1
— t3~*dt—0'EX2: — =-—-=0.
/—1 2 ( ) [8}1 8 8

Ekkor persze a korreldcio is 0.

44. Tétel. Ha X és'Y waldsziniiségi vdltozok standardizdltjai X' és'Y', akkor
R(X,Y) = cou(X',Y") = R(X",Y").

Bizonyitas:
R(X'Y') = ;(Z;(())(O_é)) = E(X/Y/>1f1EX'E Y By —0—
L ((X — EX)(Y - EY)) _E((X-EX)(Y —EY)) _
B o(X)a(Y) B o(X)a(Y) N
cov(X,Y)
a(X)o(v) ~ T

45. Tétel. Teqyiik fel, hogy az X ésY waldsziniiségi valtozoknak létezik szérdsa.
Ekkor

o (X £Y) =*(X) +*(Y) £ 2cov(X,Y).
Bizonyitds: 0?(X £Y) =
= B((X£Y)?)-E*(X+Y) = B(X?+£2XY+Y?) ~E*(X)F2EXEY - F*(Y) =

=FB(X?) - F*X)+E(Y?) - E*(Y)+2E(XY)F2EXEY =
=0%(X) + o*(Y) £ 2cov(X,Y).
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46. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy az X1, Xo, ..., Xy, valdszintségi vdltozok-
nak létezik szordsa. Ekkor

o? <ZX¢> = Z cov(X;, X;) = ZUQ(Xi) + Z cov(X;, X;).

4,j=1 i=1 i,j=1;1#]

47. Tétel. Tegyiik fel, hogy az X ésY waldsziniiségi vdltozoknak pozitiv a szo-
rdsa. Ekkor —1 < R(X,Y) < 1.

Bizonyitds: Legyen X' ésY' a két valészintiségi vdltozonk standardizdltja. Ekkor
a korabbiak szerint:

0<o*(X' £Y')=0*(X") +*(Y') + 2cov(X',Y') =24+ 2R(X,Y).

Kiilon wvizsgalva a plusz és minusz eseteket azonnal kéovetkezik, hogy —1 <

R(X,Y), és R(X,Y) < 1.

Ahogyan korabban lattuk, a korreldcié 0 értéke sziikséges, de nem elégséges
feltétele a fliggetlenségnek. Ennél szerencsésebb a helyzet a masik véglettel,
azaz amikor a korrelaci6 abszolit értéke 1:

48. Tétel. Tegyiik fel, hogy az X ésY waldsziniiségi viltozéknak pozitiv a szo-
rdsa. Ekkor R(X,Y) = +1 akkor és csak akkor teljesil, ha létezik a,b valds
szdmpdr, hogy P(Y = aX 4+ b) =1 (ahol R(X,Y) eldjele az a eldjelével egyezik
meg).

Valdszintiségi vektorvaltozok esetén a varhatd érték és a széras szerepét az
alabbi strukturdk veszik at:

49. Definicié. Az X = (X1, Xs, ..., X,) valdszindségi vektorvdltozé varhatd
érték vektora FX = (EX;,EXo,..., EX,,), kovarianciamatrixa pedig az a
mdtriz, aminek az i-edik sordnak j-edik eleme cov(X;, X;).

50. Kovetkezmény. A /6. Kovetkezmény szerint az X1, Xo, ..., X, valdszini-
ségi vdltozok dsszegének szordsnégyzete éppen a kovarianciamdtriz elemeinek az

0sszege, hiszen:
o? (Z)Q) = Z cov(X;, X;).
i=1

ij=1
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