Val6szinliségszamitas jegyzet 2. rész

1. Valészintiségi valtozd, eloszlasfiiggvény, diszk-
rét és folytonos eset. Az eloszlasfiiggvény négy
tulajdonsaga. Intervallumok valészintiségei.
Diszkrét eloszlas. Surtiségfiiggvény.

A kisérletek pontosabb megértése, vizsgalata sordn a valdszinliségek szadmitdsa
utén felmeriilnek ennél bonyolultabb kérdések, amelyek a kisérlet kimeneteleinek
egyfajta kiértékelésére vonatkoznak. Ezeknek a vizsgilatira 1j fogalmat kell
bevezetniink:

1. Definicid. Egy figgvényt, ami a kisérlet kimeneteleihez valds szamokat ren-
del, valészintiségi valtozonak neveziink, amennyiben barmilyen valds x érték-
re az az esemény, hogy ennek a figguvénynek az értéke kisebb lesz, mint =, egy
megfigyelhetd esemény. Formdlisan leirva X : Q — R akkor valdsziniségi vdl-
tozd, ha minden x-re {X < x} esemény megfigyelhetd. (Az {X < x} eseményt
sokszor nivdhalmaznak is nevezik, és {w € QX (w) < x} mddon formalizdljik.)

Tehat definialhaté olyan fliiggvény a kimeneteken, ami nem lesz valdsziniisé-
gi valtozé. Ennek ellenére az altalunk vizsgélt fliggvények mind rendelkeznek
majd ezzel a tulajdonsiggal (valds életbél szdrmazé egyszerii példan csak ilyen
meriil fel). A valdszinliségi valtozé tehdt szdmszeriisiti az eseményteret. A va-
16szintiségi valtozo értékeinek a segitségével fejeziink ki eseményeket. (Az igy
kifejezhetO események mentén egy 1j eseményteret is definidlhatunk, ami mate-
matikai modellje lesz a kisérletnek.)

A kockadobds esetén legegyszeriibb maodon gy definidlhatunk eqy X wvaldszi-
niiségi valtozot, hogy az értékének a dobds kimenetelét adjuk. Ezen feliil persze
rengeteg kiilonbozd valosziniségi vadltozo értelmezhetd ugyanezen a kisérleten.
Példdul: 'Y = pdros kimenet esetén 1, eqyébként 0; Z = prim dobds esetén 25
eqyébként a dobott érték négyzete.

Kevésbé egyértelmiiek az olyan esetek, amikor a kisérletnek nincs kéze szd-
mokhoz. Példdul ha egy napon valo esézéshez rendelek értékeket: eso esetén 0,
felhds égbolt esetén 100, napsttés esetén 500. Ha azonban gy fogalmazom meg,
hogy ez a wvaldsziniiségi valtozé a napelemem dltal termelt energiamennyiséget
adja meg, mdris ldtszik, hogy ennek a valosziniségi vdltozonak is van értelme.

2. Definicié. Fgy X wvaldsziniségi vdltozénak az eloszlasfiiggvénye Fx () =
P(X <x)



A szabalyos kockadobas esetén az elézd példaban definialt X valdszinidségi valto-
zonak adjuk meg az eloszldsfligguényét! Kénnyen ldthato, hogy az 1,2,3,4,5 és
6 értékeknél lesz csak valtozdas, ezeken a pontokon kivil nem. Az egyes interval-
lumokra a megfeleld valdszintiségeket kiszamolva megkapjuk, hogy Fx(x) = 0,
ha v <1, Fx(z) =1i/6, hat <z <i+1és1<ax <6, végil pedig Fx(xz) =1,
ha © > 6.

3. Tulajdonsag(ok). Minden Fx eloszldsfiggvény rendelkezik az aldbbi tulaj-
donsdgokkal. Ami ennél is érdekesebb, hogy tetszdleges filigguény, ami rendel-
kezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, az eloszldsfiggvény (azaz lehet hozzd megfeleld
kisérletet és valdszintiségi vdltozdt definidlni).

1. monoton novekvd: Yr1 < xo : Fx(x1) < Fx(x2)
2. balrdl folytonos: Yaxg € R : limy .- Fx () = F(x0)
3. limg—y_ooFx(x) =0

4. limg oo Fx(x) =1

Konnyen ldathato, hogy az eléz6 példaban kapott Fx teljesiti a tulajdonsdgokat.
Azt is vegytik észre, hogy F'x jobbrdl nem folytonos.

4. Tétel. Balrol zart, jobbrol nyilt intervallum valdszindsége szamithato az el-
oszldsfiigguénybdl az aldbbi képlettel (feltéve, hogy x < y valds szamok):

P(X € [z,y)) = Fx(y) — Fx(x)

Bizonyitds: Ha a jobb oldalba behelyettesitjik a definicidt, akkor a P(X < y) —
P(X < z) kifejezést kapjuk. Itt azonban a masodik esemény része az elsének, igy
a valosziniiségek kilonbsége éppen az események kiilonbségének a valdoszinisége,
azaz P(X <y és X > x). Ez pedig pontosan a keresett valosziniiség.

A szabdlyos kockadobasra ismert eloszlasfligguényiink alapjin szdmoljuk ki
annak a valdosziniségét, hogy a dobott érték nem kisebb mint 3, de kisebb mint
6: P(X €1[3,6)) = Fx(6) — Fx(3) = 23
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1.1. Diszkrét eloszlas

Azt mondjuk, hogy egy X valészinliségi valtozé diszkrét, ha legfeljebb meg-
szamlalhatéan sok kiillonb6zo értéket vehet fel. Diszkrét valdszintiségi valtozo
eloszlasfiiggvénye egyértelmiien szdmolhaté a p; = P(X = i) értékekbdl (az



Osszes lehetséges i € Ry értékre megadjuk p; értéket). Ezt az informéciét egy-
szerlibb is kezelni, ezt hivjuk a diszkrét valészintiségi valtozé eloszlasanak.

Gondoljuk végig, hogy miként néz ki egy diszkrét valdsziniiségi valtozo elosz-
lasfiiggvénye: A kockadobdsos példakon is lattuk, hogy a lehetséges értékeknél
szakadésa van a fiiggvénynek, ezeken a helyeken kiviil viszont konstans (ha ko-
ordindtarendszerben abrdzolndnk, akkor vizszintes vonal lenne). A szakadasok
nagysiga minden esetben az értékhez tartozé valdsziniliség (azaz i-ben a sza-
kadas nagysdga Fx (i + 0) — Fx (i) = p;). A szakadasi helyeken felvett érték
a balrél folytonossignak megfeleléen a korabbi érték (nem pedig a valészini-
séggel megnovelt). Az ezekkel a tulajdonsdgokkal bir6 fiiggvényeket szokasosan
lépcsos fiiggvényeknek nevezik.

Természetesen 0 < p; < 1 (hiszen valdszin(iség, és a lehetséges kimenete-
lekrdl beszéliink). Emellett >, p; = 1, hiszen az dsszes lehetséges esemény
valészinliségét osszegezziik (kizdrd mddon).

5. Kovetkezmény. Ha egy kisérletnek megszdmldlhato a kimeneteleinek a szd-
ma, akkor egyértelmien csak diszkrét valdszinidségi vdltozot lehet rajta definidlni.

Ez a kovetkeztetés forditva nem igaz, nézziik erre a kovetkezé példat: Tegyiik
fel, hogy a (0,1) intervallumbdl véletlen vdlasztott szam kisérletét figyeljik. Defi-
nidljuk az X valdsziniségi valtozonkat gy, hogy az értéke legyen 0, ha a kisérlet
eredménye kisebb, mint % és legyen 1 eqyébként. Az igy kapott X waldsziniiségi
valtozo diszkrét.

1.2. Folytonos eloszlas

Azt mondjuk, hogy egy X valdsziniiségi valtozé folytonos, ha létezik olyan
fx(x) > 0 integralhaté fliggvény, amire igaz, hogy Fx(z) = ffoo fx(y)dy. Az
ilyen tulajdonsdgi fx(z) fliggvény az X valdsziniiségi véltozé siiriiségfiigg-
vénye.

Legyen az X waldszintiségi valtozonk értéke a (0,1) intervallumbol véletlen
valasztott szam. Az igy kapott X waldszintségi valtozo folytonos. A striség
figguénye fx(t) =1 ha 0 < t < 1, egyébként 0. Konnyen ldthatd, hogy az
eloszldsfiigguény 0 és 1 kézotti szamok esetén pont a szam értékét adja (Fx (t) =

fot ldx =t), ami megfelel az elképzelésinknek, miszerint P(X <t) =t.

6. Kovetkezmény. A definiciobdl kévetkeznek

1. Folytonos valdsziniségi valtozo eloszlasfiigguénye folytonos.



2. Folytonos valdsziniségi valtozora igaz, hogy minden érték valdszinisége 0.
Azaz: Vt: P(X =t) = 0.

3. Folytonos X wvaldsziniiségi valtozo esetén egy intervallumba esés valdszini-
sége a siriiségfigguény integrdlja az adott intervallumon: P(X € (a,b)) =
b
I, [x(t)dt.
4. Folytonos valdsziniiségi valtozo fx siiriségfiiggvényének folytonossdgi pont-

jaiban az értéke pont az eloszldsfigguény derivdltja az adott helyen (azaz

Fx(t) = fx(t)).

Fontos megjegyezni, hogy nem csak diszkrét és folytonos valdszinliségi val-
tozdk 1éteznek, de mi a targy keretein beliil csak ilyenekkel fogunk foglalkozni.
Ezen kiviil érdemes elgondolkodni a stirtiségfiiggvény egy pontban valé megval-
toztatdsdnak hatdsan: az integral nem valtozik, igy a kapott fiiggvény ugyanan-
nak az eloszlasnak stiriiségfiiggvénye. Tehdt a sliriiségfiiggvény nem egyértelmd,
de mi a lehetséges striségfiiggvények koziil mindig a legkevesebb szakadassal
rendelkezot fogjuk tekinteni.

7. Kovetkezmény. A striiségfigguényre teljesil, hogy ffooo fx(y)dy =1 (hi-
szen ez pont a biztos esemény valészinisége).

8. Megjegyzés. Folytonos eloszlds esetén a 4. Tétel eredménye konnyen kiter-
jeszthetd (a 6. Kovetkezmény mdsodik pontjdbdl kéivetkezik):

P(X € [a,b)) = P(X € [a,b]) = P(X € (a,b)) = P(X € (a,b]) = Fx (b)—Fx(a).

2. Varhato érték diszkrét esetben, nevezetes diszk-
rét v.v.: binomialis, Poisson, geometriai. A bi-
nomialis eloszlas kozelitése a Poisson-eloszlassal.
A geometriai eloszlas orokifji tulajdonsaga.

9. Definicié. Akkor mondjuk, hogy egy sorozat abszolit konvergens, ha a
sorozat elemeinek abszolit értékeinek dsszege véges. Azaz ) ;g |Ti|< 00.

10. Definicié. Fgy X diszkrét valdszindségi vdltozé (aminek az értékkészlete
Rx ési € Rx esetén P(X = i) = p;) E(X) vdrhaté értéke a lehetséges ér-
tékeinek a valdsziniségekkel sulyozott dtlaga, ha ez a sor abszolut konvergens.

Azaz:
E(X)= Y i-p.

1€ERx



Ha a sor nem abszolut konvergens, akkor azt mondjuk, hogy nem létezik a varhato
érték.

Legyen az X wvalosziniségi vdltozonk a szabdlyos kockadobds értéke. Ekkor a

- s 2 , . . 6 .
vdrhatd érték 3,5, hiszen E(X) =Y, p i-pi=,_ i 3 = A1

Tehat lehetséges olyan valdszintiségi valtozot definidlni, aminek a képlet sze-
rint kaphatnank varhaté értéket, de mégis azt mondjuk, hogy nem létezik a
varhaté érték. Nézziink egy ilyen példat is.

I S I ¢ . . ST .
Legyen az X wvaldsziniiségi viltozonk j = 1,2, ... esetén 27 értéki 21% valo-

L . P | { o w g ) ..
szintséggel, és -= értekil sy valdszindséggel. Ekkor a sor dsszege

oo . .
. 27 1 27 1
> Z'pi_z<j'2j+1—7-'2j+1) =0
1€ERx 7=1 . -
Azonban a sor elemeinek abszolit értékeinek osszege

21 2 1 =1
<j'2j+1+j'2j+1)zzj=°0~

=1

Z lil-pi = Z

i€ERx Jj=

e
=1

Tehat ennek a wvaldsziniiségi vdltozonak definicio szerint nem létezik vdrhato
értéke, annak ellenére, hogy a képlet szerint 0-nak vehetnénk.

11. Megjegyzés. A nem abszolut konvergens sorok esetén azért nem lehet vdr-
haté értéket definidlni, mert olyan esetben a sorrend meguvdltoztatisa az dsszeget
is megudltoztathatja.

Tekintsik a

(oo}

Z(il)z#l%

i=1

sort. Ennek a hatarértéke In(2). Azonban ha dtrendezzik, 1+ % — % + % Jr% — % +oosy
akkor a kapott sor hatdrértéke 3in(2).

12. K6vetkezmény. Ha egy X diszkrét valosziniiségi vdltozo értékkészlete Ry,
és az i € Rx értéket p; valdsziniiséggel veszi fel, akkor

minger Y (a—i)> pi= Y (BE(X)—i)’ p;.

i€Rx i€ERx

Tegyiik fel, hogy egy kisérlet elvégzése elétt mondanunk kell egy a szdmot,
és a valdszintiségi valtozénk kapott értékétdl vald eltérést (azaz | X — al Gsszeget)



ki kéne fizetniink. Ekkor a medidnt érdemes a-nak értékként adni. A median
olyan m érték, amire P(X < m) > % és P(X >m) > %

Ha azonban (X — a)? 6sszeget kéne fizetniink, akkor az el6z6 kovetkezmény
szerint @ = E(X)-el jarunk a legjobban. Azaz a varhaté értékre gy is lehet
tekinteni, mint az optimalis fogadisra a négyzeteskiilonbség-fizetGs jatékban.
Masik fontos tulajdonsaga a varhato értéknek, hogy ha sokszor elvégeznénk
a kisérletet, és kiatlagolnank a kapott eredményeket, akkor a varhaté értékhez
kozeli szdmot kapnank. Ezt a két tulajdonsdgot kés6bb még precizebb formaban
is latni fogjuk.

Ezutan ebben a fejezetben olyan diszkrét valdszintiségi valtozdkat vizsgalunk
meg, amelyek a valosdgban gyakran fordulnak elé.

13. Definicié. Az indikator valdsziniiségi valtozd csak 0 vagy 1 értéket
vehet fel.

Konnyen definidlhaté barmely kisérlet barmely A eseményének segitségével
egy X indikdtor valdoszinliségi valtozo: legyen az értéke 1 ha bekovetkezett az

esemény, és legyen 0 egyébként. Ebben az esetben pg = P(A) és p1 = P(A).
Jelolése X € I(A) vagy X € I(p).

14. Tétel. Az X € I(p) indikdtor valdszintségi valtozé varhatd értéke E(X) =
p.

Ez az allitas nagyon egyszeriien bizonyithato a definicidkat felhaszndlva: E(X) =
1-p+0-(1—-p)=np.

A szabdlyos kockadobds kisérleten definialjuk X -et gy, mint a hatos dobds

indikdtora, azaz 1 az értéke, ha a dobds hatos, és 0 eqyébként. Ekkor E(X) = %

15. Definicié. Legyen A eqy K kisérleten definidlt p valésziniiségl esemény.
Végezziik el a K kisérletet n-szer (egymastdl figgetleniil), és definidljuk az X
valdszintiségi vdltozot gy, hogy az értéke leqgyen az A bekovetkezéseinek a szd-
ma. Ekkor X binomidlis valészintliségi valtozdé n és p paraméterekkel. X
értékkészlete: Rx = {0,1,...,n}. Jelolése: X € Bin(n,p).

Tehéat hasonléan az indikator valdszintiségi valtozéhoz binomidlisat is tu-
dunk barmely kisérlet segitségével generalni. Az igazsdg az, hogy a binomialis
valbsziniiségi valtozo n darab indikator valdszinliségi valtozd Osszegébdl is meg-
kaphaté (ha a kisérleteket egymadstdl fiiggetleniil végeztiik el). Vegyiik észre,



hogy a kisérlet sorozat is tekinthet6 egy kisérletnek. Ez esetben az esemény-
tér a lehetséges kimenetsorozatokbdl 4ll, azaz Q™ (ahol 2 az eredeti kisérlet
eseménytere).

Dobjunk egymads utdn 10-szer szabalyos kockaval, és legyen X a dobott hatosok
szdma. Ekkor X € Bin(10,%).

Adjuk meg X € Bin(n,p) eloszldsat: a lehetséges értékek 0, 1,...,n. Mennyi
lesz az egyes értékekhez tartozo valdsziniiség? Egy rogzitett kimenet sorrend
ugyanakkora valdszinliségii, mint egy masik, amiben a sikerek szdma ugyan-
annyi. Igy rogzitett i esetén a lehetséges sorrendek szamét kell megszorozni
annak a valOszintiségével, hogy az elsé i kisérlet esetén bekovetkezett A, de a
kovetkezd n — i esetén nem. Tehat a kérdéses valdszintiség

pi = (?)pi(l —p)" "

Legyen X az el6z6 példaban definidlt valészindségi valtozé: X € Bin(10, %)

Ekkor i =0,1,...,10: p; = (")) (3)1(5)1~".

16. Tétel. Az X € Bin(n,p) valdsziniségi vdltozé virhatd értéke E(X) = n-p.

Az elé268 példdkban hasznalt X kockadobds sorozatunk vdrhaté értéke E(X) =

10 5 7.0, 1
G = 3, hiszen X € Bin(10, §).

17. Tétel. Ha X € Bin(n,p), akkor X legvaldszinibb értéke az | (n+ 1)p| lesz
(ahol | x| alsé egészrészt jelol).

Legyen X az el6z8 példakbol ismert valészintiségi vdltozé: X € Bin(10, é)
Ekkor X legualdszintibb értéke |(10+1)%] = 1 lesz. Az is knnyen ldthatd, hogy
11 dobds esetén mdr a 2 hatos kimenet lenne a legualdsziniibb (az igazsig az,
hogy ebben az esetben az 1 hatos kimenet pont olyan valoszinid mint a 2, de ezt
a tételbdl nem tudjuk leolvasni).

18. Definicié. Ha az X wvaldsziniiségi vdltozo értékkészlete a természetes szd-
mok halmaza ({0,1,2,...}), és létezik egy X > 0 paraméter, hogy a p; vald-
szintségeket az aldbbi képlet adja, akkor \ paraméteri Poisson-eloszlasiunak
nevezzik, és X € Poi(\)-ként jeloljiik:

N
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Ahhoz, hogy jobban megértsiikk, hogy milyen esetekben meriil fel Poisson-
eloszlas, elészor a kévetkezd tételre lesz sziikségiink:

19. Tétel. Ha A = n - p konstans, akkor lim, o (7)p'(1 — p)"~" = e A

1!
(vegyiik észre, hogy mivel \ konstans, igy n novekedésével p tartani fog 0-hoz).

Tehat a binomidlis eloszlas valdszintiségeinek hatarértékei adjak a Poisson-
eloszlds valdszintiségeit, ahol a varhat6 érték ugyanaz marad (hiszen n - p pon-
tosan a varhaté értéke a binomidlis eloszldsnak). Koénnyen lathatd, hogy ha n
ugy tartana végtelenhez, hogy kézben p konstans, akkor minden korlatos i-re p;
tartana 0-hoz. Ezért csakis tigy van értelme a binomidlis eloszlasbol végtelenig
terjed6t definidlni, hogy p-nek tartania kell nulldhoz. FEz azt is jelenti, hogy
elég nagy n és elég kicsi p esetén a binomidlis eloszlast valdsziniiségi valtozd
helyett érdemes Poisson-eloszldsival modellezni a kisérletet (ezzel kénnyebben
szédmolhatéva tessziik az egyes valdszinliségeket).

Ismételjiik meg 107-szer (tizmillié) azt a kisérletet, hogy egyszerre dobunk
9 kockdval. Legyen X azoknak az eseteknek a szama, amikor mind a 9 dobds
hatos. Ekkor X € Bin(107,(%)?), azonban jél kizelithetjik a viselkedését, ha
azt mondjuk, hogy X € Poi(1) (mivel 107(%)9 ~ 0,99229).

20. Tétel. Az X € Poi(\) valdszindségi vdltozé varhato értéke E(X) = A.

Ez a varhaté érték nem lep meg minket, hiszen a binomialis valészintiségi valtozé
sorozat, amivel tartunk a Poisson-eloszlasunkhoz, éppen n - p varhaté értékd,
ami pedig a fentiek alapjan megegyezik A-val.

Az elbzénél életszeriibb példa, ha X-et ugy definidljuk, hogy legyen Andrds
szunyogcsipéseinek a szama eqy tavaszi toparti tura utan. Feltehetd, hogy min-
den szunyog, aki kizelében elsétdlt, egyforma p wvaldsziniséggel szivta a vérét.
Mivel a szinyogok szdmdt azonban becsiilni is nehéz, igy nem tudjuk binomidlis
eloszlassal kezelni a feladatot. Ha azonban a tapasztalatok szerint Andrds dtlago-
san 1 szunyogcesipéssel szokott hazatérni, az azt jelentené, hogy a varhato érték 1
kozeli, igy X ismét egy Poi(1) valdsziniiségi vdaltozonak tekinthetd. Ekkor tehdt
annak a valdszinisége, hogy csipés nélkil tért haza

19 1
po=e '— = -~ 0,36788.
ol e
Persze azt is kiszamolhatjuk, hogy mi a valdsziniisége, hogy pontosan 2 csipéssel
2
tér haza: py = 6’1% = 2—16 ~ 0,18394. Annak a valosziniségét, hogy hdromndl

kevesebb csipése lesz, egqy Osszegzéssel kaphatjuk meg: P(X < 3) = P(X =
0)+P(X=1)+PX=2=1+141=2x~09197



21. Definicié. Ha egy kisérletet addig ismételgetink, amig egy p > 0 wvalo-
szintségli A esemény be nem kovetkezik, és az X wvaldsziniiségi vdltozo értéke
az elvégzett kisérletek szdma, akkor X-et p paraméterii geometriai eloszlasd
valdszintségi vdltozonak nevezzik. Jelolése X € G(p).

Emlékeztethet minket a geometriai eloszlds a binomialisra, hiszen ugyanigy
egy kisérletet ismételgetiink, és ugyanigy egy esemény sikerességét vizsgaljuk. A
kiilénbség, hogy mig a binomialis esetén elére ismertiik a probalkozasok szamat
(n), és a sikerekét szamoltuk, a geometriai esetén a sikerek szamat ismerjiik (1),
és a probalkozasokét szamoljuk.

Dobjunk addig szabalyos kockdval, amig hatost nem kapunk. Legyen X a
dobdsok szdma. Ekkor X € G(}).

A geometriai eloszlasnak nincs koze a geometriai valésziniiségi mez6hoz, a
ketté nem keverendd! Nézziink egy példat, amiben mindkettd szerepel: Robin
Hood 100 méter tdvolsagrol egy r sugard kér alaki céltablara 16, amin a nyila
egyenletesen csapodik be valahova (a tabldat mindig eltaldlja). Addig probdlkozik,
amig el nem taldlja a kozépsd 7 sugari koncentrikus kort. Irjunk fel eqy X
valdszintségi valtozot a lovések szamara!

Egy lovés sikeressége geometriai valdszintiségi mezbvel szamolhatd: P(siker) =
2
T = 38T = L Tehdt X € G(g).

Adjuk meg az X € G(p) eloszlasat: a lehetséges értékek 1,2, ... Mennyi
lesz az egyes értékekhez tartozo valoszintiség? Egy i kimenet azt jelenti, hogy
kezdetben ¢ — 1 sikertelen, végiil egy sikeres kisérletet latunk. Tehat a kérdéses
valbsziniiség

pi=p(l-p)~h

Vizsgdljuk a kockadobdsos példaban definialt X € G(%) valdsziniségi vdlto-
z0t.  Annak a valdszinisége, hogy a harmadik dobds lesz az elséd hatos p3 =

%(%)2 = 22156 ~ 0,1574. Annak a wvaldszinisége, hogy legaldabb hdrom dobds
szikséges P(X > 2) =1-P(X =1)-P(X =2)=1—+— 12 = 20 (es

a valosziniséget persze szamolhattunk volna gy is, hogy a wvele ekvivalens B
esemény valdszintiségét nézzik: B ={az elsé két dobds nem hatos}).

22. Tétel. Az X € G(p) valdszindségi vdltozo varhato értéke E(X) = %.

Tekintstik az el6zd példakban vizsgdlt X € G(%) valdsziniségi vdltozot. A
képlet szerint a varhato értéke + = 6, azaz vdrhatoan a hatodik kockadobds lesz

[

T
5
az elsé hatos.

A geometriai valésziniliségi valtozénak van egy olyan érdekes tulajdonséga,
hogy abbdl az informaciébdl, hogy egy bizonyos értéknél nagyobb a kapott érték,
az eloszlas nem véltozik meg, csak eltolodik. Ezt formalizalja az alabbi tétel:



23. Tétel. A geometriai eloszlds orokifju: Vb € {0,1,2,...},Va :
P(X =a+bX >b) = P(X =a).

R . ; atb—1,
Bizonyitds: P(X = a+b|X > b) = 1(‘\;("‘\2‘13>/)> = (1711)_”;) L= (1-p)lp=
P(X =a)

Ha a geometriai eloszlas mogotti kisérletsorozatra gondolunk, akkor kénnyen
megérthetjiik ennek az okat. Attél még, hogy egymds utdn k darab kisérlet
esetén nem kovetkezett be a vart kimenet, a kovetkezd kisérlet éppen olyan
lesz, mintha most indulna egy kisérletsorozat, aminek 6 az els6 eleme (hiszen
a kisérleteket egymadstdl fiiggetleniil végezziik). Vegyiik észre, hogy a képletbél
kovetkezik a P(X > a+bX >b) = P(X >a)ésa P(X <a+bX >b) =
P(X < a) alaki formula is.

Tekintsiik az el6zo példakban vizsgdlt X € G(é) valdszintségi vdltozot. Ha
tudjuk, hogy az elsé 15 dobds soran nem ldttunk hatost, akkor mi annak a
valdszintsége, hogy sziikség lesz 18-adik dobdsra is? A képlet szerint P(X >
171X > 15) = P(X > 2) a keresett valdsziniiséy, ezt pedig egy kordbbi példdban
mar kiszamoltuk: %

Erdemes itt megemliteni azt a téves elképzelést, miszerint ha egy kaszinéban
a rulett jatéknal szinre akarunk fogadni, akkor nagyobb az esélyiink a pirosra,
ha mdr régéta csak fekete jott ki (ezt hivjik a "Szerencsejatékosok tévedése”-
nek). Ez a fajta tévedés gyakori probléma (sok ezzel ekvivalens mddon felmeriil
a mindennapokban). Az orokifjusaghdl konnyen ldthatd, hogy a kordbbiak kime-
netelének sikertelensége nem néveli a kévetkezd kisérlet sikerességének esélyét.

A diszkrét eloszlasok témakorének lezarasaként emlékezziink vissza a klasszi-
kus valészinliségi mezére. Természetesen ilyen eseménytéren csakis diszkrét el-
oszlast valészintiségi valtozot definidlhatunk (hiszen az eseménytér megszamlal-
haté elemszamu). Nézziink egy ilyen valdszintiségi valtozo kategériat:

24. Definicié. Egy X wvaldszintségi vdltozo diszkrét egyenletes eloszldsi, ha
az értékkészletének (Rx) elemeit azonos valdsziniséggel veszi fel. FEzt X €
DU(Rx)-rel fogjuk jelolni.

Azaz ha egy klasszikus valészin{iségi mezén olyan valdsziniiségi valtozot defi-
nialunk, ami minden elemi eseményhez kiilonb6z6 értéket rendel, akkor diszkrét
egyenletes eloszlasrdl beszélhetiink (ha két kimenethez rendelhetné ugyanazt az
értéket, akkor a kapott valdszintiségi valtozé mar nem lenne diszkrét egyenletes
eloszldsi). Konnyen ldthatd, hogy ekkor minden érték felvételének a valdszinii-

boe —L
s€Ee TRxT:
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25. Tétel. Az X € DU(Rx) valo’szz’nﬁségi vdltozé vdrhato értéke

E(X |RX| Ze

eERx

Korabban sok példat ldattunk mdr klasszikus valosziniségi mezdn definidlt
dz’szkrét egycnlctes eloszldsm példa’ul a szaba’lyos kockadobds példa’ja’t A vcima—

c s s

a 71(1,rha,to ér t(zk;(it.

3. Varhat6é érték folytonos esetben, nevezetes
folytonos v.v.: egyenletes, exponencialis, nor-
malis. Szimulacié egyenletes eloszlassal. Az
exponencialis eloszlas orokifji tulajdonsaga. A
standard normalis eloszlas, linearis transzfor-
macio.

3.1. Varhaté érték folytonos esetben

Az el6z6 fejezet elején definidltuk a varhatd értéket, de csak a diszkrét valdszi-
niliségi valtozok esetén. Nézziik meg, hogyan lehetne a folytonos esetre hasonld
tulajdonsdgokkal rendelkez6 fliggvényt megadni.

26. Definicié. Egy fx(t) striségfigguényd X folytonos valdszindségi vdltozd
E(X) varhaté értéke a lehetséges értékeinek a sdriségfiggvénnyel silyozott
integrilja, azaz

o0

E(X) :/ t fx(t)dt

— 00
amennyiben ez az integrdl abszolit konvergens (tehdt létezik az [ _|t|-fx (t)dt
integrdlnak hatdrértéke). Ha az integrdl mnem abszolit kom)ergens akkor azt
mondjuk, hogy nem létezik a vdarhato érték.

Belathaté, hogy ez a definicié megfelel6 kiterjesztése a diszkrét esetnek, igy
egyforma tulajdonsagokkal fognak rendelkezni. Ezzel egy késobbi fejezetben
még részletesen foglalkozni fogunk.

) inter-

Legyen X az a valosziniségi 7)(ﬁf02(5 aminek 9?7r779(5qf1iggvénye a (0,1
Zil=1
210 = 32-

vallumon 1 azon kivil 0. Ekkor E(X) = [ _t- fx(t ]Ul t-1dt = [*

11



3.2. Egyenletes eloszlas (folytonos)

Emlékezziink vissza a geometriai valdsziniiségi mezore. A klasszikus valészinii-
ségi mezOhoz hasonléan volt benne egyfajta egyenletesség, de nem lehetett fix
p valdszintlisége a pontoknak, hiszen végtelen sok van beldliik (és az "Gsszegiik”
1-et kéne adjon). Konnyen kikévetkeztethetd, hogy ezeknek a kezeléséhez méar
folytonos valészintiségi valtozot kell definidlnunk.

27. Definicié. Ha az X waldszindségi vdltozd értékkészlete eqy I = (a,b) in-
tervallum, és ennek barmely részintervallumdba pontosan akkora valdsziniséggel
esik, amekkora a részintervallum hosszdnak és I hosszdnak ardnya, akkor azt
mondjuk, hogy az X wvaldsziniiségi valtozo egyenletes eloszldst az I intervallu-
mon. Jelolése X € Ula,b).

28. Kovetkezmény. A definiciobdl levezethetdk az alabbiak:

1. Az X € U(a,b) valdsziniségi vdltozénak a siriségfigguénye:

1
fx(@t) = b ha t € (a,b) ; egyébként 0.

2. Az X € U(a,b) valdszintiségi viltozénak a eloszldsfigguénye:

—a , hat € (a,b) ; egyébként 1.

FX(t):O,hCLt<a, m

Bizonyitsuk be a két képletet:

1. Emlékeztetjik az olvasdt, hogy a striségfiggvény alapvetéen nem egyér-
telmd (megszamlalhaté sok pontban megudltoztatva nem valtozik az dlta-
la definidlt eloszlds), de mi a jegyzet folyamdn minden esetben a legke-
vesebb szakaddsi ponttal rendelkezdk kézil vdlasztunk. Ha az (a,b) in-
tervallumon kivil is lenne nemnulla értéke (és nem szakaddsi pontban),
akkor ennek megfelelden kicsi kérnyezetén integralva a striségfiggvényt
azt kapnank, hogy a wvalosziniségi vdltozonk pozitiv valdsziniiséggel esik
ide (azaz (a,b)-n kivilre), ami lehetetlen. Az (a,b) intervallumon be-
lil az egyenletes eloszlds definicioja miatt eqy ¢ konstansnak kell lennie
a striségfigguénynek. A teljes eseménytér valdszinisége pedig 1, tehdt
1= ]j; fx(t)dt. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy /ab cdt = 1. Ebbl azt
kapjuk, hogyb-c—a-c=(b—a)c=1, azaz c = biaA
at=a vagy b helyeken fx értékét vehetjik ﬁ—nek is, hiszen igy még a
szakaddsok szdma sem wvdltozik.)

(Vegyiik észre, hogy
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2. Idézziik fel az eloszlasfigguény definicidjat: Fx(t) = P(X < t). FEbbél
azonnal adodik, hogy az a érték elott 0, a b érték utan pedig 1 kell legyen az
értéke. A kettd kozott a valdsziniiség az intervallumok hosszdnak aranydbol
szamolhatd. A kedvezd intervallum egy t helyen (t — a) hosszi, a teljes
intervallum pedig (b — a) hosszi. Ezekbdl azonnal addodik a képlet.

Vilasszunk egy szamot egyenletesen a (0,1) intervallumrdl. Ekkor a szamot
eqy X € U(0,1)-el modellezhetjik. Ez a valdszindiségi vdltozé mdr kordbban is
felmerilt a példdinkban, igy sok tulajdonsdga ismert lehet, de most a striiség-
fligguény és eloszldsfiigguény segitségével fogunk dolgozni. Mi a valdsziniisége,

1
hogy %—ndl kisebb szamot vdlasztunk? FX(é) = 18 = % Mi a valoszinisége,
hogy X € (%7 %)9 A 6. Kovetkezmény alapjan integraljuk a siriségfigguényt a

2
megfeleld intervallumon: f; ﬁdt = %,% = % Ez utobbit a 8. Megjeqyzés-ben

szerepld, intervallumok valdszindiségeire vonatkozd formuldval is szdmolhatjuk:
P(X€(}2) = Fx(3) - Fx(}) =2 - 1

Amikor szamitégéppel akarunk valdszinliségi valtozét eldallitani, akkor leg-
tobbszor csak kozeliteni tudjuk a viselkedést. A valdsziniiségi valtozok kozott
azonban bizonyos transzforméciokkal létezik egyfajta “atjaras”, ezt alapozza
meg a kovetkezo tétel:

29. Tétel. Legyen X € U(0,1), és legyen az Fy(t) eloszlasfigguény szigori-
an monoton (ahol nem 0 vagy 1). Ekkor az Y = Fy'(X) mddon definidlt
valdszindségi viltozo eloszldsfiggvénye Fy (t).

Bizonyitds: A szigori monotonitdsbdl kovetkezik, hogy létezik az Fy (t) inverz.
Ekkor P(Y <t) = P(F)TI(X) <t)=P(X < Fy(t)) = Fx(Fy(t)) = Fy ().

Eszerint, ha a szdmitégépiink képes a (0, 1) intervallumon egyenletes elosz-
last valészintiségi valtozot generalni, akkor ennek segitségével barmelyik foly-
tonos, szigorian monoton eloszlasfiiggvény valdszintiségi valtozot elé tudjuk
vele allitani. Ez egy gyakori felhasznalasa az eloszlasfiiggvény inverzének, amit
sokszor kvantilisnek (angolul quantile) is szoktak hivni. Figyeljik meg, hogy
a kvantilis értéke az % helyen pontosan a medidn (persze most nem t6rédiink
olyan esetekkel, amikor a kvantilis nem létezik).

A tételben valdszintiségi valtozét adtunk egy fliggvénynek bemenetként. Ez
nem jelent egyebet, mint egy 1j valésziniiségi valtozot. Ennek egy kiértékelését
ugy kaphatjuk meg, hogy elvégezziik az eredeti kisérletet, kiértékeljik az ere-
deti valészintiségi valtozot, majd a kapott éréknek vessziik a fiiggvény szerinti
képét. Ekkor ha egy [a,b) intervallum valdsziniisége p volt, az intervallum K
képének a valdsziniisége legaldbb p lesz (akkor lesz nagyobb, ha van olyan [a, b)-
t8l diszjunkt pozitiv valdszinliségli intervallum, aminek a képe része K-nak).
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Val6jaban barmely halmaz valészinlisége a halmaz 6sképének a valdszintiségével
egyezik meg.

3.3. Exponencialis eloszlas

A geometriai eloszlashoz nagyon hasonlé dolgot definidlhatunk, ha egy kisérlet
elsé sikerességének idejét vizsgaljuk. A kisérlet azonban most nem ismételt
egyszeri dolog, {gy az id6t nem daraboljuk megszamlalhaté sok részre, hanem
mint intervallum tekintiink réa.

30. Definicié. Az X folytonos valdsziniségi vdltozé A > 0 paraméterd expo-
nencialis eloszlasu, ha értékkészlete a pozitiv valos szdmok halmaza, striiség-
figguénye pedig:

fx (@) =Xe ™, hat >0 ; egyébként 0.
Jelolése X € Exp(N).
A fentiek alapjan tehat akkor beszélhetiink exponenciélis eloszlasrél, ha valamire
valé varakozasunk idejét vizsgaljuk.

Példdul a legkdzelebbi telefonhivdsig; egy gép elsé meghibdsoddsdig; a ko-
vetkezd tgyfél érkezéséig vagy a kovetkezé wvillamldasig eltelt id6 exponencidlis
eloszlasunak tekintheto.

31. Kovetkezmény. Az X € Exp(\) valdszindiségi valtozd eloszldsfiigguénye:
Fx(t)=1—e  hat>0; egyébként O.

Bizonyitas: A folytonos eloszlas definicidja szerint a striségfigguényt integralva
kapjuk az eloszlasfiigguény értékét. At < 0 esetekre egyszerien adodik 0, a tobbi:

ot ot
Fx(t) = / fx(y)dy = / Ae Mdy = [—e V] = —(e M —1)=1—eN
. [e'e) (

JO

32. Tétel. Az X € Exp(\) valdszindségi vdltozé vdrhats értéke:
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Bizonyitds: parcidlis integraldst alkalmazunk

e

» OO A\t e (7)\[
E(X):/O Ae Mdt = [\t(— | )]gcf/o AN=——)dt =

- o~ At 1 1
=0+ / (f’\t(lt:[fﬁ loe=—-(0-<2)==
0 A

Konnyti 6sszekeverni az exponencidlis és a Poisson-eloszlas varhaté értékét,
hiszen mindegyik esetén A\-val jeloljiik a paramétert, de mig az exponencidlisnal
%, a Poissonndl egyszerlien \ a varhaté érték.

A waldsdagban felmerild példakban a varhato értékbdl kovetkeztethetink a A
paraméter értékére (hasonléan a Poisson-eloszlashoz). Legyen most X eqy gép
elsé meghibasoddsdig eltelt id6. A gyarto adatai szerint dtlagosan 5 év leteltével
jelentkezik az elsé hiba. Ekkor X exponencidlis eloszlisu \ = % paraméterrel,
azaz X € Exp(3).

Mi annak a valdszinisége, hogy eqy gép egy éven belil meghibdsodik? P(X <
1)=Fx(1)=1—e5'~1-0,8187 = 0,1813.

Mi annak a valdsziniisége, hogy pontosan a harmadik év sordn lesz az elsd hiba?
P(2< X <3) =[] e Mdt = [—e M]3 = —(e7 5% — e~ 52) & 0,6703 — 0,5488 =
0,1215.

33. Tétel. Az exponencidlis eloszlds orokifji. Azaz X € Exp(\) esetén P(X <
a+bX >b)=PX <a).

Bizonyitds:

Pb<X<a+bd F.(a+0b)— Fx(b
P(X <a+bX >b)= <p(X>b) ) (121)(@/\()

1— e—)\(r1+b) = (1 o G—Ab) 6—)\6 o 67)\({,+h) .
1—(1—e?b) - e—Xb =l-e =P(X <a)

34. Megjegyzés. Ha eqy X eloszlds folytonos és orokifju, akkor X € Exp(\)
egy megfeleld A > 0 konstanssal.

Tehéat nincs masik folytonos eloszlas ami rendelkezhet az orokifjusaggal.

35. Tétel. Az X € Exp(X\) valdszindségi vdltozd kvantilise Q(p) = —M

15



Bizonyitas: Csak t > 0 esetekre kell megnézni, a tobbi érték szamunkra [é-
nyegtelen (a kvantilis nekink a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasbol vald

- In(l—p) E
generdldshoz kell). Fx(Q(p)) = 1—e W) =1 — A 5 = 1—elnl-p) =
1 — (1 —p)=p. Azaz tényleg inverze az eloszldsfiggvénynek.

36. Kovetkezmény. Egy X € U(0,1) wvaldsziniiségi vdltozo segitségével eld-
dllitott Y = —n=X) valdsziniségi vdltozo éppen \ paraméteri exponencidlis
eloszldsi (azazY € Exp(X)).

Mindez egyszeri kévetkezménye a 29. Tételnek.

Korabban méar beszéltiink réla, hogy a geometriai eloszlasnak a kiterjeszté-
seként lehet tekinteni az exponencidlisra, ezt specifikalja a kévetkez6 tétel:

37. Tétel. Ha X € Exp(\) ésY = [X] (X egésarésze), akkor Y € G(1 —e™?).

3.4. Normalis eloszlas

Az utolsé nevezetes eloszlas, amit vizsgalni fogunk, egy kicsit bonyolultabb-
nak tiinhet, mint az eddigiek. Hogy jobban megértsiik, miért is fontos nekiink,
el6szor gondoljunk vissza a Poisson-eloszlasra. A binomialis eloszlasbol gy de-
finialtuk, hogy a kisérletek szama tartott végtelenhez, de a varhatoé érték kons-
tans maradt. Egy masik lehet6ség, ha most nem kotjik meg, hogy a varhato
érték konstans maradjon, hanem inkabb kivonjuk azt. Azaz tegyiik fel, hogy
X, € Bin(n,p), és vizsgdljuk az Y,, = X,, — n - p valdszinliségi valtoz6 sorozat
hatérértékét (n — oo). Sajnos az igy definidlt valészinfiségi valtozé még nem
lesz szamunkra megfelel, mert tulsdgosan hektikusan tud viselkedni, azaz tul
nagy valosziniiséggel lenne nagyon nagy vagy nagyon kicsi értéke. Ez legf6-
képp ott zavarna minket, hogy nem létezne varhaté értéke (mert nem abszolit
konvergens a megfeleld integral [ldsd a folytonos val6szinliségi valtozok vérha-

Xn P yalbszintiségi valtozd

sorozatot vizsgaljuk, akkor mar egy értelmezheté varhaté értékkel rendelkez6
eloszlast kapunk (kés6bb ezt még részletezziik a de Moivre-Laplace-tételnél).
Errol a fajta eloszlasrol fogunk beszélni ebben a fejezetben, azaz a normalis
eloszlasrol.

Teqyiik fel, hogy eqy fizikai kémiai kisérlet sordn 10%* alkalommal torténhet
meg egy reakcio, mind egymdstol fiiggetlendil, p wvaldosziniséggel. Mekkora a
valdsziniisége annak, hogy a reakciok szdma legfeljebb 1% mértékben tér el a
vdrhaté reakciészdmtdl (azaz p-10%4-t6l). Ez a fajta kérdés normdlis eloszldssal
kezelhetd.
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38. Definicié. Egy X waldszintségi vdltozé normalis eloszlasd, ha léteznek
o >0 és p valds paraméterek, amire X siriiségfiigguénye
1 _=w?
fx(t) = SR

oV 2T

Jelolése: X € N(u,0).

Normalis eloszldsunak tekinthetd nagyjabol minden olyan folytonos valdszi-
niségi vdltozo, aminek az értéke nagyon sok tényezd dltal befolydsolt. Példdul
az emberek testmagassaga, gyufaszdl hossza, vonat beérkezési ideje az dllomdsra,
fliszalak 6ssztomege eqy négyzetméteren, emberek testsilya...

A normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye (azaz a fenti stirliségfiiggvény integral-
ja) nem fejezhetd ki elemi fiiggvények segitségével. Ebb6l kifolydlag sziikséglink
lesz a kovetkez6 definicidkra és eredményekre.

39. Definicié. Az X € N(0,1) eloszldsi valdsziniiségi viltozot standard nor-
malis eloszldsinak nevezzik. A standard normdlis valdszindségi vdltozo siiri-

2 2
ségfigguénye p(t) = #e‘tTdy, eloszldsfiigguénye ®(t) = \/%7 fjoo e~ T dy.

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye sem fejezheté ki elemi fiigg-
vények segitségével, de ezt tdblazatokbol kiolvashatjuk. A kovetkezo képlet segit
abban, hogy a standard normalis eloszlas eloszlasfliggvényének segitségével ho-
gyan tudjuk a nem standard eseteket kezelni:

40. Tulajdonsag(ok). Ha X € N(u,0), akkor az eloszldsfiggvényére igaz,

hogy
t—
Fx(t)=2 ( M)
o
Bizonyitds:
ot 1 . (y—w)?
Fx(t) :/ e 22 dy
J—oo OV 2T
Ezt helyettesitéses integrdllal tudjuk dtalakitani. Hogy a helyettesitéses in-

tegralds (hatdrozott esetben) ne okozzon problémdt senkinek, ismételjik dt a
legfontosabb részeit:

41. Megjegyzés. Az alabbiak szerint lehetséges egy integralban y = h(x)-et

helyettesitens:
b ~h(D)

F(h(2))W (x)dz = / fy)dy.

Ja Jh(a)
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Amire érdemes odafigyelni, hogy az integrdlds also és felsé hatdra dssze tud
Lesuszni” , amennyiben a helyettesitési fiigguény csékkend. Ilyenkor érdemes az

[- h(a)

h(b) —f(y)dy formdt haszndlni (a kettd ekvivalens).

A fenti Fx(t)-be helyettesitsiink y = xo + p szerint, azaz x = *=F. Ekkor
t—un

y<t<=zx< . Ezen feliil Z—’I/ =0, azaz dy = odx.

_ (wotp—p)? G 1
202 ogdr =

J—co 2 o

Ezt az eredményt felhasznalva barmely normalis eloszldsu valoszintiségi val-
tozénak egy intervallumba valé esésének valdszinliségét meg tudjuk hatarozni
csupan a P fiiggvény tablazatnak segitségével.

N

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
0,5793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141
0,6179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
0,6554 | 0,6591 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,6915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
0,8159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
0,8413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 0,9115 | 0,9131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
0,9192 | 0,9207 | 0,9222 | 0,9236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
0,9332 | 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
0,9452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
0,9554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
0,9713 | 0,9719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
0,9772 | 0,9778 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
0,9861 | 0,9864 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
0,9893 | 0,9896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
0,9918 | 0,9920 | 0,9922 | 0,9925 | 0,9927 | 0,9929 | 0,9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
0,9938 | 0,9940 | 0,9941 | 0,9943 | 0,9945 | 0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
0,9953 | 0,9955 | 0,9956 | 0,9957 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
0,9965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,9974
0,9974 | 0,9975 | 0,9976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9981
0,9981 | 0,9982 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986
0,9987 | 0,9987 | 0,9987 | 0,9988 | 0,9988 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9990 | 0,9990
0,9990 | 0,9991 | 0,9991 | 0,9991 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9993
0,9993 | 0,9993 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9995
0,9995 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9997
0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9998

WWWWWRONNNOROYDRONON R R RRrrrRrRlo00000000 0O
B WNHOOONOUR WNHOOETRUEWNHOOLN®U|EWN O

1. tdbldzat. A ®(z) fiiggvény értékei, ahol 0 < z < 3,49

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassdga centiméterben X € N(170,10)
eloszldsi valosziniségi vdltozoval modellezhets. Mi a wvaldsziniisége, hogy eqy
véletlenszeriien vdlasztott ember magassaga 170 c¢m és 180 cm kézé esik?

180 — 170 170 — 170
10 10

P(X > 170, X < 180) = Fx (180)—Fx (170) = ®

=® (1) — ®(0) ~ 0,8413 — 0,5 = 0,3413
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Erdemes megjegyezni, hogy a ¢ siiriiségfiiggvény, igy természetesen teljesiti
a stlirliségfiiggvényekrdl ismert tulajdonsidgokat (pl. nemnegativ, integrélja 1),
ezen feliil folytonos is. ® pedig eloszlasfiiggvény, igy teljesiti a folytonos valdszi-
niiségi valtozok eloszlasfiiggvényeirdl ismert tulajdonsdgokat (monoton névekvé,
1-hez tart, folytonos).

Vegylik észre, hogy a tablazat csak pozitiv z értékekre adja meg @ értékét.
Ez a kovetkez6 tulajdonsdg miatt nem okoz problémat:

42. Tulajdonsig(ok). ¢ szimmetrikus az y tengelyre, ® pedig kizéppontosan
szimmetrikus a (0,%) pontra. Azaz:

1 o(t) = p(~t) VteR.

Bizonyitds:

N

42 _ (=1
Loplt) = fzemTdy = e = dy = p(—1)

2. ©(0) = ]8% o(y)dy, ez pedig eqy y = —x helyettesités utdin (ldsd a 41.
Megjegyzést) haszndljuk az 1. tulajdonsdgot:

®(0) = /0 o(—y)dy = /w o(—y)dy = /Oc e(y)dy.

J oo J0 J0O

Azaz ®(0) + ®(0) = ffx e(y)dy. A striségfigguvénynek a teljes tartomd-

nyon vett integrdlja 1, igy ®(0) = %

3. () = ji% e(y)dy = 1 — [ o(y)dy Ismét helyettesitsink y = —z-et:

O(t)=1-— L; o(—z)de =1— L; p(z)de =1— &(—t)

Ezek segitségéuvel és az el6z8 példdankban szerepld X € N(170,10) valdszind-
ségi valtozoval kiszdmolhatjuk, hogy mi a valoszinisége annak, hogy egy vélet-
lenszeriien vdlasztott ember magassaga 130 cm és 150 cm kizé esik.

150 — 17 130 — 1
P(X > 130,X<150):Fx(150)—Fx(130):‘1>< 5010 O)“I’( 3010 70)

S B(—2) B (—4) = 1-B(2)—(1— B (4)) = D (4)— (2) ~ 1—0,9772 = 0,0228.

Az is konnyen lathato, hogy a szimmetria miatt ez megegyezik annak a valoszi-
niségével, hogy egy véletlenszerien vdlasztott ember magassdga 190 c¢cm és 210
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cm kozé esik.

Melyik eseménynek nagyobb a valdszinisége eqy véletlendl vdlasztott ember ma-
gassagdra: A ={160 cm és 200 cm kozé esik} vagy B ={140 cm és 180 cm kozé
esik}? A szimmetria miatt a két valdszindség pontosan megegyezik.

Normalis valészintiségi valtozé a 40. Tulajdonsag szerint a standard normé-
lisbdl kifejezhetd. Ezt a tulajdonsagot mashogy is meg tudjuk fogalmazni:

43. Kovetkezmény. Bdrmely két normdlis eloszlds kézott linedris a kapcsolat:

1. Hao X € N(0,1), akkor Y = o0X + u esetén'Y € N(u,0).
2. HoY € N(p,0), akkor X = % esetén X € N(0,1).
3. Ha Ny € N(u1,01), akkor Ny = %Nl —|—ug—%,u1 esetén Ny € N(ug,02).

Bizonyitds:

1. Fy(t) = P(oX +pu <t) = P(X < E£) = &(=L), ami a 40. Tulajdonsdg
szerint N(u, o) eloszldsi valdszindségi valtozo eloszlasfiigguénye.

2. Fx(t) = P(% <t)=PY <to+p) = Fy(to + u), ez pedig a 40.
Tulajdonsdag szerint <I>(mf%) = ®(t). Tehat X standard normdlis elosz-
lasi.

N P .
LB standard normadlis eloszldsi.

3. A masodik tulajdonsdg szerint S = :
Vegyiik észre, hogy No = 025 + o, ami az elsé tulajdonsdg szerint ekkor
N(p2,02) eloszlasi.

44. Tétel. Az X € N(u,o0) valdszindségi vdltozé vdrhato értéke E(X) = p.

4. Transzformalt valtozé varhaté értékének ki-
szamolasa. Szoras, momentumok. Varhato
értékre, szorasra vonatkozo tételek. Steiner-
formula. Nevezetes eloszlasok varhat6 értékei,
szorasai.

vizsgaljuk meg, hogy mit mondhatunk a transzformalt valdsziniiségi valtozdk
varhat6 értékérol!
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45. Tulajdonsag(ok). Legyen X tetszéleges valdszindiségi vdltozd, ekkor:

1. E(aX +b) =aFE(X)+b.

2. Legyen X diszkrét, Rx értékkészlettel, és g(x) egy figguény. Ekkor g(X)
varhato értéke az aldbbi, amennyiben a sor abszolut konvergens:

E(g(X) = > g(i) p;.

1€ERx

3. Legyen X folytonos, fx striségfiggvénnyel, és g(x) egy fiiggvény. Ekkor
9(X) vdrhatd értéke az aldbbi, amennyiben az integrdl abszolit konvergens:

E(g() - | " o) - Fx(y)dy.

— 00
4. Legyen'Y is eqy valdsziniiségi valtozo, ekkor:

E(X+Y)=E(X)+ E(Y).

5. Legyen c € R konstans. Ha C' = c vagy C' egy olyan valdsziniségi valtozo,
ami 1 valdszintséggel a ¢ értéket veszi fel, akkor E(C) = c. Igy persze

Ha kivancsiak lennénk a szabdlyos kockadobds értékének 10-szeresénél eggyel
nagyobb szam vdrhato értékére, akkor azY = 10X + 1 valdsziniiségi valtozot kell
vizsgdlnunk (ahol X a kockadobds értéke). Az elsd tulajdonsdg szerint E(Y') =
10% + 1 = 36. A negyedik tulajdonsagbol pedig azt is tudjuk, hogy példaul két
kockadobas értékének dsszegének vdarhato értéke % + % =T.

Talan egy kicsit még izgalmasabb, ha az X kockadobds és eqy Z € U(0,1)
egyenletes eloszlast valdsziniiségi vdltozot adnank dssze. A negyedik tulajdon-
sagbdl rogton adodik hogy E(X + Z) = 4.

A véarhaté érték abban segitett nekiink, hogy tudjunk valamit az eloszlasunk
atlagos értékérdl. Sokszor ezen feliil az is érdekelne minket, hogy ettdl az értéktol
varhatéan mennyire tér el a valdszinliségi valtozénk értéke. Ezt mérhetnénk
akdr F(|X — EX|) meghatdrozasdval, azonban az abszolut érték kezelése nem
egyszerii, ezért érdemesebb az ehhez kozel 4ll6, kovetkezd értéket figyelniink
(ez persze nem a legfontosabb érv, valdjdban egy dimenzi6 felett az Euklideszi
tavolsdghoz hasonléan a kiillonbség négyzete jatszik lényeges szerepet az eltérés
mértékének meghatarozdsiban):

46. Definicié. Egy X wvaldsziniiségi vdltozo szérasdn a

o(X) = VE((X - B(X))?)
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értéket értjik, amennyiben a gyok alatti virhato érték létezik. A szOrasnégy-
zetet sokszor variancidnak hivjuk: o*(X) = E((X — E(X))?).

A képletbe be tudjuk helyettesiteni a diszkrét vagy folytonos varhaté érték

s s

47. Kovetkezmény. Ha X diszkrét valésziniiségi valtozo, aminek létezik szo-
rasnégyzete, akkor o*(X) =3,cp (i— E(X))? - p;.

Ha X folytonos valésziniiségi vdltozo, aminek létezik szorasnégyzete, akkor

o} (X) = [Z (y - E(X))* - fx(y)dy.

Vizsgdljuk a szabalyos kockadobds X értékét. A kovetkezményben szerepld
képlet szerint 0*(X) = Y ;e g, (i — E(X))? - p; Helyettesitsiik be az értékeket, és

a kordbban kiszdmolt E(X) = L vdrhatd értéket:

6 2
f NP1 1/25 9 1 1 9 25\ 35
2 .
X: 7, — — - = = — — — — — — .
o(X) Z(‘ 2) 6 6<4+4+4+4+4+4) 12

i=1

Vizsgdljuk az Y € U(0,1) valdszindiségi vdltozdt. A kévetkezményben sze-
repld képlet szerint o?(Y) = ffooo(?/ — E(Y))? - fy(y)dy. Helyettesitsiik be a

stridségfigguényt, és a korabban kiszamolt E(Y') = % varhato értéket:
1 1 3 2 1
. 1. . 1 Y Y Y 1
2 2 2
Y) = U— )2 1dy = 2 . Zdy=|L — L I = =
o*(Y) /U(y 5)" 1y '/Uy v+ dy {3 2+40 5

Emlékezziink, hogy a 46. Definiciéban szereplé képlethez hasonlé szerepelt

c sz

tigy fogalmazhatjuk meg, hogy az E((X — a)?) kifejezés minimuma o2

a = E(X)-ben vesz fel.

, amit
48. Tulajdonsig(ok). Az X waldszinidségi vdltozé linedris transzformdltjiinak

szordsa: o(aX +b) = |alo(X) (azaz 0?(aX + b) = a?0?(X)).

A szérés kiszamitasa legtobbszor egyszeriibb a kévetkez6 formuldval, mint a
definiciéval:

49. Tétel. (Steiner-formula) Va € R esetén igaz, hogy 0?(X) = E((X —a)?) —
(E(X —a))?. Igy természetesen:

o*(X) = B(X?) - (B(X))*.
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Bizonyitdas: Csak az a = 0 esetet fogjuk bizonyitani. A definicié szerint
o*(X) = E((X - E(X))?) = BE(X? - 2X - B(X) + (E(X))?).
Ha felhasznaljuk a 45. Tulajdonsdagban latottakat, akkor azt kapjuk, hogy
0*(X) = E(X*)~E(2X -E(X))+E((E(X))*) = E(X*)-2E(X)-B(X)+(E(X))*.
A rendezés sordn felhaszndltuk, hogy E(X) egy konstans. A jobb oldal egyenld

a Steiner-formula jobb oldaldval, igy a két érték valoban megeqyezik.

A formuldbol nagyon egyszerien szamolhato az indikdtor valosziniségi vdlto-
26 szérdasnégyzete. Ha X € I(p) indikdtor valésziniiségi vdltozé, akkor X ~ X2,
hiszen a 0 és az 1 szamok onmaguk négyzetei. Igy a Steiner-formula szerint

0*(X) = E(X) - (E(X))* =p—p*=p(1 - p).

A Steiner-formuldban szerepel a valdszinliségi valtozd négyzetének varhato
értéke. A kovetkez6 definici6é nevet ad tobbek kozt ennek is:

50. Definicid. Egy X waldsziniségi valtozé n-edik momentumadn az n-edik
hatvdnydnak a vdarhaté értékét értjik, azaz E(X™)-t. (Azt mondjuk, hogy létezik
a momentum, ha létezik a hozzd tartozé vdrhato érték.)

51. Tétel. Pontosan akkor létezik egy valdsziniiségi valtozonak szordsa, ha lé-
tezik mdsodik momentuma.

A varhaté érték linearis transzformalt esetén a 45. Tulajdonsdgban latottak
szerint viselkedik, a szérds pedig a 48. Tulajdonsag szerint. A kettét felhasz-
nalva a kévetkez6t kapjuk:

X-E(X

52. Kovetkezmény. Az X' = o (%) ) valdsziniiségi valtozé vdrhato értéke O

szordsa pedig 1.

Ezt az X' val6szin(iségi véltozét szokds X standardizaltjanak hivni. Vegyiik
észre, hogy amikor normaélis eloszlasbol standard normaélist akartunk el6allitani,
ott is ugyanezt tettiik.

4.1. Nevezetes eloszlasok szdrasai
53. Tétel. Ha X € I(p) indikdtor valdszindiségi vdltozd, akkor o*(X) = p(1—p).

54. Tétel. Ha X € Bin(n,p) binomidlis eloszldsi valdsziniségi vdltozd, akkor

o?(X) = np(1 - p).
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55. Tétel. Ha X € Poi()\) Poisson-eloszldst valdszindiségi vdltozd, akkor

a?(X) = A

56. Tétel. Ha X € G(p) geometriai eloszldst valdszindiségi vdltozd, akkor
_Ll-p
P

o*(X)

57. Tétel. Ha X € U(a,b) egyenletes eloszldsi valdszindségi vdltozo, akkor

(b—a)?
12

o*(X) =
Bizonyitds:

00 b 3 b
. . 5 1 T
2 f— 1 2 4 1 1 f— ’2 1 j— f—
BE(X )—/ Y~ fx(y)dy / e {3(,)_”’)]1

J —oo

B b —a? B a’® +ab+ b2
- 3(b—a) 3
Igqy Steiner-formula segitségéuvel:
2(X) = a*+ab+b* (a+b)2 B 4a” + 4ab + 4b* — 3a® — 6ab — 3b? B
3 2 12

a? —2ab+b*>  (a—b)?

12 12

58. Tétel. Ha X € Exp(\) exponencidlis eloszldsi valdsziniségi vdltozd, akkor

1
0'2(X) = ﬁ

Bizonyitds: A masodik momentumot most parcialis integrdaldssal szamolhatjuk:

E(XQ) = / yzfx(y)dy = / y‘z)\e,*)‘ydy =
Jo

J —00

2 — Ay —Ay — Ay
= |1 —=)Xe y — 2 ——Xe vld _—0+* yAe Ydy =
l:y ( A ‘ >}() /0 ?/( A ( ) ! /\/0 e /

2 2
=-BX)=—
/\ ( ) )\2

Igy Steiner-formula segitségével:
2
2 1 1
2
v (X)_/\2_()\> byl
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59. Tétel. Ha X € N(u,o) normdlis eloszldsi valdszindségi vdltozo, akkor

o?(X) = o?.
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