Val6szinliségszamitas jegyzet 1. rész

A jegyzet els6sorban a BME-VIK informatikus hallgatéinak késziilt. Ez azt
jelenti, hogy nem matematikai, csak mérnoki precizitassal céloztuk meg a le-
irdasokat, definicidkat, bizonyitasokat. fgy egy sokkal koénnyebben emészthetd
olvasmanyt kapunk. A cél, hogy a matematikat alkalmazni tanulé hallgaték
minél konnyebben és gyorsabban minél nagyobb elméleti hattérbe kapjanak be-
tekintést, és az eredményeket, eszk6zoket minél hatékonyabban tudjik a gyakor-
latban hasznositani. A jegyzet struktirdja a targy tantdrgyi adatlapjan (TAD)
szerepl éravazlat alapjan lett kialakitva, igy a fofejezetek cime is az egyes érak
tomor leirdsa lett.

1. Torténeti bevezeto. Alapfogalmak: véletlen
kisérlet, eseménytér, esemény, elemi esemény,
miiveletek eseményekkel. Axiomak, szigma al-
gebra.

1.1. Definicidok

Gondolkozzunk el a kockadobdson... Fogunk egy szabalyos kockat, eldobjuk,
majd megnézziik az eredményt. Persze mindenki érzi, hogy 1/2 eséllyel do-
bunk péarosat, de precizen hogyan kéne mindezt levezetni? Mivel matematikai
tudomanyrodl beszéliink, igy axiomatikus rendszert épitiink, amiben az allita-
sainkat bizonyitani is fogjuk. A matematikai elméletek mind két f6 részbol
allnak: definicidk/axiémak és allitdsok (lehetne persze vitdzni, hogy a felosztas
nem tokéletes, de megértésiink szempontjabol ez nekiink most kézenfekvd lesz).
[Kivancsibbaknak: a kiilonbség az axiémak és definicidk kozott az, hogy mig a
definiciék konzervativ médon bévitik az elméletiinket, azaz csakis az Gjonnan be-
vezetett jeloléshez/objektumhoz kapcsolddé allitdsok lesznek a kordbbiakon feliil
levezetheték, addig az axiémék teljesen 14j tételeket is eredményezhetnek (csak
az eddig is meglévd jeloléseket/objektumokat felhasznédlva)]. Kezdjik tehat az-
zal, hogy a kockadobasbdl kiindulva a szamunkra fontos definiciékat lefektessiik,
amik altalanos médon adnak majd alapot a masfajta valdszintiségi problémak
kezeléséhez is. (Hogy ne legyiink tilzottan a kockahoz ragadva, érdemes a (0, 1)
intervallumon vald véletlen szam valasztasanak feladatara is végiggondolnunk a
kés6bbieket. )

Véletlen kisérlet: Egy olyan torténés / jelenség, aminek az eredményeinek
halmazat ismerjik elére, de a pontos kimenet ezek kozott véletlen alakul. Azo-
nos feltételek mellett megismételhetd.

A kockadobdsunk esetén maga a dobds a kisérlet, az eredmények halmaza
{1,2,3,4,5,6}. A (0,1)-beli véletlen szam valasztdsa esetén az eredmények hal-
maza a (0,1) intervallum.

Esemény: olyan allitas, aminek az igazsdgtartalma a kisérlet elvégzése utan
kiértékelhetd. Az eseményeket nagybetiivel fogjuk jelolni. Két esemény kizé-
ré6, ha egyszerre nem kovetkezhet be mindkett§. Egy A esemény része egy



B eseménynek (A maga utdn vonja B-t), ha A teljesiilése esetén B minden-
képp teljesiil. Jelolése: A C B. Két esemény ekvivalens, avagy megegyezik,
amennyiben mindkettd része a masiknak. Jelolése: A = B. A biztos esemény
jele Q, a lehetetlené pedig 0.

Kockadobas esetén az aldbbiak mind események: A = {}-et dobunk}, B = {}-et
vagy 6-ot dobunk}, C' = {Osszetett szamot dobunk}, D = {Pdratlant dobunk},
E = {100-ndl kisebbet dobunk}, F = {3,5-6t dobunk}. A és D kizdrdak, A része
B-nek, B és C ekvivalensek, E a biztos esemény, F pedig a lehetetlen.

Teljes eseményrendszer: A, A, ..., A,, ... paironként kizdr6 események
rendszere teljes eseményrendszer, ha a kisérlet barmely kimenetele esetén vala-
melyik A; bekovetkezik (az alabb definidlt Gsszeaddst felhaszndlva atfogalmaz-
haté: az Gsszegiik ).

A kockadobds esetén példaul Ty = {{pdrosat dobunk},{pdratlant pobunk}}, vagy
Ty = {{1-et dobunk},{primet dobunk},{4-et vagy 6G-ot dobunk}} is teljes ese-
ményrendszert alkotnak.

1.2. Miveletek eseményekkel

Egy A esemény ellentettjén (vagy komplementerén) azt az eseményt értjik,
ami pontosan akkor kévetkezik be, amikor A nem. Jele A. Vegyiik észre, hogy
Q= 0.

Két esemény Osszege (vagy unidja) az az esemény, ami pontosan akkor
kovetkezik be, ha a két esemény koziil legaldbb egy teljesiil. Jele A + B vagy
AUB.

Két esemény szorzatan (vagy metszetén) azt az eseményt értjik, ami
pontosan akkor kévetkezik be, amikor mindkét esemény teljesiil. Jele A- B, AB
vagy AN B.

Egy A és egy B esemény kiilonbségén azt az eseményt értjiikk, amikor az
A bekovetkezik, de a B nem. Jele A — B vagy A\ B. Figyeljiik meg, hogy
a szdmokon értelmezett ellentett és sszeg miiveletek kombinaciéjaként adédik
a kivonds, ami itt teljesen méast eredményezne. Azonban mas mdédon mégis
’kikeverheté’ a kiilonbség: A — B = AB.

1.3. Tulajdonsagok

Miiveleti sorrend: A szorzas magasabb rend{l, mint az osszeadas és kivonds (a
komplementer képzés még magasabb, de ez a jelolésrendszerbdl is egyértelmii).
A kovetkez6 ekvivalencia mutatja a miiveleti sorrendet: AB + CD = (AB) +
(CD).

Mivel az eseményekre gy tekintiink, mint a kisérlet kimeneteleinek egy-egy
halmazara, igy természetes, hogy a halmazelméleti alapokat kéne megismer-
niink a pontos megértésiikhéz. A halmazelmélet rendkiviil érdekes tudomény,
az érdekl6d8bb olvasénak érdemes a ZFC (Zermelo—Fraenkel choice) axiémékat
tanulmanyozni. Mi most nem mélyiiliink el a halmazelméletben, de a kovetke-
zOkben atismételjiik a halmazok néhany alapvet6 tulajdonsidgat az eseményekre
vonatkozdan.



1. Tulajdonsag(ok). Az aldbbi tulajdonsdgok minden A, B és C eseményre

1gazak:
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A =B & B=A (az ekvivalencia szimmetrikus/kommutativ)

. A+ B = B+ A (az osszeg kommutativ)

. AB = BA (a szorzat kommutativ)

. ABCA

.ACA+B

. De Morgan 1: A+ B = A-B; SiA; =1L A;
De Morgan 2: A-B = A+ B; LA, =% 4;

. A=DB és B=C = A=C (az ekvivalencia tranzitiv)
. ACBCC= ACC (amaga utdin vonds tranzitiv)

. (A+B)+C=A+ (B+C) (az dsszeadds asszociativ)



27. (AB)C = A(BC) (a szorzds asszociativ)
28. A(B+ C) = AB+ AC (a szorzds az osszeaddsra disztributiv)
29. A+ BC = (A+ B)(A+ C) (a dsszeadds a szorzdsra disztributiv)

Feladat: Ellenériziik a tulajdonsigokat egyszerti Venn-diagram segitségével!

1.4. o-algebra

Ahhoz, hogy valdsziniiségekrél beszélhessiink, még fontos megérteniink a o-
algebrakat.

2. Definicié. Legyen X egy halmaz. Egy R C 2% halmaz pontosan akkor o-
algebra X felett, ha teljesiti az aldbbi harom feltételt:

1. XeR
2. R zdrt a komplementerképzésre: AcR=>A=X—-AcR

8. R zdrt a megszamlalhato dsszegre: Ay, Ag,...;Ap,... E R = XA, € R

Egy kisérlet kimeneteleinek a halmazanak nem feltétlen minden eleme érde-
kes szamunkra. A vizsgdlatainkhoz fontos a kisérleten definidlhaté események
kozil a szamunkra megfigyelhetGeket mindig elére megadni. Azonban nem
valogathatunk kedviinkre, feltessziik, hogy a megfigyelheté események halmaza
teljesiti a o-algebra tulajdonsagait a kisérlet kimeneteleinek X halmaza felett
(sokszor megfigyelhetd események rendszerének vagy megfigyelhetd esemény-
rendszernek hivjuk). A megfigyelhet§ események halmazdt sokszor eseményal-
gebraként is emlitik. [Egy kisérlethez tartozéan a valésziniiségeket is a megfi-
gyelhetd események o-algebrajan fogjuk értelmezni (sziikséges feltevés).] Fontos,
hogy ezek az események nem mind kizaroak, gondoljunk csak arra, hogy €2 min-
dig megfigyelhetd (a o-algebra elsé tulajdonsdga miatt), aminek pedig minden
esemény a része.

Elemi esemény: Azokat a nem lehetetlen megfigyelhet$ eseményeket, amik-

nek nincs olyan nem lehetetlen megfigyelhet részeseménye, ami nem ekvivalens
vele, elemi eseményeknek nevezziikk. Azaz A € R pontosan akkor elemi esemény,
ha: A#A0DésVB #0,Bc R,BCA:AC B. Az eclemi eseményeket w-val
jeloljiik. Az elemi események kivalasztdsa nem teljesen egyértelmii, mert egy
kisérlethez t6bb elemi esemény halmaz is tartozhatna, ezért odafigyeléssel kell
valasztanunk.
A kockadobdsndl a megfeleld elemi események a kovetkez6k: wy = {1-et dobunk},
we = {2-t dobunk}, ws = {3-mat dobunk}, wy = {4-et dobunk}, ws = {5-6t do-
bunk}, ws = {6-ot dobunk}. Lehetne elemi esemény az, hogy "z lett a dobott
érték, amit y oldalrol dtfordulva értink el”, de persze ez nem célszerii valasztds.
Egy kockadobds sorozatndl, ahol addig dobunk amig egy pdratlan nem jén, majd
még eqy utolsot: Ha csak az utolsé dobds érdekel minket, nem lenne célszeri,
ha egy elemi esemény tartalmaznd az dsszes kordbbi dobds értékét is.



Az elemi eseményeket sok helyen gy definidljak, mint az egyetlen kimenetelt
tartalmazo6 események. Ez nem mond ellent a mi altalunk hasznalt definicionak,
de abban az esetben a kisérlet kimeneteleinek megvélasztasara kell ugyan tgy
odafigyelni, mint a mi esetiinkben az elemi események megvalasztasira (14sd az
el6z6 példat).

3. Tulajdonsag(ok). Az dsszes elemi esemény valamelyike minden esetben tel-
jestil, azaz Osszegik a biztos esemény. Emellett a kiilonbozd elemi események
kizdaroak is, ezért az elemi események teljes eseményrendszert alkotnak.

4. Tulajdonsag(ok). A megfigyelhetd események (ahogyan minden esemény)
felirhatoak elemi események segitségével, eqy megfeleld I indexhalmazzal ;e jw;
alakban. Nem feltevés, hogy minden I indexhalmazhoz tartozé esemény megfi-
gyelhetd legyen (azonban ha az elemi események szdma megszdmldlhatd, akkor
ez kovetkezik a o-algebra 3. tulajdonsdgdbdl).

Eseménytér: Az elemi események halmaza. Mivel az Osszes elemi esemény
Osszege (2, ezért az eseményteret is szokasosan (2-val jel6ljiikk. Fontos megje-
gyezni, hogy abban az esetben, ha (2 nem megszamlalhaté, akkor az eseménytér
onmagaban nem hatirozza meg a megfigyelheté események halmazat.

A kockadobds esetén az eldzé példaban latott elemi események mellett az ese-
ménytér Q = {w,wa, ws, wa, Ws, We } -

Innentol kezdve mi mindig megfigyelheté események o-algebrdjan fogunk
dolgozni.

5. Tulajdonsag(ok). A o-algebra fenti tulajdonsdgaibol levezethetdek az aldb-
biak, amik igy szintén mind teljesilnek a megfigyelhetd eseményeink halmazdra
(a szdveges leirdsokat is ennek megfelelden adjuk meg).

1. A lehetetlen esemény megfigyelhets: O € R.

2. Megfigyelheté események osszege, szorzata €és kilonbsége is megfigyelhetd:
A BeR=A+B,AB,A—BeR

8. R zdrt a megszamlalhato szorzatra: A1, As, ..., Ay, ... € R =1LA; € R.
4. Az elemi események kizdroak.

Igazoljuk ezeket az dllitdsokat:
1: kovetkezik az 1. és 2. tulajdonsagbol.
2: 0sszeq: kovetkezik a 3. tulajdonsdgbol, ha Ay = A, Ay = B a tébbi esemény
pedig A; = ().
szorzat: a szorzat komplementerének a komplementere onmaga (kordbban ldt-

tuk), erre pedig alkalmazva De Morgan 2-t A + B-t kapjuk, ami a 2. tulajdon-
sagbol és az dsszegre zdrtsdgbol mdr kévetkezik, hogy megfigyelheto.

kilonbség: dtirhaté AB-re, ami a 2. tulajdonsdgbdl és az szorzatra zdrtsdgbol
mar kéovetkezik, hogy megfigyelheto.

3: ;A = I A; = 5 A; (a mdsodik egyenléség a De Morgan 2-bél kivetkezik),




ez pedig a 2. és 3. tulajdonsdgbol kivetkezden megfigyelhetd.
4: Az elemi események - legyen A és B - megfigyelhetdek, igy szorzatuk is meg-
figyelheté (AB), azonban ez a szorzat mindkettének része. Elemi eseménynek
megfigyelhetd részeseménye csak énmaga vagy O lehet. Ha két kilonbézd elemi
eseményrdl beszéliink (A # B), akkor ez csak gy teljesiilhet, hogy a metszet (),
azaz kizdroak.

Nézziink néhdny példat megfigyelheté események halmazdra.

o Ha kockadobds esetén az elemi eseményeink: A ={pdrosat dobunk} és
B ={pdratlant dobunk}, akkor pontosan négy esemény lesz megfigyelhetd:
{0, A, B,0}

e Ha kockadobds esetén az elemi eseményeink: A ={pdrosat dobunk}, B ={1-
et dobunk}, C ={3-mat dobunk} és D ={5-t dobunk}, akkor mdr sok ese-
mény lesz megfigyelhetd, hiszen barmely események 0sszege is megfigyel-
hetd. Gondoljuk végig, hogy 16 esemény lesz megfigyelhetd (kiszdmolhatd
a 4-elemi halmaz Gsszes részhalmazainak szdma alapjdn, ami 2*).

e Ha kockadobds esetén mem ismerjik az elemi eseményeinket, de tudjuk,
hogy X ={pdrosat dobunk} és'Y ={3-ndl nagyobbat dobunk} megfigyel-
hetdek, akkor mely események lesznek biztosan megfigyelhetéek? A o-
algebra 2. tulajdonsdgdbdl kévetkezik, hogy X ={pdratlant dobunk} és
Y ={/-nél kisebbet dobunk} is megfigyelhetéek. Az 1. tulajdonsdgbdl
és az elsé kovetkezménybdl tudjuk, hogy a biztos esemény és a lehetetlen
esemény is megfigyelhetdek. A mdsodik kovetkezmény alapjin az aldb-
biak is megfigyelhetbek (ezutdn az eseményeket a dobott szdmok halma-
za alapjin adjuk meg): X +Y = {2,4,5,6}, X +Y = {1,2,3,4,6},
X +Y =1{1,3,4,56}, X +Y = {1,2,3,5}, XY = {4,6}, XY = {2},
XY = {5}, X -Y = {1,3}. Ellenérizhets, hogy mdr csak két esemény biz-
tosan megfigyelhetd, az XY +X Y = {1,3,4,6} és a XY + XY = {2,5}.

1.5. Valészintiség

6. Definicié. Megfigyelhetd események egy R o-algebrdjin definidlhatjuk a va-
16szintiséget, mint a kévetkezd tulajdonsdgokat teljesité P wvalds fiigguény:

1. A wvaldsziniiség nem negativ 0 < P(A).
2. A biztos esemény valdszinisége 1: P(Q) = 1.

8. Kizdro események megszdmldalhato dsszegének valosziniisége a valdszindsé-

gek dsszege:
Al,AQ, ...,An, S R,VZ #] : AZAJ =0= P(ElAl) = EZP(AZ)

7. Definicié. Az eseménytér, a megfigyelhetd események halmaza és a rajtuk
definidlt valdszindség egyitt dgynevezett (Kolmogorov-féle) valésziniliségi me-
z6t alkot: (Q, R, P).



A kockadobds esetén, ha szabdlyos kockdrdl beszélink (és minden értékd kime-

netel megfigyelhetd), akkor vehetjiik %-nak minden lehetséges érték valoszinisé-

gét, és igy rogton megkapjuk a 3. tulajdonsdgbol minden esemény valdsziniségét
(az eseménybe foglalt lehetséges kimenetelek szdma szorozva %—al). Ha az ese-
ménytér megszamldalhato elemszdamai, akkor mikodik is ez a modszer, azaz az
elemi események valosziniségeibol minden esemény valdszinidségét megkaphat-
Juk (nem megszamlalhato esetben nem mikodik, példdul az egységintervallumon
egyenletesen wvdlasztott pont esetén minden egyes pont valosziniisége nulla, az
intervallumok azonban mdr a hosszuknak megfeleld valdszindiséget képuiselnek).
A cinkelt kocka esete csak annyiban tér el a szabalyosétdl, hogy az eqyes értékek-
hez mads-mdas valoszindség tarsulhat, de a beldlik dllo események valdszinidsége
a 3. tulajdonsdg miatt ugyanigy ezeknek a valosziniségeknek az 0sszegzésével
szdmolhato.

2. A valészintiiség tulajdonsagai: Poincaré-formula,
Boole-egyenlotlenségek, folytonossagi tulajdon-
sag

8. Tulajdonsag(ok). A walészinidség axidmdibdl kovetkeznek az aldbbi dllitd-

sok:

1. P(A)+P(A) =1

2. P(0)=0

3. P(A) = P(AB) + P(A - B)

4. Ha B C A, akkor P(B) < P(A).
5

AL A LA e RVEA = QY £ G AiAj = 0 (azaz A; megszamldl-
hatd elemszdmi teljes eseményrendszer) = ¥;P(A;) = 1.

6. Szita formula (Poincaré):
e P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)
e P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC)

o Ay, Ay, .., Ay € R X legyen a k-adik olyan halmaz, amit gy
kapunk, hogy j darab A;-t dsszeszorzunk (1 <k < (?)) P(XTA;) =

SIS Y UNEN)
7. Boole-egyenlétlenségek: Ay, As,...,A, ER

. P(SL,A,) < BI, P(A)
o P, A) = 1— P8, A) > 1 - S, P(A)

8. Folytonossagi tulajdonsdagok megszamldlhato eseménysorozatokra:
Al,AQ,...,An,... ER



o HaA1 QAQ

4 HaA1 :_>A2 :_> :_>

n & .

3. Feltételes valosziniiség, események, esemény-
rendszerek fiiggetlensége. Teljes valoszintiiségi
tétel, Bayes-tétel, szorzasi szabaly.

Egy nem nulla valdszintiségii A esemény esetén beszélhetiink események fel-

tételes valdsziniliségérdl, ami egy olyan fiiggvény, ami egy B megfigyelhet6
P(AB)
P(A)
ha a kisérletiink kimenetelérél tudnank, hogy az A esemény bekovetkezett, de
semmi egyebet, akkor ennek tiikkrében mi lenne B valészinlisége. Ezt a valdszi-

niiséget P(B|A)-val jeloljiik, amire tehat igaz, hogy

eseményhez a valbsziniiséget rendeli. Szemléletesen arrdl van szd, hogy

P(AB)

P(BIA) = 5o

Nézziink néhdny példdt kockadobdssal. Ha példdul A ={pdrosat dobunk} ese-
ményt feltételeznénk, akkor igazak lesznek a kévetkezd egyenlbségek: P(6-ost
dobunk|A) = %, P(1-est dobunk|A) = 0, P(pdratlant dobunk|A) = 0, P(3-ndl
nagyobbat dobunk|A) = 2 és P(pdrosat dobunk|A) = 1.

9. Tulajdonsag(ok). Az aldbbi tulajdonsdgok kivetkeznek a definiciébdl bdr-
milyen B megfigyelhetd eseményre:

1. P(B|A) >0
2. P(QA) =1
3. By, Ba,...., Bp,.. € R,Vi # j : BiB; = 0 = P(2;B;|A) = %, P(B;|A)
4. P(B|]A) <1
5. P(A]A) =1
6. P(0]A) =0

Az elsé harom tulajdonsagbdl latszik, hogy a feltételes valdsziniiség is teljesiti
a val6szinliség tulajdonsigait (ezért jogos a széhaszndlat).

10. Definicié. Azt mondjuk, hogy két A és B esemény fiiggetlen, ha az egyiket
feltételezve a mdsiknak a valdszindsége nem wvdltozik. Formdlisan: P(B|A) =
P(B). A nulla valdszintiségl eseményeket nem tudjuk feltételnek tekinteni (ldsd

cse

Juk.



11. Tulajdonsag(ok). Ha a definicid képletébe behelyettesitjik a feltételes va-
l6szindség képletét, akkor azt kapjuk, hogy P(B|A) = P;?AB)) = P(B), amit

atrendezve azt kapjuk, hogy a szorzat valdoszinisége a valoszintségek szorzata:

P(AB) = P(A)P(B).

Ez a feltétel tehdt ekvivalens a definicicval. (Figyeljik meg, hogy itt nem kell
kilon kezelniink a 0 valészinidségii eseményeket).

Ebbdl a formuldbdl kénnyen lathatd, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus tu-

lajdonsag, azaz ha A fiiggetlen B-t6l, akkor B is fliggetlen A-tél, ezért jogos a
definiciéban a szimmetrikus megfogalmazéis: A és B fliggetlenek.
Szabdlyos kockadobds esetén vizsgdaljuk meg, hogy az aldbbi események kozil mely
pdrokra igaz, hogy figgetlenek: A = {j-et dobunk}, B = {5-6t vagy 6-ot do-
bunk}, C = {Osszetett szaimot dobunk}, D = {Pdratlant dobunk}, E = {100-ndl
kisebbet dobunk}, F = {3,5-0t dobunk}. Emlitettik, hogy a nulla valdszinisé-
gl események mindentdl figgetlenek, igy F fliggetlen barmelyik mdsiktol. Az
is konnyen ldthatd, hogy az 1 valdsziniségl eseményekre is igaz ez, azaz E is
figgetlen az dsszestdl. A tobbi pdr esetén vizsgdljuk meg a valdsziniiségeket:

e P(AB)=0+4# %%, azaz A és B nem figgetlenek.

~—_ —

o P(AC) = % #+ %%, azaz A és C nem figgetlenek.

e P(AD)=0+# é%, azaz A és D nem figgetlenek.

e P(BC) = ¢ +# 22, azaz B és C nem figgetlenck.

e P(BD)= % = %%, tehdt a B és D események fiiggetlenek.
3

e P(CD)=0# %g: azaz C és D nem fiiggetlenek.

Vizsgédljuk meg, hogy két esemény fiiggetlensége milyen kévetkezményeket
von maga utan.

12. Tulajdonsag(ok). Tegyik fel, hogy az A és B események figgetlenek. Ek-
kor igazak az aldbbiak:

1. A és B események fiiggetlenek.
2. A és B események fiiggetlenek.
3. A és B események fiiggetlenek.
4. P(BA)=0= P(A) =0 vagy P(B) =0.

Figyeljiik meg, hogy a 4. pontbdl kovetkezik, hogy kizar6é események csak
akkor lehetnek fiiggetlenek, ha egyikiik valdszintisége nulla. Gondoljunk bele,
hogy a 4. pont ennél kicsit tobbet is mond, hiszen lehetséges, hogy P(BA) =0
de az események nem kizardak.

Példdul ha a kisérletink a (0,1) intervallumon vald véletlen szdm wvdlasztdsa,
A = { 0,5-nél nagyobb szimot vdlasztottam } és B = {7 -et vdlasztottam },
akkor A és B nem kizaréak, de a szorzatuk valdszintsége nulla.



13. Definicié. Egy A1, As, ..., Ap, ... € R eseménysorozatra azt mondjuk, hogy
paronként fiiggetlen, ha bdrmely ketté esemény kéztik figgetlen. Azt mond-
juk, hogy egy ilyen sorozat teljesen fiiggetlen, ha barmely I C {1,2,...,n,...}
indezhalmazra igaz, hogy P(IL;A;) = IL; P(4;).

A teljes fuggetlenségbdl persze kovetkezik a paronkénti, hiszen a kételemii

indexhalmazok is indexhalmazok. A masik irdny nem teljesiil, nézziik erre a
kovetkez6 példat:
Ilyen ellenpélddt eqy szabdlyos kockdval nem lehet mutatni, ezért tekintsink most
egy 8 oldali szabdlyos 'dobokockdt’ (dobéoktaéder). Legyenek a kivetkezd esemé-
nyeink megfigyelhetdek: A = { I1-et, 2-t, 3-mat vagy 4-et dobunk }, B = { 3-mat,
4-et, 5-6t vagy 6-ot dobunk } és C' = { 1-et,2-t, 5-0t vagy 6-ot dobunk }. Mindhd-
rom esemény valdszinisége 0,5 és mindhdrom pdronkénti metszet valdszinisége
%, igy konnyen ldthatd, hogy pdronként figgetlenek. Azonban P(ABC) =0 # %,
azaz nem lehetnek teljesen fliggetlenek. Ugyanez a gondolatmenet eljatszhato cin-
kelt hatoldalu kockdval is, ahol az 1,2 és 3 kimenetek valdsziniisége i, a hdrom
esemény pedig ezen hdrom érték kozil kettét tartalmazo események. Szabalyos
kockdval két dobds esetén is létezik hasonld eseményhdrmas: A = { elsdre pdro-
sat dobunk }, B = { mdsodikra pdrosat dobunk } és C' = { a két dobds ésszege
padratlan }.

14. Definicié. Nemcsak eseménypdrokra és eseménysorozatokra, de esemény-
rendszer pdrra is definidlhato a fiiggetlenség. Két R, és Ro eseményrendszer
fiiggetlen, ha barmely A € Ry és B € Ry eseménypdr figgetien.

Legegyszeriibb példaként képzeljink el két kockadobdst (akdr feltehetjiik, hogy
két kilonbozé ember végzi kilonbozé kockdval). Kordbban lattuk, hogy miként
érdemes a megfigyelhetd események rendszerét megvdlasztani, legyen ezek rend-
szere R1 az elsd dobdshoz és Ry a mdsikhoz. Ekkor a két rendszer fiiggetlen
lesz, hiszen barmely eseményiink amit az elsé kockadobdason megfigyelhetiink, az
figgetlen barmelyik eseménytdl, amit a mdsodik dobdson figyelink meg.

15. Tétel. (Szorzdsi szabdly) Ha Aj, As, ..., A, € R megfigyelhetd események
sorozata, és P(II'_, A;) > 0, akkor:

P74 A;) = P(AL I} 5 A;) P(A2 I3 A;) - - - P(Ap—1]A,) P(Ay) =
= HZ:1P(Ak|H?:k+1Ai)

Az utolsé sorba foglalt képlet persze csak akkor miikodik, ha a nulla elemi
szorzatot Q)-nak definidljuk. Figyeljiikk meg, hogy a szabély akarmilyen sorrend-
ben alkalmazhaté egy megfelel6 sorozatra, és minden esetben mas-mas szorzatra
bomlana a keresett valoszintiség.

A szorzas szabaly bizonyitdsa pofonegyszerd, a jobb oldal feltételes valdszini-
ségeit definicio szerint dtirva olyan sort kapndnk, ahol az eqymdst kévetd tortek
szamlaloja mindig az eldzonek a nevezdjével eqyezik meg, igy csak a legelsé szdm-
lalo marad meg a leegyszerisitések utin, ami pontosan a teljes eseménysorozat
szorzatanak a valészinisége.
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Kockadobds esetén vizsgdljuk meg, mit mondana a szorzdsi szabaly az aldbbi
eseményekre: A = { 4-nél kisebbet dobunk }, B = { pdrosat dobunk } és C' = {
1-et, 2-t, 5-0t vagy 6-ot dobunk }. Ekkor P(ABC) = P(A|BC)P(B|C)P(C) =
P(A|2-t vagy 6-ot dobunk)%% = %% = %. Persze ebben az esetben egyszeriibb
a szorzasi szabaly nélkil megmondani a kereselt valdszintséget. Azonban sok
esetben konnyebb a feltételes valosziniiségeket meghatdrozni, mint a metszet va-
loszintiségét, ilyenkor érdemes a gyakorlatban a szorzasi szabalyt alkalmazni.

Tekintsink egy sokkal bonyolultabb példdat, ami azonban jobban szemlélteti,

hogy milyen esetekben érdemes a szorzdasi szabdlyt haszndlni. Tegyiik fel, hogy a
kiraly a tisztségét elsdszilott fidra hagyja, amennyiben az megéri a felndtt kort.
A belviszdlyok miatt amennyiben nem sikeril az elsészulotinek dtvennie a tront,
akkor puccs kévetkeztében megddl a kirdlysag, és demokrdcia veszi at a helyét.
Azonban a kozépkori korilmények miatt kezdetben 30% eséllyel nem éri meg eqy
gyermek a felndtt kort. A tudomdny fejlédésével generdcionként 1%-al csokken
ez az ardny. Tegyik most fel, hogy a felndtt kort megéré fiiknak mind sikeril
(legaldbb 1) fuit nemzeniik. Mennyi annak a valészinidsége, hogy 10 generdcion
keresztil sikeril az elsdsziléttnek 6rékolnie a tront?
Ezt a kérdést nem igazdan lehetne a szorzasi szabalyt kikeriilve meguvadlaszolni,
hiszen nem tudunk a mdsodik generdcios kirdly gyerekeivel kapcsolatban semmit
szamolni az a feltevés nélkil, hogy egydltalan létezett a mdsodik generdcios kirdly.
A szorzdsi szabalyt felhaszndlva (ahol az A; esemény, hogy az i-edik generdcioban
sikeres az oroklés) azonban minden tag egyszeriien beirhaté a képletbe:

P2, A;) = P(Ayo|TT)_, A;) P(Ag|TTS_ | A;) - - - P(A3| A1) P(A)) =
=0,79-0,78-0,77-0,76-0,75-0,74-0,73-0,72-0,71-0,7 ~ 0,052 = 5, 2%.

16. Tétel. (Teljes Valdsziniség Tétel) Tegyiik fel, hogy A1, As, ..., Apn, ... € R
egy teljes eseményrendszer (Vi # j : A;A; =0 és $;A; = Q), amire Vi : P(A;) >
0. Ekkor tetszdleges B eseményre igaz, hogy:

P(B) = X;P(B|A;)P(A;)

Bizonyitas: A B eseményt felbonthatjuk (szemléletesebben monduva felszeletelhet-
jik) B= BA,+ BAs+...BA, + ... alakban kizdré eseményekre. A valosziniiség
definicidjanak 3. pontja alapjin P(B) = P(BAy)+ P(BAy)+..P(BA,)+... =
Y,P(BA;). A feltételes valdsziniiség definicidja alapjin dtirhatjuk a metszetek
valdszintségét: ¥;P(BA;) = 3, P(B|A;)P(A4;), ami pontosan a kivant formula.

Kockadobas esetén vizsgdaljuk meg, mit mondana a teljes valosziniség tétel
az aldbbi eseményekre: Ay = { 3-ndl kisebbet dobunk }, Ay = { 3-mat vagy 4-et
dobunk }, A5 = { 5-6t vagy 6-ot dobunk } és B = { pdrosat dobunk }. Ekkor
P(B) = P(B|Ay)P(A1) + P(B|Ay) P(As) + P(B|As)P(A3) = 31 + 11+ 11 =
% + % + % = % Persze ezt az esetet is konnyebb lett volna a teljes valdsziniség
tétel nélkiil meghatdrozni, de vannak esetek, mikor mégis jobban tessziik, ha
haszndljuk, méghozzd amikor a képlet jobb oldaldn szerepld valdsziniiségeket mind
kénnyen megtudhatjuk, de a bal oldalt nem.

11



Ismét nézziink meg egy bonyolultabb, de szemléletesebb példat is. Tegyiik fel,

hogy a lakossdgban a kék szemért felelds gén ardnya 50% (recessziven oroklédik),
és a pdrvdlasztas nem fiigg a szemszintol. Mi a valdszinidsége, hogy eqy kék
szemd embernek (aki még pdrvdlasztds eldtt dll) kék szemd gyercke fog sziletni
elsoként.
Legyen a kérdéses esemény B, és A; legyen az az esemény, hogy a pdrja i darab
kék szem génnel rendelkezik (i = 0,1,2). Ekkor a képlet valdsziniségeit konnyen
behelyettesithetjik (azonban B-rél nem tudndnk nyilatkozni a pdrja génjeinek
ismerete nélkil)

1 11 1 1
P(B) = P(B|Ao)P(Ao)+P(B|A1)P(A1)+ P(B|A2) P(Az) :01+§§+11 =35
17. Tétel. (Bayes-Tétel) Tegyiik fel, hogy A1, Aa, ..., Ay, ... € R egy teljes ese-
ményrendszer (Vi # j : A;A; =0 és X, A; = Q), amire Vi : P(A;) > 0. Ekkor
tetszdleges B eseményre, ha P(B) > 0, akkor:

_ P(BJA)P(A)
P(A;|B) = Y P(B|A;)P(A))

Bizonyitds: A nevezdben a teljes valdsziniség tétel jobb oldaldt latjuk, azaz
egyenld P(B)-vel. Ha ezt beirjuk, és a szamlald feltételes valdsziniiségét definicio
szerint dtirjuk, akkor azt kapjuk, hogy a jobb oldal:

DGt P(A)  p(BA)
P(B)  P(B)

Ez pedig a feltételes valdszintiség definicidja alapjan pontosan a P(A;|B), ami a
bal oldala o képletnek.

Kockadobas esetén vizsgdljuk meg, mit mondana a Bayes-tétel az eldzd pél-
ddban latott eseményekre (A1 = { 3-ndl kisebbet dobunk }, Ay = { 3-mat vagy
4-et dobunk }, Az = { 5-6t vagy 6-ot dobunk } és B = { pdrosat dobunk }).

P(AllB):f%)Bl)’(z‘h):%g:

W =

Most a nevezdt nem irtuk ki a képlet szerint, azt a részt mar amaigy is kiszdmoltuk
az elozd példaban. Persze ezt az esetet is konnyebb lett volna a Bayes-tétel nélkiil
meghatarozni, de vannak esetek, mikor mégis jobban tesszik, ha haszndljuk,
méghozzd amikor a képlet jobb oldaldn szerepld valosziniiségeket mind konnyen
megtudhatjuk, de a bal oldalt nem.

It is vizsgdljunk egy bonyolultabb, de szemléletesebb példat is. A teljes va-
loszintiség tételnél szerepld példat a kék szemiiség oroklodésérdl vigyiik tovdbb.
Tegyiik fel, hogy eltelt 10 év és megtudjuk, hogy a sziletett gyermek kék szemii
lett, de mem tudjuk a pdrjinak a szemszinét. Mennyi annak a valdszinisége,
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hogy a pdrja is kék szemii.
A képletbe helyettesitve:

P(B|Ag)P(Ap) + P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(As) 0% + %% + 1%
_i_l
1
5 2

4. Klasszikus valésziniliség, geometriai valoszinti-
ség. Példak az alkalmazasokra: urnamodellek,
Buffon-féle tiiprobléma.

Gondoljuk végig, hogy milyen tulajdonsagokkal rendelkezé valdszintiségi mez6-
vel taldlkozhatunk legtobbszor (és mit tudndnk legegyszeriibben kezelni). A
korabban sok példaban felmeriilé kockadobas kisérletiink jol szemlélteti, hogy
az eseménytér végessége, és az elemi események megegyez6 valdszinlisége egy-
szerlibbé teszi a vizsgalatainkat. A kovetkez6 definiciéval ennek adunk nevet.

18. Definicié. A klasszikus valésziniiségi mezd egy olyan valdsziniségi me-
20, aminek az eseménytere véges, és az elemi események valoszinisége megegye-
zik.

Koénnyen beldthatd, hogy véges eseménytéren értelmezett o-algebra egyér-
telmd (2 minden részhalmaza megfigyelhetd kell legyen).

19. Tulajdonsag(ok). Az n elemd eseménytér feletti klasszikus valdszindiségi
mezdkben a valdsziniségek egyszeri képlet segitségével szamithatok:

o Az elemi események valdszinisége %

e FEgy k darab elemi eseményt tartalmazé esemény valdszinidsége %

Bizonyitsuk be a fenti két tulajdonsagot! A valdszinidség definicio szerint ki-
zdro események dsszege esetén megegyezik az események valdsziniségének dssze-
gével. Ez alapjan az elemi események valosziniiségeinek dsszege véges esetben 1
kell legyen. Ha pedig n elemi eseményiink van, és ezek valdsziniisége megegyezik,
akkor ez pontosan az elsd tulajdonsagot eredményezi. A mdsodik tulajdonsdghoz
ismét felhasznaljuk a valosziniség kizaro eseményekre vonatkozo tulajdonsdgdat,
mégpedig elemi eseményekre bontjuk a kérdéses eseményiinket. Mivel ezek va-
loszintsége % és pontosan k darab van beldlik, igy az esemény valosziniiségét
ado 6sszeq % lesz.

A masodik tulajdonsag képletét sokszor gy szoktuk emlegetni, mint a kedvezd
esetek szdamdanak és az dsszes eset szamdnak hdnyadosa:

kedvezd esetek
0sszes eset
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Kockadobasos példdinkban mdr kordbban is felhaszndltuk a most leirtakat.
Mivel a szabdlyos kockadobads kisérlete klasszikus valdsziniségi mezével model-
lezhetd, ahol 6 elemi eseményiink van, igy egy esemény valoszinisége mindig %
szorozva a kedvezd esetek szdamdval. Szdmoljuk ki a kévetkezé események va-
I6szintségét: A = {4-et dobunk}, B = {4-et vagy G-ot dobunk}, C = {3-ndl
nagyobbat dobunk}, D = {Pdratlant dobunk}, E = {100-ndl kisebbet dobunk},
F = {3,5-0t dobunk}

P(A) :Oé,P(B) =2=1PC)=2=LPD)=3=1PE)=5=1¢

P(F)=9=0.

20. Definicié. Amennyiben a lehetséges kimenetelek halmaza egqy n-dimenzids
geometriai alakzatot alkot, és egyenletesen oszlik el rajta a valdszinidség, akkor
geometriai valésziniliségi mezoOrol beszélink. Ilyen esetben eqy A esemény
valdszintiségét a benne foglalt elemi események alkotta térrész n-dimenzios tér-
fogatanak, és az Osszes elemi esemény n-dimenzids térfogatinak ardnyaként
szdmithatjuk ki. Azaz P(A) = %,

Ne zavarjon meg minket az n-dimenzié, n = 1 esetén a hosszok aranya,
n = 2 esetén teriiletek ardnya, n = 3 esetén térfogatok ardnya adja meg a
valdsziniséget.

Figyeljiik meg, hogy a geometriai valészintiségi mez6 hasonlit a klasszikushoz
az egyenletességében, de az elemi események szdma végesrdl végtelenre ugrik
(s6t, legtobb esetben kontinuumra).

Tekintsiik a (0,1) intervallumrdl valé véletlen szam vdlasztdsa kisérletet. Ez
egy geometriai valosziniségi mezdt definidl, ahol példaul annak a valdszinisége,
llzogy a huzott szam az (%, %) intervallumba esik, a fenti képlet alapjin %, azaz
’ Ha egy egységnégyzeten valasztok egyenletesen pontot, akkor is geometriai va-
loszindiségi mezordl beszélhetink, csak ez mar két dimenzids térben helyezkedik
el. Mennyi annak a valésziniisége, hogy a kézépponitol legfeljebdb % tavolsdgra
esik a vdlasztott pont? A kedvezd kimenetelek halmaza egy kért fog alkotni a
négyzet kozepén (és mem 1dg ki a négyzetbdl). A keresett valdsziniség a fen-
ti képlet alapjdn tehdt a teriletek ardnydval szamolhato: % ami nagyjabol
0,785. A magasabb dimenzios esetek néha tébb alacsonyabb dimenzids esetbdl
szarmaztathatok. Ezt a példdt definidlhattuk volna gy is, hogy vdlasztunk két
x,y pontot egyenletesen a (0,1) intervallumrdl, és a koordindlarendszeren az
(z,y) pontnak vizsgdljuk az elhelyezkedését.

Vilasszunk most harom x,y, z pontot egyenletesen a (0, 2) intervallumrdl. Mi
annak a valdszinisége, hogy a harmadik nagyobb lesz mint a mdsik kettd dsszege
(z > x+y). Eza feladat egy kockdn értelmezett geometriai valdszindségi mezdvel
modellezhets. A kérdéses esemény eqy szabdlyos gildnak felel meg (tetraéder is,
de nem szabdlyos tetraéder), aminek egyik csicsa a (0,0,2) a tobbi csicsa pedig
ennek a csicsnak a szomszédai (él mentén). A gila térfogata %Thm, ahol Ty,
az alap terilete, m pedig a gula magassaga. Tetszdlegesen megudlaszthatjuk
melyik lapot tekintjik alapnak, célszerii a kocka egyik oldaldra esét vdlasztani.
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Ekkor ennek a (derékszogii) hdromszignek a terilete 2 - 2 - % = 2. A gulanak

a hdromszdggel szemkozti csicsbol indulo magassagvonala pont a kocka egy éle

lesz, azaz a hossza 2. A gula térfogata tehdt % -2-2= %. A keresett valdsziniiség

oofsle

a térfogatok ardnydabol megkaphato: = % (hiszen most a teljes eseménytér

térfogata 23 = 8).

4.1. Urnamodellek

Valdszintiségszamitasi példakat gyakran definidlunk urndbél valé hiizassal illet-
ve huzas sorozattal. Egy egyszerli esetként végiggondolhatjuk, hogy a szabélyos
kockadobds ekvivalens azzal a kisérlettel, ahol egy urndbol 1-t6l 6-ig szdmozott
hat darab gély6 koziil hizunk ki egyet. Altaldnosan tgy fogalmazhatjuk meg,
hogy egy urndba kiilonboz6 tulajdonsidgokkal rendelkezé golydkat tesziink (de
persze lehet két golyé azonos tulajdonsagu is), majd néhdnyat kihizunk. Az ur-
namodellek esetén tipikusan a kihtzott eredmény alapjan valamit moédositunk
az urndn (azaz nem feltétlen tessziik vissza az Osszes kihizottat, vagy akar 4j
goly6kat tesziink az urndba), és igy végezziik el a kovetkezd hizdst. Az egyes
huzasok kisérlete klasszikus valoszinliségi mezét alkot, a hizasok sorozatabol al-
16 kisérleten értelmezett események valoszintiségeit pedig feltételes valdsziniiség
segitségével lehet szdmolni.

A Polya-féle urnamodellben kezdetben két golyd van az urndban, legyen piros
és z0ld, és minden huzds utdn a kihuzott golyoval egyiitt még eqy ugyanolyan
szindit beletesziink az urndba. A modell érdekessége, hogy ha (n —2) alkalommal
megismételjik a huzds és bévités procedurdjdt, a kapott urna ugyanolyan valo-
szintséggel lesz barmilyen dsszetételi. Mdshogy fogalmazva, amikor n golyo van
az urnaban, akkor az urndban lévs piros golyok szdma klasszikus valdsziniségi
mezdvel modellezhetd (a lehetséges kimenetek: 1,2,...,n —1). Szdmoljuk ki
elsoként a mdsodik lépés utani valdsziniiségeket. Haszndljuk a teljes valoszini-
ség tételét arra, hogy a mdsodik hizds utdni dllapotban 2 piros van (az i = p
jelolés azt az eseményt jeloli, hogy az i-edik hizds piros lesz): P(2 piros) = P(2
piros|1 = p)P(1 =p) + P(2 piros|]1 = z)P(1 = z) = 13 + 13 = . A madsik két
esetrdl ({1 piros} és {3 piros}) pedig a szimmetria miatt lathatd, hogy azonos
az esélyiik, valdosziniiségiik dsszege pedig 1 — %, azaz valoban mindhdrom eset
valdszinisége %

Teljes indukcio segitségével nézzik meg, hogy ha egy n értékre mdr tudjuk,
hogy az 1,2...;n + 1 kimenetek egyformdn valdsziniek az n-edik hizds utdn a
pirosak szamdra, akkor mit mondhatunk az n + 1-edik hizds utdni dllapotrél. A
teljes valdsziniiségi tétel segitségével felirhatjuk az n + 1-edik hizds utdn, hogy
egy 1 < k < n+2 szdmra mi a valdszintisége annak, hogy k darab piros golyo
van az urndban. Az {n — k} jelolje azt az esemény, hogy az n-edik hizds
utdn pontosan k piros golyo van az urndban. Figyeljik meg, hogy az indukcids

feltevésbdl kovetkezik, hogy P(n — k) = %—H
P(n+1 — k) = P(n+1 — kln = k=1)P(n — k—1)+P(n+1 — kln — k)P(n — k) =

k-1 1 n+2—-k 1 k—1+n+2-k 1

n+2n+1+ n+t2 n+l (n+2)(n+1) n+2
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A teljes valdsziniiségi tételnél a teljes eseményrendszer persze nem kételemi, de
a fenti kettdn kivil minden mds esetben nulla lenne a feltételes valdszinisége a
k pirosat tartalmazo eredménynek, igy ezeket kihagyhattuk.

4.2. Buffon-féle tiiprobléma

Egy tipikus alkalmazasa a geometriai valdsziniiségi mezének, amikor egy test
vagy alakzat elhelyezkedése (irdnya) véletlenszerti. Ilyenkor egy alapvonallal
bezart szoget valasztjuk a valtozonknak, erre mar konnyen latszik, hogy egy
intervallumon valé geometriai valészinliségi mezé irja le a viselkedését. Harom
dimenziés esetben hasonléhoz mér két szogre lesz sziikségiink, gondoljunk csak
a Fold felszinén val6 hossziséagi és szélességi fok parosra.

FEqyik legnevezetesebb ilyen példa a Buffon-féle tiiprobléma. Tegyiik fel, hogy
eqy stklapra ejtink eqy h < 1 hosszisdgu tit (ami persze fekve taldlja meg egyen-
sulyi dllapotdt, igy h hosszi intervallumként tekintink rd). A siklap pdrhuzamos
egyenesekkel csikokra van tagolva, ahol a szomszédos egyenesek pontosan egy-
ségnyi tdvolsagra vannak egymdstol. Mennyi a valdszinisége annak, hogy a ti
metszi valamelyik egyenest?

A walaszhoz megfeleld valosziniiségi mezdt kell taldlnunk. A td és az egyene-
sek dltal bezart hegyesszdgre vezetink be eqy o vdltozot, ekkor feltehetjiik, hogy
a € [0°,90°], avagy radidnban mérve o € [0, 5]. Ezen feliil a ti kozéppontjanak
és a legkozelebbi egyenesnek a tdvolsdgat jeloljik d-vel. Ekkor d € [0, %] szintén
geometriai valdsziniségi mezbével modellezhetd. A két vdltozonk egyiitt tehdt egy
téglalapon valo geometriai valoszinidségi mezdt alkot. Vizsgdljuk meg a kedvezd
esetek elhelyezkedését a téglalapon. Vetitsiik le merdlegesen a ti kézéppontjdt
a legkozelebbi egyenesre, és tekintsiik a keletkezd derékszogll hdromszdget (a ve-
titd vonal, az egyenes és a ti egyenese kizitt). EbbSL leolvashatd egy szinusz
szogfiigguény felirasabol, hogy pontosan akkor fog a ti metszeni egyenest, ha
d< %sin(a). A gorbe alatti teriiletet integrdldssal tudjuk meghatdrozni:

/Og gsin(a)da = [Zcos(a)} : __h 0—1)= h

0 2 2
Igy a keresett valdszindség ennek az értéknek és a téglalap teriletének hanyadosa:

h
b gp

ol
[
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