1. 0-tdl 9-ig felirjuk az egészeket egy-egy cetlire, bedobjuk egy kalapba, majd véletlenszeriien hizunk egyet. Megfigyeljiik
az alabbi eseményeket A=1,2,3; B=1,4,8; C=3,4,5,6; D=2,6,7,8 (ahol a szdmsorok azt jelentik, hogy a megfelel6 esemény
pontosan akkor kovetkezik be, ha a szdmok koziil hiztuk az egyiket).

Tekintsiik a C \ (B + D) és az A + B eseményeket. Errdl az eseménypdrrdl dontsiik el, hogy kizéré-e illetve fliggetlen-e!

Adjunk meg az A, B, C és D események segitségével egy kizar6 eseménypéart gy, hogy csak az 6sszeg és szorzat miiveleteket
hasznélhatjuk (egyik esemény se legyen lehetetlen esemény, sem biztos esemény).

(Ipont) C'\ (B+ D) =3,5

(Ipont) A+ B =1,2,3,4,8
(2pont) Kizér6 eseménypdr, aminek az egylittes bekovetkezése lehetetlen esemény.

(1pont) Nem kizéréak, mert 3-as.

(3pont) Fliggetlen két esemény, ha a szorzatuk valésziniisége a valésziniiségek szorzata.

(2pont) Klasszikus valdsziniiségi mez6én gondolkozunk, {gy minden egyes szam valoszmusege =
(2pont) P(C'\ (B+ D)) -P(A+ B) =
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( )

( )

( )
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2pont) P((C\(B+D))-(A+B)) =
1pont) tehat fuggetlenek
4pont) Egy jé példa kizéréra (pl. A és CD)
1pont) Ezek jok, mert kizdrdak/ a szorzatuk a lehetetlen.

2. Vilasztunk egy (X,Y) vektort az alabbi stiriségfiiggvény szerint: fx y(z,y) = ix -y ahol 0 < z,y < 2. Mi annak a
valésziniisége, hogy szerkesztheto olyan haromszog, aminek oldalainak hosszai éppen XY és 17

2pont) Akkor szerkeszthetd (S), ha teljesiilnek a hdromszog egyenlétlenségek: X +1>Y, YV +1> X, X +Y >1
1pont) Egy esemény valészinlisége megegyezik a strliségfliggvény megfelelo tartomanyon Vett 1ntegraljaval
1pont) Az egyenlotlensegek Y-rarendezve: X +1>Y, VY >X -1,V >1-X

1pont) Azaz P(S fo f;:l;:g w:_i} 1 Taydyde =

(
(1pont)
( )
( )
min{2,x+1

(2p0nt) f [ ]maz{{l xz} 1} dz
(2pont) ha x < 1 akkor 1 —2 >0, x —1 <0, azaz maz{l —z, o —1} =1—=x
(2pont) ha > 1 akkor 1 —z <0, x — 1> 0, azaz maz{l —z,x — 1} =z —1
(Ipont) ha x < 1 akkor min{2,2+ 1} =z +1
(1pont) ha x>1 akkor min{2,z+1} =2

x+1 2
(3pont) Igy P(S fo [szy?], dm—l—fl [gzy?|_ dx =
(1pont) = f g(x +2r+1—1+ 2z —2?) dx—i—fl L4 —2%+22 - 1)da =
(1pont) = [, bade + [} =sis2 gy
(1pont) = 1 4 [F2i-izl+ge’ :

pont) = g [ﬁ} =

1

(lpont) = & + %47%81%%8 - %7§+% =i+2-21+2-3 411 =0,8438

3. A baseball-iit6k X hosszédnak vdrhaté értéke 100, szérdsa 10 (centiméterben mérve). A baseball-labddk Y tomegének
varhat6 értéke 200, szérdsa 20 (grammban mérve). Egy pontos Durrbele200 {iités esetén a labda roppalyédjdnak az A
legnagyobb magassaga p + 2q méter, a B hossza pedig 2p + ¢, ha p volt az 1it6 hossza centiméterben és g a labda tomege
grammban. Mi lesz A és B kovariancidja és korrelacids egyiitthatdja (ha véletlenszeriien vélasztott tit6vel litnek, az iité&tél
fiiggetleniil, véletlenszeriien vélasztott labddt)? Fiiggetlen-e egyméstol A és B?

(2pont) A=X+2Y és B=2X+Y

(2pont) cov(A, B) = E(AB) — EAEB =

(Ipont) = E((X +2Y)(2X +)) ~ E(X +2Y)BQX +Y) = BQX? +2Y? £ 5XY) - EXE(2X) ~ B(2Y)EY ~5EXEY =
(2pont) fuggetlenek szorzata szétbonthaté: = 2E(X2) +2E(Y?)+5EXEY —2(EX)? - 2(EY)? - 5EXEY =

(2pont) Steiner-formula szerint: = 20%(X) + 202(Y) =

(Ipont) = 200 + 800 = 1000

(4pont) fiiggetlenség miatt szérdsnégyzetek Osszegzédnek: 0 A = /100 + 1600 ~ 41,2311, 0 B = /400 + 400 ~ 28,2843

(
(
(

__cov(A,B) _ 1000  __
3pont) R(A, B) = =575~ = 1166,1904 = 0,8574

2pont) Ha a korreldcigjuk nem 0, akkor nem lehetnek fiiggetlenek,
1pont) ezért nem fiiggetlenek.

O

2.megoldés:
(2pont) A=X+2Y és B=2X+Y

(1pont) cov(A,B) = cov(X +2Y,2X +Y) =
(2pont) a kovariancia bilinedris:

(Ipont) cov(X,2X) + cov(X,Y) + cov(2Y,2X) + cov(2Y,Y).
(Ipont) cov(X,Y) = cov(2Y,2X) = 0, mert fliggetlenek
(Ipont) cov(X,2X) =2 cov(X,X) =

(1pont) 202X = 200 és cov(2Y,Y) = 202Y = 800
(1pont) Tehdt cov(A, B) = 200 4 800 = 1000.
(4pont) fiiggetlenség miatt szérdsnégyzetek dsszegzédnek: 0 A = /100 + 1600 ~ 41,2311, 0 B = /400 + 400 ~ 28,2843
( )
(2pont)
( )

cov(A,B 1000
R(A,B) = J,ExaB) = 1166,1904 = 0,8574

2pont) Ha a korreldcigjuk nem 0, akkor nem lehetnek fiiggetlenek,
1pont) ezért nem fliggetlenek.

3pont




4. Egy pincészetben munkanapokon dtlagosan 100 liter bort mérnek ki, 20 szérdssal (a napok teljesen fiiggetlenek és azonos
eloszldsuak). Az évbdl hatralevé 50 munkanap alatt 4750 liter bort kellene eladniuk ahhoz, hogy feliillmiljdk a tavalyi
teljesitményt. Mi annak a valdszintisége, hogy ez sikertilni fog?

(2pont) Legyen az egy napi fogyasztds eloszldsa X. Ekkor ezzel azonos eloszldst X1, ..., X5 valtozdk dsszegeként mérhetd
a hatralevd fogyaszt:is.
(Ipont) EX =100 és 0 X =20

(2pont) P(3%° X; > 4750) =7

(2pont) CHT értelmében az Osszeg normélissal kozelithetd:
(2pont) (ZéOX <t) = @(t\/ﬁf))(()

(4pont) P(32)" X; < 4750) ~ (420=5300 ) =

(2oont) = (- 225) ~ B(-1,77) =

(3pont) = ®(1,77) =1 —0,9616 = 0,0384

(2pont) A P(X% X, > 4750) = 1 — 0,0384 = 0,9616

5. 2019-szer dobunk egy szabdlyos kockaval, és figyeljiikk az 1-esek X szamat, és a 6-osok Y szamdt. Adjuk meg az X és Y
vetiileti (perem-) eloszldsait, X feltételes eloszldsat az Y = ¢ feltétel mellett, valamint az E(X|Y) regressziot!
(3pont) X és Y eloszldsa: Bin(2019, )
(1pont) (X|Y = ¢) eloszldsa: Bin(2019 — ¢, £), mert
(8pont) indoklés. Pl.:
mivel R(X|Y:Z) = {0, 1, .. 2019 Z} (lpont)
6s P(X = k|Y =0) = POkY=) _ = (2pont)

P(Y=0)
2019\ ( 1 2019—k\(1\* 2019—£—k
= i = @pont)
— (20190 (1) (g)”“’—f—k k=0,1,...,2019 — £ (2pont)
(2pont) A regresszids fiiggvény E(X|Y = é) erR(x‘Y:“ zP(X =z|Y ={() =
(2p0nt) 2019 L k(2019—€) ( )k (7)2019 k—2¢
k 5 5 )
(3pont) ami a Bm(2019 l, ) eloszlasu (X|Y = ¢) val6szin(iségi valtozé varhato értéke, azaz %H
pont) Igy a regresszid = 2019=Y
1 I E(X|Y 2012 Y

6. Ha Andras eltor egy botot, akkor a toréspont a bot k6zépsé harmadan egyenletesen helyezkedik el. Andras most a kezébe
vesz egy 15 centi hosszu botot, és azt eltori, majd a bal kezében levé darabot ismét eltori. A mésodik torés utan a bal
kezében marad6 darab hossza 5 centi hosszi. Adjuk meg ennek ismeretében az els6 torés utani baloldali darab hosszanak
feltételes siirtiségfliggvényét!

(Ipont) Az elsé toréspont bal oldalrdl X € U(5,10)
2pont) A mésodik torespont Y eU(¥, %)

)
2pont) fxy(z|5) =
)

3pont) A folytonos Bayes tétel segithet: fx |y (z]y) = T frix(wlo)fx (z)

(

(

( = Irix Wl fx (Dt
(I4+1pont) fx(t) = ahol 5 <t < 10

(

(

(

1
5
1+1pont) fyx(yt) = 2, ahol 5 <t <10és § <y < %
142pont) fy|x(5]t) = 2, ahol 5 <t<10,t < 15, £ < t, azaz 2 <t < 10
31
2p0nt) fX|Y(I|5) = fwz;ldt’ ahol < x <10
15 t 5

o]

(24+1pont) fxy(z]5) = 3(ln(1O;iln(15)) = wlnl(%) (~3,47611), ahol L2 <2 <10

2. megoldas:

(1Ipont) Az elsé toréspont bal oldalrél X € U(5, 10)

(2pont) A mésodik téréspont ¥V € U (X, %)

(2pont) fxiy (xl5) =7

(1+1pont) fx(z) = £, ahol 5 < x < 10,

(1+1pont) fyx(ylz) == ahol 5 <2 <106s £ <y < 2&

(2pont) igy az egyuttes surusegfuggveny fx, y(l‘ y) = fX( ) fy|X(y|:c) =
(1+1pont) = 5;c7 ahol 5 <z <10és 5 <y <

(2pont) Ebbdl fy (5) = [*_ fx,v(z,5)dx =

(2pont) fg gdx = 3(In(10) — In(15)) = 3in(2),

3

( )=

fxy(@b5) = 1 ahol 12 < 2 < 10.

2+1pont) és fx|y(z|5 6] Tn(D) = aln (1)




