Feltételes eloszlas, feltételes varhato
érték, linearis regresszio

Sziik elméleti 6sszefoglalo

- Xdiszkrét v.v. feltételes eloszlasa tetsz6leges A eseményre nézve:

P(X =x;,A)

P(X = x4 = —5r

- HaAy A,, ... teljes eseményrendszer, X pedig tetsz6leges diszkrét v.v., akkor az
{{P(X =x;l4;),i=12,..},j=12,.. } eloszldsokat X-nek az 4; teljes eseményrendszerre vett

feltételes eloszlasanak hivjuk
- Az Xdiszkrét v.v. Y diszkrét v.v. adott y; értékére vett feltételes varhato értéke

E(X|Y =y;) = inP(X =x|Y = y;)
Vx;
- Az Xfolytonos v.v. Y folytonos v.v.-ra vett feltételes striiségfliggvénye
azFX,Y(x: y)
~ Oyox fxy (%, y)
frir(xly) = ==
XIY fr&») fr@)

- Az Xfolytonos v.v. Y folytonos v.v.-ra vett feltételes eloszlasfliggvénye

aFX,Y(xr y)

d
FX|Y(x|y) = Tﬁ’)

- Bayes-formula:

fY|X(y|x)fX(x)
I e O/l fie(du
- Az Xfolytonos v.v. Y folytonos v.v.-ra vett regresszidja, feltételes varhato értéke
[ [ ey G y)dx
fr»)

fx|y(x|}’) =

E(XIY = y) = f xfiry (xly)dx =

- afeltételes varhaté érték tulajdonsagai:
- E(EX|Y)) =EX
- E(Y)-X|Y)=h(Y)EX|Y)
- haXésyYfuggetlen: E(X|Y) = EX
- EXIX)=X
- Y wv.v. X-re vonatkozo linearis regresszidja (azaz Y=aX+b):

—RXY) oY cov(X,Y)
= eX 02X

b=EY —aEX



Feladatok

1. Példa

Legyen az X és Y v.v. egylttes sUrlségflggvénye:

12 ,
fry(,y) = ?(x —xy+y9), 0<xy<1
| 0, egyébként

Szamolja ki az fxy (x|y) feltételes slr(iségfiggvényt! Szamolja ki a kovarianciamatrixot és az
E(X|Y = y) regresszios fliggvényt is!
Megoldds:

_ fX,Y(x' y)
fX|Y(x|}’) = —fy(y)

()—f (e = [ G2y +ydr = LT O
KO = | feybonde= |- —ay 4y e =gig =54y =5-5+ 5 Y
g J
e

12x% — 12xy + 12y2

T-eyteyz I NVE 0,1)

fX|Y(x|}’) =

o]

6x% — 6xy + 6y?
B =3) = [ e Gelx = [+ 5220
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— 00
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3 — 4y + 6y?
—2x3y+3x2y2] = yroy

1 3x*
, 4—6y+12y?

=2—3y+3y2 2

cov(X,Y) = EXY — EX - EY
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B = [ yhdy=5 [ 2y-3y +oy*ay =5
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Y =y 15y = ¢
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fx(x) = ffxy(x.y)dy=f—(x2—xy+y2)dy=— e AR I e R e
' 5 5 2 "3, 5
— 0 0

EX = %(mivel gyakorlatilag ugyanaz a forma, mint fy,, ugyanabban a tartomdanyban integrélva)
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2 272 3 6 ' 67

EX? = fxzfx(x)dx = Ef 2x? — 3x3 + 6x*dx = §[§x3 —Zx“ +§x5]0 =150
0 0



Hasonlé indokkal mint elébb EY? = EX?, és

67  (3\°
0’X = 0%Y = EX* — EZX———(—) =

150 \5
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EXY=ffxyfx_y(x,y)dxdy=?ffx3y—x2y2+xy3dxdy
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2. Példa

13

150

Dobjunk n-szer egy szabalyos kockdval. Jel6lje X a hatosok, Y a paros dobdsok szamat. Adja meg az

E(Y|X) regressziot!

Megoldds:
"6/’ "2
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(&)

e

n—k

Pa=0 BICIE

nll(n—10)! (%)k—l i

T Uk -DI(n- k! (S)n—l

6
2k—l3n—k
2k—l3n—k

=) =G )=

6n—l

O

k—1

n-l

Zk—l 3n—k
6k—l)<6n—k

)

5n—l
6n—l

G

9

Ez pedig nem mas, mint egy B (n -1, E)’ aminek a varhato értéke n X p alaku, tehat

E(Y|X=l)=(n—l)§
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E(Y1X) = (n—X) ¢

)
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3. Példa
Az X és Y valoszin(iségi valtozok egyuttes slr(iségfiggvénye fxy(u, v) = g(u2 —uv + 2v?),u,v €
(0,1). Adja meg az E(X|Y) regresszidt!

Megoldds:
fxy (W v)
friylv) = =———
Y fr(@)
1 1
()_14(2 + 207)d 4 u2v+2 )| _4_ 4 8,
fr(v) = 7 (W —uv+2v%)du = o= > uv 0—9 cvt3v
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6ud — 6uv + 12uv?
EX|Y =v) = f ufyyy (uv)du = f 3 T 1202 du
—o0 0
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4. Példa
Legyenek X,Y € N(0,1) fuggetlenek! Szamolja ki a E(Z|X) regressziot,haZ = 3X +Y!
Megoldds:
E(Z|1X) = EGX +Y|X) = EGX|X) + E(Y|X) = 3X + EY = 3X
5. Példa

Legyenek X,Y € N(0,1) fuggetlenek! Szamolja ki a E(Z|X) regressziét,haZ = 3X +Y + 1!
Megoldds:
EZIX)=EGX+Y+1X) =3EX|IX)+EY|IX)+EQX) =3X+EY +1=3X+1

6. Példa
Feldobunk 10 kockat. X a hatosok, Y a harommal oszthatdk szama. Adja meg az E(Y|X) regressziot!

Megoldds:

Y ebben a formajaban nem tartalmazza X-et, pedig az valdszintileg tudna segiteni. Vezesslink be egy Z
valtozot, ami a 3-as dobasok szama. Ekkor Y=X+Z.

EY|X)=EX+Z|X)=X+EZ|X)



A vildgot nem valtottuk meg, de még mindig konnyebb E(Z|X)-et kiszamolni, mint E(Y|X)-et.

PZ=jIX=0)= (10,-_ i) @] G)

Ezek szerint Z|X egy B (10 —1, %) eloszlast kovet, aminek a varhaté értéke

10—i—j

EZ|IX=1) = (10—1‘)%

E(Z|X) = (10 —X)%

(10 —X) 10 +4X
5 -5

EY|IX) =X+

7. Példa
Legyenek X,Y € N(0,1) fuggetlenek. U = 3X + 2Y,V = 2X — Y. Adja meg az E(U|V) feltételes

valdszinlséget!
Megoldds:
Mivel normalis valtozdk kozott a regresszio linedris, igy

cov(U,V)

cov(U,V) = cov(3X +2Y,2X - V) = E(3X + 2Y)(2X —Y)) —E(3X —2Y)E(2X - Y)
E(BX +2Y)(2X —Y)) = E(6X? + 4XY — 3XY — 2Y?) = 6E(X?) + E(XY) — 2E(Y?)
E(XY) - fiuggetlenek - EX-EY,=0
EX?=EY?=0?X+E*X=140=1
E(3X —2Y) =3EX —2EY =0
EQRX—-Y)=2EX—EY =0
cov(U,V)=(6+0—-2)—0x0=4

0%V =0?(2X —Y) = 40%X +0%Y =5

4 4
EUV)=c(V=-0)+0=cV



