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Kovariancia, korrelacié

Sziik elméleti 6sszefoglalo

- X és Y val. valtozok kovariancidgjan a Z = (X — EX)(Y — EY) val. valtozd varhato értékét értjik,
tehat

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]
- egy val. valtozé variancidja nem mas, mint 6nmagdval vett kovariancidja
cov(X,X) = o%X
- korrelacio:

cov(X,Y)
gXaY

RX,Y) =
- tehat a korrelacié a [-1,1] intervallumra normalizalt kovariancia
Tételek:
-cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
- Ha X és Y fliggetlenek, akkor cov(X,Y) = 0 2R(X,Y) = 0, DE forditva nem igaz!
-02(X+Y) =0%X + 0%Y + 2cov(X,Y)
-0%2(X—Y) = 0%X + 02Y — 2cov(X,Y)
-0% (X aiXi) = X} X}, aiajcov(X;, X;)
-cov(aX+ bY,Z) =ax cov(X,Z)+ b x cov(Y,Z)
-cov(X,Y) < 0%X X 0%Y
~haR(X,Y) = +1, akkorda,h € R: P(X = a¥ + b) = 1

- ez igaz forditva is; gyakorlatilag azt jelenti, hogy a korrelacié azt mutatja meg mennyire erés
linearis 0sszefliggés all fenn a két valtozd kozott

- kovarianciamatrix:

% = (cov(X, X)), i=12..p,j =12..p
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1. Példa

Feladatok

Haromszor dobunk egy szabdlyos kockaval. X a kapott hatosok szama, Y a kapott paros értékek

szama. Adja meg X és Y egyilittes eloszldsat, kovariancia matrixat! Fliggetlen X és Y?

Megoldds:

Az egylttes eloszlast tipikusan tablazattal szoktuk megadni:

Y\X 0 1 2 3 Y perem
0 33 0 0 0 27
63 216
1 2 3 2 3 0 0 81
3 Xz)(1) 3 ><1)(1) 81
216
63 63
2 63 "\ 216
63 63
3 0w 93y (3 2y (3 3 (I1x1x1) 27
3 x2)(3) (1><2)(1) (1><1><2)(1) SRR o
63 63 63
X perem 125 75 15 1 Szum: 1
216 216 216 216

X és Y nem fuggetlenek, mert pl P(X =3,Y = 0) # P(X = 3)P(Y = 0).

5 = (cov(X,X)

cov(X, Y))
cov(Y,X)

cov(Y,Y)
2 1 5

— 2y — 2 2y — _
cov(X,X) = 0?’X =EX?>—E X=Z-=0

1

3
EX:ZixP(X:i):E
i=0

3
2
EX2=Zi2><P(X=i)=§
i=0

EY = 3
2
EY?=3

3

cov(Y,Y) =-

4

cov(X,Y) =cov(Y,X) = E(XY) —EX)E(Y)

3 3
1
E(XY)=Zzi><j><1>(x=i,y=j)=Z
0

i=0 j=
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2. Példa
Legyen X € E(2). Hatarozza meg a cov(X, X?) szamot!

Megoldds:
cov(X,X?) = E(X x X?) — E(X)E(X?)
EX = 1
2
1 12 1
2 2 2 — —
EX“ =0 X+E X—?ﬂ'?—z
r 3
EX3 = j t32e2tdt = —
4
0
(XXZ)—3 1><1—2
covib A )=372727,
3. Példa

Bizonyitsa be, hogy ha X és Y azonos szérasu valdszin(iségi valtozdk, akkor X+Y és X-Y korrelalatlanok!
Megoldds:

A korrelacié akkor 0, ha a kovariancia is az, tehat elég azt vizsgélni. cov(X + Y, X —Y) =
E[(X+Y)YX-V)]-EX+Y)EX-Y)

E[X+Y)X-Y)]=EX?+Y%?) =EX?-EY?
EX+Y)E(X-Y)=(EX+EY)(EX—EY)=E*X —E?Y
cov(X+Y,X—-Y)=EX?—-EY? —E?X + E%Y
0?X = EX? —E*X
%Y = EY? — E%y
cov(X +Y,X-Y)=(EX?—E?X) — (EY? —E?Y) = 6?X — 0%Y
Mivel 62X = o?Y, igy a kovariancia valéban 0.

4. Példa

Egy kalapban egy-egy céduldra fel vannak irva az 1,2,3 szamjegyek. Egymas utdn, visszatevés nélkiil
hazunk kett6t. X az elsd, Y a masodik hizas eredménye. Adja meg R(X,Y)-t és dontse el, hogy
fliggetlenek-e!

Megoldds:

Az egylttes eloszlas tablazata:

Y\X 1 2 3 Y perem
1 0 1/6 1/6 1/3
2 1/6 0 1/6 1/3
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3 1/6 1/6 0 1/3
X perem 1/3 1/3 1/3 Szum: 1
REX,Y) = cov(X,Y)
T gXaY

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

3
EX=Zi><P(X=i)=2=EY

i=1
3 3
11
E(XY)=ZZi><j><P(X=i.Y=]')=?
i=1j=1
1
cov(X,Y) = —3

02X = EX? — E2X
3 14
EX? =Zi2><P(X=i) =5 =EY?

i=1

Tehat korreldltak, azaz nem lehetnek fliggetlenek.

5.Példa

Legyenek X,Y € N(0,1) fuggetlenek. V=X +Y ésW = X — Y + 1. Adja meg a (V, W)T vektor
kovarianciamatrixat!

Megoldds:

_ ( cov(V,V) cov(V,W) )
%= cov(W,V) cov(W,W)

cov(V,V) =%V =c2(X+Y) = 6?X + 0%Y + cov(X,Y)
Mivel X és Y fluggetlenek, igy cov(X,Y) = 0, tehat
cov(V,V)=14+140=2
cov(W,W) =0?(W) =c?(X—-Y+1)=0?(X-Y) =0%X + %Y —cov(X,Y) =2

cov(V,W) = E(YW) — E(V)E(W) = E(YW) — 0 X 0
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EWW)=E((X+VNX-Y+1D)=EX*+X—-Y2+Y)
EX?=0?X+E*X=1+02=1=EY?
EWW)=1+0-1+4+0=0
cov(V, W) =0 = cov(W,V)

6. Példa
Legyen X,Y fiiggetlen valdszin(iségi valtozok, ahol EX=4, EY=0, 62X = 1, 0%Y = 2. Hatdrozza meg az
alabbi mennyiségeket: E(5X — 6Y), EXY,02%(5X — 6Y + 8), cov(5X, 6Y)!

Megoldds:
E(5X —6Y) =5E(X) — 6E(Y) =20 — 0 = 20
E(XY) - mivel fliiggetlenek - E(X)E(Y) =0

02(5X — 6Y + 8) = ¢2(5X — 6Y) - fiiggetlenek — 2(5X) + d2(6Y) = 250%X + 3602%Y
=25+72=97

cov(5X,6Y) = 30cov(X,Y) =30x%x0

7. Példa
Legyen X € N(—4,2),Y = 3X +1,Z = X2 — 1. Szamolja ki cov(Y, Z)-t!

Megoldds:
cov(Y,Z) =E(YZ) —E(Y)E(Z)
E(Y)=EQBX+1)=3EX+1=-11
EZ=EX?-1)=EX?-1=(0’X+E’X)—1=2+16)—1=17

EYZ)=E(BX+1)X?-1))=EQBX*-3X+X?-1)=3EX>-3x(-4)+18-1

i f S5 (e = jo , (x—EX)l _ jo , (x+4)1d ~ jo(z Do) La
= | x°fx(x)dx = | x°¢ X Jox = x°@ > zx— v (pvzv

= f(4v3 — 242 + 48v — 32)@(v)dv = 4EV3 — 24EV? + 48EV — 32

Kihaszndlva, hogy V € N(0,1)
EV3=EV =0
EV? =02V 4+ E?V =1+ 0?
EX3 = -56

cov(Y,Z) =3 X (=56) + 29 — (—11) x 17 = —168 + 29 + 187
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8. Példa
LegyenX € N(m,D),Y =3X +8,Z =5 — 2X. Szamolja ki Y és Z korrelacids egyiitthatdjat!

Megoldds:

cov(Y,Z) = cov(3X + 8,5 — 2X) = cov(3X,—2X) = —6cov(X,X) = —6D?

oY = 3D
6Z = 2D
R(Y,Z) = -1

Masik megoldas:

Y_3

=2Z+23R(Y,Z) = -1

9. Példa
Legyen X € U(0,2),Y = cosX,Z = sin X. Mekkora cov(Y, Z)? Flggetlen-e Y és Z?

Megoldds:
2 2
1 sin 2
EY = f cosx X fy(x)dx = f cosxzdx =
0 0
2 2
1 1—cos2
EZ = fsinx X fx(x)dx =fsinx§dx =—
0 0

2

] ] ] 1 1 —cos4

E(YZ) = E(sinXcosX) = 0,5E(sin2X ) = O,5fsm Zxde =—5
0

1—cos4 sin2 1-—cos2

Y,7) = X
cov(Y,Z) 3 > >

~ (0,216

cov(Y,Z) > 0, igy biztosan nem flggetlenek.



