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Egylttes es vetiileti eloszlas,
surusegfliggvény, eloszlasfliiggveny

Sziik elméleti 6sszefoglalo

Egyittes és vetiileti eloszlasfiggvény:

X = (X1, X5, ... Xp,) valdszin(iségi vektorvaltozdnak hivjuk.

X eloszlasfuggvénye ekvivalens az X1, X, ... X, valészinlségi valtozdk egylttes eloszlasfliggvényével,
azaz P(X; < x4, X, < Xg, .. Xy < Xp) = Fx(xq, %3, ... Xp)

Egylttes eloszlds tulajdonsagai:

a) Fx minden valtozéjaban nem csokkend fliggvény, azaz barmilyen i esetén ha x; < x;™, akkor
Fx(xq, . X{, o Xp) < Fx(xq, . X177, o X)

b) Fyx minden valtozéjaban balrél folytonos

) limyy, o0 Fx(x1, X2, . xp) =1

d) limgy, o Fx(xq1, %2, .. %) =0
e) Pa<X<bc<Y<d)=PX<bhY<d)+PX<aY<c)—-PX<atY<d)-—

P(X <b,Y <c)=Fxy(b,d)+ Fxy(a,c)— Fxy(a,d) — Fxy(b,c)

Ha az n darab valtozébdl kivalasztunk k darabot, akkor az igy kivalasztott valtozdk egyiittes eloszlasat
az eredeti Fy eloszlas egy k-dimenzids vetileti eloszlasdanak nevezziik.

Ha ismert az Fy egyuttes eloszlasfliggvény, akkor abbodl az 6sszes vetiileti eloszlasfliggvény
meghatdrozhatd. Ha azonban az egyes vetileti eloszlasfliggvényeket ismerjik is, abbdl az egyiittes
eloszlasfliiggvény meghatarozasa nem trivialis.

Az X1, X, ... X, valdszinlségi valtozok paronként fliggetlenek, ha V1 < i < j < n-re teljesdl
FXi,Xj(xi y) = FXl(x)FXJ(y) vx'y

Az X1, X5, ... X, valtozdk teljesen fliiggetlenek, haV2 <k <pésV1 < iy <ip, < i < pesetén

k

FXil,Xiz,...Xik (xillxizl "'xik) = | | FX,:]. (xij)lvxij ER
j=1
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Egyittes és vetileti slirlség:

Diszkrét eset:

Ha X és Y diszkrét valdsziniségi valtozok, akkor a P(X = x;, Y = y;), Vi, j valészinliségek 8sszességét
a két valtozo egyittes eloszlasanak nevezziik.

Ha X1, X, ... Xp diszkrétviv.-k és 1 < j; <j, < <jp <p, akkoraz X; , Xj , ... Xj, valtozok egyuttes
eloszlasa az X1, X, ... X, valtozok egylttes eloszlasanak egy k-dimenzios vetileti- vagy
peremeloszlasa.

Folytonos eset:

Az X1, X3, ... X, folytonos v.v-k egyittes s(r(iségfiiggvényén azt az fy, x, x, (x1,%3, ... Xy) fliggvényt
értjik, amelyikre igaz, hogy

X1 X2 Xn
Fxl‘xz’mxn(xl,xz,...xn) = f j e j le,Xz,...Xn(tl’ tz,...tn) dtndtn_1 ...dtl
—00 —O00 —00

, avagy

n
d FX1,X2,...Xn(x1'x2' e Xn)
Jdx,0x, ...0xy,

= fX1,X2,...Xn (x1, x2P s xn)

Tétel: a k-dimenzids vetlleti slrlségfliiggvényt Ugy kaphatjuk meg az egylittes sdrlségfliggvénybdl,
hogy azt minden mas, a k dimenzid kdzt nem szerepl6 valtozé szerint ki kell integralni a —oo, 0o
szakaszon.

Valdszinlségi valtozdk flggetlensége:

Ha X és Y diszkrét v.v-k fliggetlenek, akkor P(X =x,Y = yj) =PX = xi)P(Y = yj) Vi, j

Ha X és Y folytonos v.v-k fiiggetlenek, akkor fx y(x,y) = fx(x)fy (¥)

Feladatok

Bevezeto feladatok

1. Példa
Legyen X és Y egyiittes eloszlasfuggvénye Fx y(x,y) = x3y,0 < x,y < 1. Mennyi P(0,25 < X <
0,75,0,25 < y < 0,5)?

Megoldds:

P(0,25 < X <0,75,0,25 < y < 0,5) = Fy y(0,75,0,5) — Fy y (b, ¢) — Fyy(a,d) + Fxy(0,25,0,25)
= 0,203
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2. Példa
Az X és Y egyittes stirlségfiggvénye fyy(x,y) = 2(x3 +¥*),0 < x,y < 1. Mekkora P(X? < Y)?

Megoldds:

Kicsit gondolkozni kell a megoldashoz. A feladatot értelmezve az aldbbira jutunk: X minden
lehetséges x értékére dsszegezziik annak a valdszinliségét, hogy az adott X=x mellett x? < Y. Azaz
minden X=x-hez kell P(x? < Y):

1
P(X?<Y)= fP(xZ <Y)dx
0

Meg kellene még hatarozni P(x? < Y)-tis ehhez. P(x? < Y) tulajdonképpen azon valészintségek
dsszege, amikre az adott X=x mellett Y=y-ra teljesiil, hogy x? < y. Tehat 6sszegezni kell az dsszes 'y
értékre, amire x% < y,aP(X = x,Y = y) valdszin(iségeket, amiket az egyittes eloszlasbol
kaphatunk meg. Osszegezve:

11

1/ 1 1
58
P(X2<Y):J jfx'y(x,y)dy dx—f( + 2x3 —7—2x >dx=E
0 \x2 0

3. Példa

Zlyl<1és0<x<1
0
hogy az (X,Y) par az A(0, 0), B(1/2, 0) és C(1/2, -1/4) csucsok altal hatarolt haromszégbe esik?

Az X,Y egyiittes slrliségfiggvénye fy y(x,y) = {63/ . Mennyi a valdszin(isége,

Megoldds:

Azon P(X = x,Y = y) valdszinliségek dsszegét keressiik, amikre igaz az, hogy x € [O,%], valamint

VAS [—%x, 0]. Amiatt sziikséges y-t x-szel kifejezni, mert kiillonben a haromszogon kivilre is eshetne

pont, pl. x=0 és y=-1/4 — ezt a pontot marpedig nyilvdn nem lenne szabad belevenni a megoldasba.

1

2

P=|
0

Természetesen csinalhattuk volna Ggy is, hogy y-t integréljuk a [0, -1/4] tartomany, x-et pedig y-bdl

1

2
3
FrrGuydydr = [ dv =
0

|
NIRRT o

kifejezve adtuk volna meg.

4. Példa

ElGszOr egy szabalyos kockaval dobunk, majd a dobott értéknek megfelelGen kihizunk lapokat egy 32
lapos kartyapaklibél. Jel6lje X a kihtzott lapok kozt taldlhatd figurds lapok szamat, Y pedig legyen a
kihdzott kiradlyok szama. Adja mega P(X = 4,Y = 2) valdszin(iséget!

Megoldds:

P(X = 4,Y = 2) fugg a kockaval dobott szamtdl, tehat annak feltételes valdsziniiségeként fejezhets
ki. Jel6lje Z a kockdval dobott szamot.
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6
P(X=4Y=2)= ZP(X =4Y =2|Z=K)PZ =k)
k=1

1

Mivel X=4, igy legalabb négyet kellett dobni, tehat

PX=4Y=21Z=k)=0,k=123

(710
i)

(**;96)

PX=4Y=2Z=4)=

(32 I 16

P(X=4Y =2|Z=5)=

(32 ; 16

(796

P(X=4Y=2|Z=6)=

5. Példa
Legyen X és Y egylittes eloszlasfiiggvénye Fy y(x,y) = x3y,0 < x,y < 1.Mennyi P(0,25 < X <
0,75,0,25 <Y <0,5)?

Megoldds:

Egy valtozd esetén kénnyen lattuk, hogy P(x; < X < x,) = P(X < x,) — P(X < x;). Alapvetéen itt
is ugyanezt kell alkalmazni, csak most picit nehezebben latszik hogyan irhaté at. Nézziik meg ezt egy
abran keresztul! Sargdaval jel6lt rész az, amire kivancsiak vagyunk. Ezt kellene kifejezni P(X < x;,Y <
v,) jellegii kifejezésekkel.

P(X<0,75,Y <0,5) —P(X<0,75,Y <0,25) — P(X <0,25,Y <0,5) + P(X <0,25,Y <0,25)
P(X < 0,25,Y < 0,25)-t azért kell a végén hozzaadni, mert kétszer vontuk le.

Ezt visszairva:
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P(0,25 <X <0,75,025<Y < 0,5)
= Fyy(0,75,0,5) — Fy y(0,75,0,25) — Fy y(0,25,0,5) + Fyy(0,25,0,25)
= 0,753 X 0,5 — 0,753 x 0,25 — 0,253 x 0,5 + 0,253 X 0,25

6. Példa

ZH és vizsga feladatok

Egy 32 lapos magyar kartyacsomagbodl két lapot kivalasztunk. Jeldlje X a kihuzott piros, Y a kihdzott

z6ldek szamat. Adja meg X és Y egylttes eloszlasat! Fliggetlenek X és Y?

Megoldds:

Els6ként allapitsuk meg X és Y értékkészletét: X € {0,1,2},Y € {0,1,2}

X és Y egyittes eloszldsa a definiciébdl: P(X = x,Y = y), ahol mar tudjuk hogy x,y € {0,1,2}.

Diszkrét esetben az eloszlast a legkdnnyebb tablazatos formdban attekinteni:

Y\X 0 1

0 P(X=0,Y =0) P(X=1Y =0) P(X =2,Y =0)
1 P(X=0Y=1) P(X=1Y=1) P(X=2Y=1)
2 P(X=0,Y =2) P(X=1Y =2) P(X =2,Y =2)

Innen néhany valészinliségrél azonnal meg tudjuk mondani, hogy az értéke 0, mivel lehetetlen

eseményt jelent (a kihuzott lapok szama pontosan kettd, tehat ahol X+Y>2 ott P=0).

A fennmaradd valdszinlségek az aldbbiak:

(32 —28 - 8)

P(X=0Y=0)=~——2_~
(5)
8)(32-8-8
P(X=1,Y=0)=(1)((321 )
2
)
P(X =2Y=0)=—2_

PX=0Y=1)=

(
G

2)

—8—8)

2
1
2

(3)

Altaldnosan félirva (nem muszaj igy folirni, elég az eddigihez hasonléan félsorolni az 6sszeset persze):
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(8) (8) (32 —-8— 8)
)\ 2—i—j
32
(%)
Két valtozo akkor fliggetlen, ha barmely x € X,y € Y parosraigaz, hogy P(X = x,Y =y) =

P(X = x)P(Y = y). Két mddon oldhatjuk meg: vagy mutatunk egy ellenpéldat, vagy megmutatjuk,
hogy a fenti egyenléség mindig igaz. Altalaban egyszer(ibb az ellenpéldat megtalalni, tipikusan

P(X=iY =)) =

Vijli+ <2

szokott lenni, kezdjik ezzel:

a) ellenpélda mutatdsa

SO ] Gty
TG,
P(yzy)z(y)(Z—y)

32

(5)
Nagyon konnyen tudunk ellenpéldat mutatni ezt tekintve, mivel vannak lehetetlen
eseményeink 0 valdszinlséggel, holott a fenti két kifejezésbdl latszik, hogy azok sosem
lesznek 0-k. igy pl. P(X = 2,Y = 2) # P(X = 2)P(Y = 2) egy j6 ellenpélda, tehdt nem
fliggetlenek.

b) egyenl6ség bizonyitasa

Ekkor megmutatjuk, hogy P(X = x,Y = y) = P(X = x)P(Y = y) mindig teljesil. Az eddigi
kifejezéseket behelyettesitve azt kellene kapnunk, hogy

OO OG- (G
&) G

Ez az egyenlGség azonban nem all fenn, igy itt is arra jutunk, hogy a két valtozé nem

flggetlen.

Célszer( altalaban ellenpéldat keresni el6szér. Ha kiprobaltunk tébb példat is, de mindrél kiderdil,
hogy az egyenldség fonnall rajtuk, akkor lehet célszer(i megprébalni a masodik médszert (persze
ehhez fol kell tudni irni altalanos alakban a valdszin(iségeket, igy nehezebb egy fokkal).

7. Példa
Az X és Y v.v. egylttes eloszlasa az alabbi tablazatban szerepel. Mekkora p értéke? Fliggetlenek-e X és
Y? Szamolja ki X varhato értékét és szorasat!

Y\X -1 0 1

-1 p p 10p
1 10p 10p 20p
Megoldds:

A relativ gyakorisagok 6sszege 1-et kell kiadjon, igy 52p = 19p = %
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A flggetlenséget egyszerlbb megprdbalni cafolni mint bizonyitani — itt is célszer(ibb ellenpélda
felhozasaval kezdenuink. Példaul P(X = —1,Y = —1) = P(X = —1)P(Y = —1) esetén arra jutunk,
hogyp = (p + 10p) X (p + p + 10p), majd p-t behelyettesitve latjuk, hogy ezek nem egyenléek,
tehat a két valtozo nem fliggetlen.

EX = ZxP(X =x)=(-1) X (p+10p) + 0 x (p + 10p) + 1 X (10p + 20p) = —11p + 30p
Vx

19
= 19p :§

0%X = EX? — (EX)?, de még kell ehhez

EX? = ZxZP(X =x)=(-1)?x(p+10p) + 0% x (p + 10p) + 12 x (10p + 20p) = 11p + 30p

Vx
_ 41
52
2
igy a variancia 62X = z—; - (g) , a szoras pedig X = Vo2X.

8. Példa
Legyen X,Y egyittes sUriiségfiggvénye fyy(x,y) = axy,0 < x < 2,0 <y < 2. Mekkora a? Adja
meg Y perem sirlségfliggvényét és varhatd értékét!

Megoldds:

Az egylttes siriségflggvény minden valtozdja szerint kiintegralva 1-et kell adjon, tehat

foofwfxy(xy)dxdy—affxydxdy—af[ ]dy—anydy—a[y]5=4a

Ebbél 4a = 1D a = %

Az egylttes sirlségflggvénybdl egy valtozo vetileti stirliségfliggvényét Ugy kapjuk meg, ha minden
mas valtozé szerint a teljes tartomanyon kiintegraljuk, tehat

oo 2 2
x x?
fr) = ffX,Y(X.Y)dX=_[Tde=[?y] =32—/,0<y<2
—00 0 0

Y varhato értékét Y sirlségfliggvényébdl tudjuk szamolni:

[oe]

EY = fyxfy(y)dy fyx @y Ofy? =[ ]Z=§

— 0o

9. Példa
Harom kockdaval dobunk. Legyen X a dobott 1-esek, Y a dobott paratlanok szdma. Adja meg X és Y
eloszlasat, illetve az egylttes eloszlas tablazatat!
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Megoldds:

XEB(31> YEB(S 3)
’6 ) ,6

Az egylttes eloszlas tablaba a P(X = x,Y = y) valdsziniiségek kerilnek.

Y\X 0 1 2 3
0 33 0 0 0
63
1 3x(2%x3x%x3) 3x(1x%x3x%x3) |0 0
63 63
2 3x(2x%x2x3) 31(1x2x%x3) (%(1x1x3) 0
3 3 2
6 ° I
3 2_3 M (3) (1x1x2) 1_3
63 63 2 63 63
10. Példa

Legyenek X,Y € N(0,1) figgetlenek és T = min{X, Y}, W = max{X,Y}. Adja meg T és W egyiittes
slrdségfliggvényét!

Megoldds:
A feladat megadni Fr, (r,s) = P(T <r,W < s) meghatarozasa. Ezt ha naivan kifejtjiik, akkor
PT<rW<s)=PX<nY<rX<sY<s)

Azonban ez az alak nekiink most nem segit, mivel nem ismerjiik r és s viszonyat. At kellene tehat
alakitani egy olyan formara, ahol ez a viszony tisztazott. Itt ki kell hasznédlnunk, hogy P(B) =
P(A,B) + P(A, B), amit atrendezve P(4, B) = P(B) — P(A, B). Ha ezt ravetitjik P(T <r,W < s)-
re,aholA =T <r, B :=W < s, akkor az alabbit kapjuk:

PT<rW<s)=P(T<r)—P(T=r,W<5s)
Az A és B eseményeket T és W helyett X és Y-nal kifejezve az aldbbi alakra jutunk:

PT<rW<s)=PX<nrY<r)—PX=2rY=>2rX<sY<s)=
PX<nrY<r)—Pr<X<sr<Y<s)

Innen a standard normalis eloszlasfiiggvénnyel ki tudjuk fejezni a valdszinlségeket, mivel a két
valtozd flggetlen igy az egylttes eloszlasfliggvény a két valtozo eloszlasfliggvényének szorzata

P(T <1, W <s)=d(r) x () — ($(s) — d() x ($(s) = $(1)) = $(1)? — (p(5) — ()’
Mivel neklink a sGrdségfliggvény kell, igy

92 0
frw(@,8) = === Frw(1,5) = - (20(r) = $()? = 20(1) + 26(5)p(r) = 20()9(7)

1 s? 1 2 1 _s*+r?

=2X—e 2 X——e 2 =—e 2 ,r<s

V2 V2m ™
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11. Példa

2x

oY
Legyen az X és Y egylttes eloszlasfliggvénye Fy y(x,y) = e 2,0 < x,y < 0. Hatarozza meg a X

és Y eloszlasfliggvényeket, az egyiittes slirlségfliggvényt, valamint a vetileti s(ir(iségfliggvényeket!
Megoldds:

Hatdrozzuk meg el8szor az egylittes s(ir(iségfliggvényt, ami definicid szerint

0?2 _
fX,Y(x: y) = WFX,Y(JC; y)=e

Y
T20<x,y <o

Ebbdl ki tudjuk szamolni a vetileti sGrlségfiggvényeket:

[oe]

y
frGO) = f fer(y)dy = j e % dy = 2e72%,0 <x < 0
— 0 0

[oe]

( y 1
fr&) = f fxy(x,y)dx = f e 2dx = 56_7,0 <y<o
o o

A margindlis slirGségfliggvényekbdl X és Y eloszlasfliggvényét is meg tudjuk hatarozni:

X

X
Fx(x) = ffx(t)dt =f2€_2tdt= 1—-e™x>0

—o0 0

y y
1 _t y
Fy(y) = ffy(t)dt= fze_fdt=1—e_7,0<y

12. Példa
Egy jol megkevert 32 lapos magyar kartyacsomagbdl leosztunk 8-at. Legyen X=1 ha van piros, X=0 ha
nincs. Legyen X=1 ha van asz, Y=0 ha nincs. Adja meg X és Y egyiittes eloszlasat!

Megoldds:

(32 —88 - 3)

PX=0y=0=——35_~
(%)
Felhasznalva hogy P(A) = P(AB) + P(AB):
P(X=0Y=1)=P(X=0)—P(X =0,Y =0)
32—-8
(%5 )

(s)

P(X =0) =
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L))

P(X=1Y=0) =

Felhasznalva hogy 1 = P(AB) + P(AB) + P(AB) + P(4B):
PX=1Y=1)=1-P(X=0,Y=0)—P(X=0Y=1)—P(X =1,Y = 0)

13. Példa
Legyenek X, Y € G(p) fuggetlenek. Mekkora P(X =Y)?

Megoldds:

PX=Y)= Z PX=k)P(Y =k) = Z((l — p)k—lp)z — Z(l — p)2k-2p2
k=1 k=1 k=1

— 12 (1 _ )2k—2 — 2 Z((l _ )Z)k—l — 2 —



