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Varhato érték, széras, momentumok

Sziik elméleti 6sszefoglalo

Varhatdérték:

Jelolése: EX, vagy E(X), ritkdbban u(X)

Intuicié: X lehetséges értékeinek a valdszinlségeikkel sulyozott 6sszege
NEM FELTETLEN ez az érték kovetkezik be a legnagyobb valdszintséggel!
Diszkrét esetben: EX = 72, x;P(X = x;)

Folytonos esetben: EX = ffooo xfx(x)dx

Szabdlyok:

a) hayY=g(X), akkor EY = Y72, g(x;)P(X = x;) vagy EY = fjooog(x)fx(x)dx
b) Y=aX+b,EY =E(aX+b)=E(aX)+ E(b) =aEX+b

Fontosabb eloszlasok varhato értékei:
a) Binomidlis: np
b) Poisson: 4

c¢) Geometriai: %

b
d) Egyenletes: %
e) Exponencialis: %

f)  Normalis: u

Magasabb momentumok:

X n-edik momentuman az X™ v.v. varhatd értékét értjiik, azaz EX™ = ¥;2, x'P(X = x;) vagy
EX" = f:o x" fy (x) dx

Szorasnégyzet (variancia):

Jelolése: a%X, 0% (X) vagy var(X)
Intuicid: az X valdszintiségi valtozo atlagos négyzetes eltérése a varhato értékétdl
Az X valtozé variancidja az Y = (X — EX)? varhat értékével egyenld, avagy

o2(X) = E[X — EX]?
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Az X v. v. szdrasa egyenld a variancidjanak négyzetgyokével: 0X = Vo2X

62X = Z(xi —EX)2P(X = x,)
i=1

o%X = f(x — EX)? fy(x)dx

Szabdlyok:

a) 0’ X=EX-a)?*-[E(X—-a)]’ ,Va€ER
a. spec. eset a=0, ekkor 62X = EX? — [EX]?
b) o%(aX +b) = 0%(aX) = a’c?(X)

Fontosabb eloszlasok szérasnégyzetei:
a) Binomidlis: npq
b) Poisson: 4

. 1-
c) Geometriai: —Zp
P

(b—a)?
1

d) Egyenletes:
e) Exponencialis: %2

f)  Normalis: g2

ZH és vizsga feladatok

1. Példa
Legyen X € N(—2,3). Adja meg EX® értékét (a standard normadlis eloszlas masodik momentuma 1, a
negyedik pedig 3, a paratlan momentumai pedig mind 0-k).

Megoldds:

Ha a feladatban megadtdk a standard normalis tulajdonsagait, akkor nyilvan valahogy ezt kell

kihasznalni, irjuk hat at X-et:

X—(-2) X+2
3 3

X = € N(0,1)

X=3X-2
X% = (3% —2)° = =32 + 240X — 72082 + 1080%3 — 810%* + 243%°

EX® = E(—32 + 240X — 720X + 1080X% — 810X* + 243X°)
= E(-32) + E(240X) — E(720X%) + E(1080X3) — E(810X*) + E(243X°)
= —32 4 240E(X) — 720E(X?) + 1080E(X3) — 810E(X*) + 243E(X°)
=—32+240X0—720X 1+ 1080 x 0 —810 X 3+ 243 x 0
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2. Példa
Legyen az X valdszin(iségi valtozé 3 paraméter( Poisson eloszlast. V = 2X? + 5 mellett adja meg V
varhato értékét!

Megoldds:
EV = E(2X?+5) = E(X?) +E(5) = 2E(X®>) +5

EX? az X masodik momentuma, azaz a varianciaja. Itt most azt kell kihasznalnunk, hogy E[X —
EX]? = EX? — (EX)?, mivel Poisson eloszlas lévén ismerjiik a variancijat (1) és a varhaté értékét
(4), igy a hidnyzé tagot kdnnyen megkapjuk:

A=EX? - 21?33 =FEX?—-9>EX? =12
Ezt behelyettesitve
EV=2x124+5=29

3. Példa
Legyen az X valdszin(iségi valtozd 2 paraméterii exponencialis eloszlasu, valamint V = X? + 3. Adja
meg V varhato értékét és szorasat!

Megoldds:

EV=EX?+3)=EX*+3

1

Exponencialis eloszlasbdl kovetkezik, hogy EX = %és %X = L amelyekbdl
2y — EX? — (EX)2DEX2 =Ll () =1
02X = EX? — (EXP*DEX* = +1=2+(3) =1
EV = ! +3
2

aV =+o?V
0%V =0%(X?+3) = g2X?
o2X? = EX* — (EX?)?

Innen még hidnyzik EX*, ami (kicsit csunyan félirva)

[ee] [o/0) 1 o
EX* = j x*fy(x)dx = f x* x 2e7dx = [—Ee_z"(Zx4 + 4x3 + 6x2 + 6x + 3)]
0
—o0 0
—0—(=05) =05

Tehat 62V = 0,5 — 0,52 = 0,250V = /0,25 = 0,5

4. Példa
Legyen X € U(0,1) ésY = X3 — 1. Szdmolja ki Y vérhat6 értékét!

Megoldds:
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EY=E(X®-1)=EX®*-1

Itt sajnos EX3 szerepel, amit nem tudunk a szérasbdl kdnnyen megkapni, tehat kénytelenek vagyunk

kiintegralni.
1 1
EX3—f 3 (0)d —f st g [ 22
= | x°fy(x)dx = | x o™= 40_4
0 0
EY—1 1= 3
4T 4
5. Példa

Legyen X~N(—3,2). SzamoljakiazY = (X + 5)? vérhaté értékét!
Megoldds:

Y = X? +10X + 25,igy EY = E(X? + 10X + 25) = EX? + 10EX + 25

EX=-3
EX?=0?+(EX)? =22+ (-3)?2=13
Tehat
EY =13-10x3+25=8
6. Példa

Egy magasugro versenyen a versenyzGk 0,8 valdszinliséggel ugorjak at a lécet az indulé magassagon.
Mindenki haromszor prébalkozhat. Ha 12 versenyz indul, akkor jel6ljiik X-szel az indulé magassagon
végrehajtott ugrasok szamat. Adja meg X varhaté értékét!

Megoldds:
Jeldlje X; az i versenyz6 prébalkozasainak a szamat. X; € {1,2,3}, a valoszin(iségek pedig

PX;=1)=08,P(X;=2)=02%x08,PX;=3)=1-PX; =1) — P(X; = 2) (mivel akar
sikerll az utolsé ugrasa, akar nem, csak 3-szor ugorhat)

A versenyz6k ugrasa fliggetlen egymastdl, igy

Ebbdl, tovabbra is a fliggetlenség miatt

12 12 3
EXzE(ZXk>= EXk=12xEXi=12xZixP(Xi=i)

k=1 k=1 i=1

7.Példa
Legyen az X sGrlségfliggvénye
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e3%, x<0
fx(x) =41 —x2, 0<x<1
0, 1<x

Mennyi E(3 — 2X)?
Megoldds:

E(3—2X) =3 —2EX

[e's) 0 1 (o]
EX = fxfx(x)dx = fxe3xdx+fx(1—x2)dx+fxdex
—00 — 00 0 1
0
1 0 1 ,1° 1
fxe3"dx = [gxe”]_OO — [§e3x]_w =0-3
1
X2 x4 1
— 42 - ==
fx(l x“)dx [2 2 2
5 0

Tehdt EX = —x 4 - ==
9 4

10
E(3-2X)=3 35" 2,722
8. Példa
Négyszer dobunk egy kockaval. Minden dobas utdn egy golyét belerakunk egy dobozba. Ha a dobas
6-0s, akkor piros golydt, ha mast kaptunk akkor fehér golyét. Ezutan a dobozbdl kivesziink egyszerre
2 golyét. Jeldlje X a pirosak szamat. Adja meg X varhato értékét!

Megoldds:
X értékkészlete Ry = {0,1,2}.
EX=0xPX=0)+1XPX =1)+2xP(X =2)

Y=0,1,2,3,4 a piros golydk szama a dobozban, Y~B (4, %), tehat P(Y = i) = (f) (%)i (2)4_i

P(Y:O):(E)4,P(Y=1)=4x%x(

5\3 125 25 5
: ) =B Py =)= Py =3)=—,P(Y=4) =

[3 4
1

1296

P(X = 0) nem fontos, mivel Ugyis 0 szorzéval szerepelne a varhaté értékben.
X=1 esete:

PX=1)=PX=1Y=0)P(Y =0)+P(X =1]Y = DP(Y = 1) + P(X = 1|Y = 2)P(Y = 2)
+P(X =1y =3)P(Y =3)+ P(X = 1|]Y = 4)P(Y = 4)

PX=1Y=0)=0
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1
P(X=1|Y:1):Q:%

2
2
P(X=1|Y=2)=(4L)=%

2
(1) s
PX=1Y =3) =2 ==
) °
PX=1Y=4)=0

125 25 5 215

PX=1)= =
( ) 1944+648+648 1944

X=2 esetén:
4
P(X =2) =ZP(X= 21Y = ) P(Y = i)
i=0

P(X=2lYy=0)=0

PX=2Yy=1)=0

1
PX=2lY=2)=%=—
6
3
P(X=2]y=3) ===

PX=2lY=4)=2%=1

9. Példa
Egy hibatlan érmével dobunk 3-szor. Jeldlje X és Y a dobott fejek és irdsok szamat. Szamolja ki a Z=XY

varhato értékét és szérasat!
Megoldds:

El kellene érniink, hogy az XY szorzatot folirjuk csak az egyik tag segitségével, killonben nem tudjuk
megoldani. X~B (3,%), valamint Y = 3 — X (mivel 3 dobdsbdl annyi az irds, amennyi nem fej). igy

tehat fol tudjuk irni Z-t pusztan X segitségével:

Z = XY =3X — X?
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EZ = E(3X —X?) =3EX —EX?

1
EX:?’XE:LS

2 _ 2 2 l _l 2
EX* = 0?X + (EX)? =3x5x (1-5)+ 15" =3

EZ=3%x15-3=15

0%7 = 0%(3X — X?), viszont ezt egyel6re nem tudjuk tovabb alakitani. irjuk fol a masik alakban:
0?7 = EZ? — (EZ)?
7?2 = (3X —X?)? =9X%2 —6X3 + X*
EZ? =9EX? — 6EX3® + EX*

Még hidnyzik EX3 és EX*, ezeket viszont ki tudjuk szamolni kénnyen:

3

EX? =Zi3P(X=i) - 1x(i)% +z3x(§)%+33x(3)l:5_4
i=0

3
EX‘*:Zi‘*P(X=i)=1><(3)l +24x(3)l+34x(3)izg

. 1/ 23 2/ 23 3/23 8
=0
54 132
azZ=(9x3—6x—+—)—(1,5)2=3
8 8
oZ =027 =3

10. Példa
Legyenek X és Y fiiggetlen, 2 paraméteri Poisson eloszlasu véltozék. Mennyi E(X — Y)??

Megoldds:

EX—-Y)2=E(X?—-2XY +Y2?) =EX?—-2E(XY)+ EY? =2 X EX? — 2EX XEY
= 2EX? —2(EX)? = 20%X =4

Itt kihasznaltuk, hogy EX=EZ, valamint a valtozdk fliggetlensége miatt EXY=EX*EY.

11. Példa
Egy X v.v. varhato értéke 0, szérdsa 1. Melyik esetben valdszinlbb, hogy X>0,5? Ha X normdlis, vagy

egyenletes eloszlasu? Segitség: ¢ (%) ~ 0,691

Megoldds:

Ha X normalis: P(X > 0,5) =1—-P(X <0,5) =1 - ¢(0,5) = 0,309
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Ha X egyenletes: P(X > 0,5)=1—-P(X<0,5)=1- Ol;s__aa, tehat meg kell hataroznunk a-t és b-t.
EX =22 = 09a=b
oX="2=13p—a=+12

Viz

A kettébsl 2b = V129b =+/3,a = —/3

. _ 4 _05+/3 _
Tehdt P(X >0,5) =1 N 0,356

Akkor valészinibb, ha X egyenletes eloszlasu.

12. Példa
Az X normalis eloszldsu v.v. varhaté értéke -5 és tudjuk, hogy P(—5 < X < 0) = 0,3. Mennyi

P(-5 < X < 4)? ¢(0) = % $1(0,8) ~ 0,7881
Megoldds:
E(X) = =5
P(-5<X<0)=P(X<0)—P(X<-5)=03

Ahhoz hogy valdszinlséget szamoljunk normalis eloszlassal két paraméter kell, a varhato érték és a
szOrds. A szoras hidnyzik, igy azt kellene kisakkozni valahogyan. A standard normal eloszlasra
konvertalva azt kapjuk, hogy

5-(5_, _0-(H

P(—5SX<O)=P<
g o

>=P(0SX<E)=P(X<;)—P(X<O)

s -o-o(3)-a5-0:

13. Példa
Egy Uteg addig tlizel egy célpontra, amig el nem talalja. A talalat valdészinlisége minden 16vésnél p.
Mennyi az egy taldlathoz sziikséges atlagos I16szerkészlet?

Megoldds:

X: a taldlathoz szlikséges |6vések szama

A kérdés tkp. E(X). Egyértelm(, hogy a folyamat geometriai eloszlast kdvet, igy E(X) = %.
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14. Példa
Létezik-e az F(x) = xInx — x + 1, x € [1, e] eloszlasfuggvény v.v.-nek masodik momentuma?

Megoldds:

Akkor létezik 2. momentuma, ha az aldbbi integral létezik:

(o]

E(X?) = fxzfx(x) dx

— 00

d
fx(x) = F(x) =Inx

Tehat azt kell megvizsgalni, hogy létezik-e

e

flenxdx
1

e
E(X?) le p x31 € szd x31 x31° 2e3+1
= | x*Inxdx = |—=Inx| — | —dx=|—=Inx——| =
3 1 3 3 9 1 9
1

Tehat létezik a masodik momentum.

15. Példa
Legyen X € E(0,1) ésY = | X|, azaz X egész része. Mennyi az Y diszkrét v.v. varhaté értéke és
szorasa?

Megoldds:

Kihasznaljuk azt, hogy Z = (|X] + 1) € G(l — e"l). ijgytehat Y =27 —1

-1

EY=EZ-1)=EZ-1=1—7y

_e_

1-(1-e™*)
2y — 42 — 427 —
O'Y—O'(Z—l)—O'Z—W

16. Példa

Egy réten harom szarvas legelészik gyanutlanul. Egymasrél nem tudva harom vadasz lopakodik a
kozelbe és egyszerre tlizel. Mindegyik I6vés taldl és haldlos, de tobben is I6hetnek ugyanarra a vadra.
Mennyi a [6vések utdn a rétrél elszaladd szarvasok szamanak varhaté értéke és szérasa?

Megoldds:

X: elfuté szarvasok szama, X € {0,1,2}

3
P(X=2) =5
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6
P(X=0)=5-

P(X=1)=1—P(X=0)—P(X=2)=g

A varhato érték def. szerint

EX = EZ P = 1) =Dy g x o = 2
_,Ol —V=%7 27 = 27
l=

0%X = EX? —E?X

2
18 3 30
EX? =;12P(X=l) =ﬁ+4xﬁ=ﬁ
sx =20 (Y2
27 \27 81
17.Példa

Van n darab szerveriink és n darab kliensiink, ahol egy szerver egy klienst képes kiszolgalni. A kliensek
ismerik a szerverek listajat, azonban egymassal nem tudnak kommunikalni. Az SLA-ban elGirtak
szerint kotbért kell fizetnlink, ha az atlagos csatlakozasi ardny nem haladja meg a 60%-ot. Hogy ne
minden kliens a listaban elsé helyen szerepl6 szerverre prébaljon csatlakozni, hanem lehet6leg minél
tobb taldljon rogton part, azzal az otlettel alltunk el6, hogy minden kliens vdlasszon véletlenszer(ien
egy szervert. Valdszin(iségszamitasban kevésbé edzett, de igencsak akaratos fé6nokiink azt mondja,
hogy az oOtlet rossz, mivel egyenletes eloszlds szerint valasztva a kapcsolddasi kisérletek fele
sikertelen lesz, igy kotbért kellene majd fizetniink — helyette dolgozzunk inkdbb ki valami mas
megoldast. Mivel ez egy konnyen implementalhaté algoritmus még nem szeretnénk lemondani réla.

Dontsiik el, hogy alkalmazhatjuk-e ezt az algoritmust, vagy sem!

Megoldds:

Atlagosan legaldbb 60%-ban sikeresnek kell lennie a kapcsolédasi kisérleteknek ahhoz, hogy az
algoritmust megtarthassuk. Azt kellene tehat meghatarozni, hogy mekkora a sikeres kapcsolddasi
kisérletek varhatd értékének és az Osszes kisérletnek az ardnya. Ehhez nyilvan a varhaté értékre
lenne sziikségiink.

Jeldlje Y a sikeres kisérletek szamat, X; pedig legyen indikatorvaltozd, ami azt mutatja meg, hogy az .
1  hasikeres

szerverre sikeresen csatlakoztak-e, tehat X; € { ; .
0 hasikertelen

Ekkor Y = Y7, X;. Nézzik meg a varhato értékét:

E(Y)=E <Zn: Xl-> = Zn: E(X)
i=1 i=1

P(X; = 1) nehezen szamolhato, viszont az ellentettje elég egyszerd:
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rai=0=(5Y

( n-1/n annak a valdszin(isége, hogy egy kliens az i. szerveren kiviil barmelyik masikra csatlakozik; ha
minden kliens a maradék n-1 szerverre csatlakozott, akkor az i. szerverre nyilvan nem csatlakozott
senki )

Tehat

P(Xi=1)=1—<nr_11)n

Visszahelyettesitve:

E(Y)=§n:<1—(n;1>n>=nx1—nx<n;1>n

i=1

Mar csak azt kellene megnézni, hogy ez hogyan aranylik az 6sszes kisérlethez, ami

n+n(n_1

ey

k

Mivel tudjuk, hogy

) " 1
lim (1 — —) =—
n—oo

azt kapjuk, hogy

1
k—>1—gz0,6321

Arra jutottunk tehat, hogy az algoritmusunk megfelel az SLA-ban el8irtaknak.



