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Nevezetes folytonos eloszlasok

Sziik elméleti 6sszefoglalo

Egyenletes eloszlas:

Jelolés: X~U(a,b),a < b

Tipikus haszndlata: Ha barmilyen hosszusagu intervallumon azonos valdszintiséggel vehet fol a val.
valt. értéket.

X € [a, b]

0, egyébként

0, x<a
X —a
F(x;a,b)= m, a<x<bh
1, x>b

Exponencialis eloszlas:

Jelolés: X~E (1)

Tipikus haszndlata: Valaminek az élettartamat, vagy egy esemény bekdvetkeztéig eltelt id6t szokds
vele modellezni.

oy (e, x>0
f (x"l)_{o, egyébként

1—e M, x>0
0, x<0

F(x; 1) = {

Normalis (Gauss) eloszlas:

Jelolés: X~N(u, o)

Tipikus hasznalata: Egy bizonyos atlag (u) korili természetes szérédds (o) modellezésére alkalmazzak.
A természetben megfigyelhetd események nagyja ide tartozik.

Faino) = e
X, U,0) = e 2o
V2o

1 _t=w?
F(xp0) = dpex) = N Je 207 dt

—00
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Az N(0,1) (azaz 0 varhatd értékd, 1 sz6rdsu) normalis eloszlast szokds standard normalis eloszldsnak
nevezni.

Fontos tulajdonsagai:

a) aslrlségfliggvénye szimmetrikus (az atlagtdl jobbra vagy balra ugyanakkora mértékkel
ugyanakkora valdszin(iséggel tér el az eloszlas)
b) ¢(x) =1— ¢(—x) (szintén a szimmetria)

X— ) . T , . P s
) Pus(x)=9¢ (Tﬂ)’ azaz barmelyik normalis eloszlas visszavezethetd a standard normalis

eloszlasra (ezt a folyamatot hivjuk normalizalasnak/standardizélasnak is)
ZH és vizsga feladatok

1. Példa
Legyen X € U(0,1) ésY = v5X + 1. Adja meg Y s(r(iségfliggvényét!

Megoldds:

A kérdés fy (t) meghatarozasa, dm ehhez elGszor Fy (t) szikséges, hogy azt lederivalva megkapjuk.

ElGszor adjuk meg Y értékkészletét: Y = [1, \/5] (X minimumat és maximumat Y-ba behelyettesitve).

Amit kerestink, az Fy (t) = P(Y < t).Y eloszlasardl b6vebb informécidnk nincs, csak X-ét ismerjuk,
igy ki kell fejeznilink Y eloszlasat X-ével. Ez azt jelenti, hogy Ugy kell atrendezni az egyenltlenséget,
hogy a bal oldalan csak X szerepeljen.

t2 -1
P(Y<t)=P(\/5X+1<t)=P(5X+1<t2)=P(5X<t2—1)=P<X< z >

t2
=FX< z ),te [1,V6]

X eloszlasfliggvényét ismerjiik, ebbe csak be kell helyettesiteniink:

t2 -1
R = by () = p (Bt 01 ) o B2t
"= xyvs J7°\U 5 ") 1-0 ~ 5
Ebbél
, 2t
fr(®) = Fp(t) = =
2. Példa

Legyen X~N(8,3). Fejezze kia P(11 < X < 17) valészinliséget a standard normalis eloszlas
eloszlasfiggvényével!

Megoldds:

P(11<X<17)=PX <17)—P(X <11) = F(17) — F(11) = ¢g3(17) — ¢g3(11)
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Normalizalassal minden normal eloszlas standard alakra hozhato:

$02017) — b2 (1) = 9 () = 6 (F5 ) = 63 — 6D

3. Példa
Legyen X valdszinliségi valtozd 2 paraméter( exponencialis eloszlasu és legyen V = X? + 3. Adja meg
V slrlségfliggvényét!

Megoldds:
Ugyanugy, mint az 1. példanal.
fr@® =F'(t)
F,) =PV <t)=PX?+3<t)=P(X <Vt-3)=F(Vt-3)

_ ,=24t-3 JF —
Fx(vt—3)={1 T P0G

0, t—3<0

Itt az alsé ag elhagyhatd, mivel négyzetgyokvonas eredménye nem lehet negativ.

X e—2 t-3

1
fv(®) = szm

4. Példa

Egy berendezésben harom alkatrészt kapcsoltak 6ssze sorosan. Ha az alkatrészek kozil barmelyik
meghibasodik, akkor a berendezés megall. Adja meg a berendezés élettartamdnak eloszlasat, ha a
komponenseinek élettartamai egymastol flggetlenll A; = i,i = 1,2,3 paraméter(i exponencialis
eloszlast kdvetnek!

Megoldds:

Jelolje Y a berendezés, X; pedig az i. komponens miikodési idejét. X;~E (4;), fuggetlenek. A soros
kapcsolas miatt Y = min{X;, X,, X5}.

Annak a valdszinlisége, hogy a berendezés t id6nél hamarabb ledll egyenl§ azzal, hogy az 6sszes
esetbdl kivonjuk azt, amikor mindhdarom alkatrész tovabb huzza t-nél, azaz

PY<t)=1-PX =2t X, >2t,X;=>1)
Az alkatrészek fliggetlensége miatt ez

PY<t)=1-P(X; 2t)P(X; = t)P(X3 = t)
=1-(1-PX; <t)(1-PX, <0))(1-PX3 < 1))
=1-(1-(1-eH)(1-Q-e?))(1-1-e3))=1-e%t>0
Azaz Y~E(6).

5. Példa
Legyenek X,Y € U(0,1) fuggetlenek és Z = % . Szamolja ki Z eloszlasfuggvényét!
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Megoldds:
El&szor nézziik meg szokasosan az értékkészletet. Z € (0,1)

Itt nem lesz elég csak X-re vagy Y-ra atrendezni a bels6 kifejezést, hanem geometriai médszerrel kell
megvizsgalni.

FZ(t)zP(Z<t)=P(YLH<t)=P<§—1<Y)

Ebbdl leolvashatjuk, hogy keressiik azt a térrészt, ahol % — 1 <Y teljesil. Latszik, hogy t-t6l fugg,

hogy mekkora lesz az érintett térrész, nézziik meg milyen kapcsolat van koézottik.

Az alabbi abran lathatd, hogy az T 1 =Y egyenes hogyan alakul kiilénb6z6 t-ket vélasztva (mivel az
efolotti pontokat tartalmazé teriletet keressiik). A piros vonal t=0,5, a kék vonalak t € (O,% ), a

narancssarga vonalak t € (5, 1) esetén adddnak (az alsé négyzet csak az dbrazolas kbnnyitését

szolgdlja, a nekiink szlikséges tartomany a fenti egységnégyzet).

-1

Eszrevehetjiik, hogy ha t € (0, %), akkor mindig egy trapéz terilete az érdekes szamunkra, mig

t € G, 1) esetén egy Otszogé.

Nézziik el6szér t € (0, E) esetét! A trapéz alsé szakaszanak a hosszat megkapjuk, ha megnézziik hol

metszi az egyenes az X tengelyt. Ez Y=0-nal kévetkezik be, tehat X-et

%— 1=YIX =t(Y +1) = t(0 + 1) = t-nél metszi.
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A fols6 szakaszt hasonldan kapjuk meg, itt arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen X esetén lesz Y=1,
tehat

X=t(Y+1)=2t

(2t-t)

A trapéz teriletét megkapjuk, mint egy t X 1 terilet( téglalap, illetve > terllet haromszog

dsszege. Osszegezve:

t 3t 1
F,(t)=P(Z<t) :t+§=7,te (0,—)

Nézzilk meg most t € G 1) esetét!

Az Otszog teriiletét gy kapjuk meg legkdnnyebbe, ha inkabb a teljes teriiletbél kivonjuk a jobb-alul
keletkez6 haromszog teriletét. Azt mar tudjuk, hogy a haromszog aljanak hossza 1-t (mivel az
egyenes t-nél metszi X-et, de nekiink nem a baloldali, hanem a jobboldali hossz érdekes). Meg kell
még kapnunk a hdromszog mdsik befogdjat, ami egyenls azzal a kérdéssel, hogy X=1 esetén Y értéke
mennyi, tehat

f 1=yav=2-1
t t

Ebbdl a hdromszog teriilete

a-o(t-)
2

Tehat fol tudjuk irni a hatralevé részét is az eloszlasfiggvénynek:

F(0)=1-

(1‘”(%‘1)’%(1 )

6. Példa
Legyen X~U(—1,2) és Y = X3. Adja meg Y eloszlasfiiggvényét!

Megoldds:
Szokasosan, el6szor megadjuk Y értékkészletét, t € (—1,8).
@) =P <t)=PX*<t)=P(Xx <¥t) =F(Vt)

Vi-(-1) Vi+1

Fe(¥t) = F(Vt;-1,2) = 7D 3

,t €(—1,8)
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7. Példa
3x

2
Tekintstk az f(x) = —XE [1,2] sCrliségfuggvényt! Az X € U(0,1) segitségével allitsunk el olyan
Y valdszinlségi valtozdt, amelynek sirlségfliggvénye éppen f(x)!
Megoldds:

Most visszafelé fogjuk csinalni az eloszlasfliggvény transzformaciot. El6szor irjuk f6l az f(x)-bél

F(x) fxstz dt [tT © 1
X) = _— = |— —_—— =
L7 7], "7 7

Az egyenletes eloszlas eloszlasfliggvénye g alaku, igy erre kellene atalakitani a fentieket, tudva,

kaphatd eloszlasfiggvényt:

hogy a=0, b=1.

x3-1
-0 3_
( 1_2 -)P(X<¥)=P(7X<t3—1)=P(7X+1<t3)=P(3\/7X+1<t)=P(Y<t)
TehatY = V7X + 1.

8. Példa

Egy automata zacskdkban cukorkat adagol. A zacskok X sulyat u = 250 és ¢ = 4 paraméter(i
normalis eloszlasunak tekintjiik. Mennyi a valdszinlisége, hogy harom véletlenszer(ien kivalasztott
zacsko kozott legalabb egy olyan van, aminek a sulya 220 és 260 gramm kozé fog esni?

Megoldds:
X~N(250,4)

Jeldlje p annak a valdszinlségét, hogy egy zacsko sulya 220 és 260 gramm kozé esik:

260 — 250) (220 - 250)

p=P(220SXSZ60)=P(XS260)—P(XS220)=¢( - -

Annak a valdsziniisége, hogy harom zacskébdl legaldbb 1-re teljesiil macerasabban szdmolhatd, mint
a komplementer esemény, ami itt az, hogy egyik zacskdra sem teljesiil. igy

P(Y >0)=1-(1—-p)?

9. Példa
Tekintstuk az f(x) = x — %, x € [2,3] stirségfuggvényt. Az X~U(0,1) segitségével allitsunk el olyan

Y valdszin(ségi valtozdt, amelynek siriségfliggvénye éppen f(x).
Megoldds:

Mint korabban, most is forditva kell az eloszlasfliggvényt transzformalni. ElGszor allitsuk el6 az
eloszlasfiggvényt:
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Az X eloszlasfliggvénye g alaku, ahol most a=0, b=1, tehat X eloszlasfliggvénye x-re egyszerlsodik.

x%—3x+2
( 2 )‘0

Fx(x) = 1-0

t2—3t+2
Fx(t)=P X<#

= P(2X + 0,25 < (¢t — 1,5)2) = P( 2X + 0,25+ 1,5 < t) =P(Y <t)

) =PR2X<t?>-3t+2)=P2X < (t—1,5)%—-0,25)

TehatY =,/2X + 0,25 + 1,5.

10. Példa

Egy automata gép 2 kg liszt feliratl zacskokba adagol X mennyiségd lisztet, ahol X € N(m, 0,002).
Mind&ségi kovetelmény, hogy 99% bizonyossaggal a zacskd liszt tartalma ne legyen kevesebb 2 kg-nal.
Mekkordra allitsak m-et, hogy ez teljesiljon? Segitség: ¢(2,33) = 0,99.

Megoldds:

A feladat szovegébdl a kérdés, hogy milyen m mellett lesz P(X < 2) < 0,01.

P(X <2) = Fy(2) = ¢ (Z—m) — 0,01

0,002
Kihasznalva, hogy ¢(t) = 1 — ¢p(—t) azt kaphatjuk, hogy 1 — ¢ (:'10—_022) = 0,01, amibél
¢ ((T)flo—_ozz) = 0,99. igy megkapjuk, hogy
2,33 = :,Lo__ozz’ azazm = 2,33 x 0,002 + 2 = 2,00466
11. Példa

A (0,1) intervallumon kijel6liink harom pontot véletlenszerlen. Hatarozzuk meg a k6zépsé pont 1-t6l
valo tavolsaganak eloszlasat!

Megoldds:

Kivalasztunk 3 pontot, jel6ljik ezeket x,y és z-vel. Ekkor az alabbi esetek fordulhatnak el6: x<y<z,
X<Z<Y, Y<X<z, y<z<X, Z<X<y, valamint z<y<x. Szokdsosan vizsgaljuk meg az egyik esetet!

Tfh x<y<z. Amire kivancsiak vagyunk, az Fy (t) = P(Y < t),t € (0,1). Ez az egységkockanak az a
térfogat része, ahol0<y<t, 0<x<y,valaminty<z<1.

t Y1
1, 15
Fy(t)=-[fjdzdxdy=§t —§t
00y
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A masik 5 esetben hasonldan kellene felirnunk az integralokat, csak félcserél6dnének a valtozdk
hatdrai, igy ugyanerre az eredményre vezetnének, tehat az eddigi eloszlasfiggvényt 6-tal
megszorozva megkapjuk a véglegeset:

3t2 — 2¢3

12. Példa
Az X € U(0,1) v.v. segitségével konstrudljunk Y € G(0,25) eloszlasu v.v.-t!

Megoldds:

Ismételten generaljunk U(0,1) szdmokat, amig 0,25-nél kisebbet nem kapunk. Y jel6lje az ehhez
szlikséges generalasok szamat. Ekkor lathato, hogy Y valéban G(0,25) eloszlasu, mivel egy esemény
elsé bekovetkezéséhez sziikséges hizasok szamara vagyunk kivancsiak, ahol p = P(0 < X < 0,25) =
P(X < 25) = 0,25.

13. Példa

X-m

2
Legyenek X € N(m,D) és Z = (T) . Szamolja ki Z stir(iségfiggvényét!

Megoldds:
Eléggé szemet szurd, hogy Z az X valtozé standard normalis eloszlasra transzformaltjanak a négyzete.

X—m

€ N(0,1)

FZ(t)=P(Z<t)=P<(X;m)2<t>=P(|X;m| <\/Z)=P<—\/Z<X;m<x/f>

= P (P2 < i)~ P (RS < ) = 6 (VD) - 6(~VD)

= (VD) - (1-9(vD)) = 26(vE) - 1

d 1 1
fz(©) = an(t) =2¢p(Vt) =2 X5 X \/Z_nte_%




