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Valoszinilségi valtozo, stirtiségfiiggveny,
eloszlasfiiggvény

Sziik elméleti 6sszefoglalo

Valdszinlségi valtozo: egy fliggvény, ami az eseményteret a valds szamok halmazara tudja vetiteni. A
val. valtozo diszkrét, ha az értékkészlete megszamldlhato, egyébként folytonos.

Pl.: dobjunk fol egy pénzérmét 10-szer. Jelblje X a fej dobasok szamat. Ekkor X a valds szdmok
halmazdan veszi fol az értékkészletét, illetve az 6sszes eseményt at is vetiti.

Az X valészin(ségi valtozo s(irliségfuggvénye fy(x) = P(X = k), azaz a s(r(iségfliggvény azt mutatja
meg, hogy a valészin(iségi valtozd egy bizonyos értéket mekkora valdszintséggel vesz fol (folytonos
esetben pontosan egy adott érték felvételének a valdszinlisége 0, igy itt gy szoktuk értelmezni, hogy
az adott érték nagyon kicsi, kozvetlen kérnyezetébe esne egy pont ekkora valdszintiséggel).

Az eddigi X-nél maradva fx(x),x = 0,1,2,...10:

fro = (10271
A =(0)1 L

£ (2) = (120) 0,580,52

£,(10) = (18) 0,500,510
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Probability Density Function

f(x)

X

— Binomial (10;0,5)

Slriségflggvény alapvet6 tulajdonsagai:

a) fx(x)=0
b) [ frx(x)dx =1

Az eloszlasfiiggvény azt mutatja meg, hogy mekkora annak a valdszinlisége, hogy a valdszinlségi
valtozd egy adott értéknél kisebbet vesz fol, azaz

Fye(x) = P(X < x)

Diszkrét esetben ez nyilvan az x-nél kisebb értékekhez tartozé valdszinlségek 6sszege, folytonos
esetben azok integralja adja meg.

a) Diszkrét eset: Fy(x) = X<y fx (k)

b) Folytonos eset: Fy(x) = [, _ fx(k)dx = f_xoo fx(x) dx
c) Megforditva: a sGriségfliggvény az eloszlasfliggvény derivaltja

Strtségfliggvényrél diszkrét esetben nem igazadn szoktunk beszélni, ott eloszlasnak hivjuk, de a
koncepcié alapvet6en ugyanaz.

Korabbi kockadobds probléma eloszlasfliggvénye:
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Cumulative Distribution Function
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X

— Binomial (10;0,5)

Fontosabb szabalyok:

a) Px<X<y)=F) - FX)

b) P(x <X <y)=Fy(y)— Fx(x+0)

c) Px<X<y)=Fy(y+0)—Fx(x)

d Px<X<y)=Fx(y+0)—Fx(x+0)

Eloszlasfliggvény alapvets tulajdonsagai:

a) monoton nemcsdkkend
b) balrdl folytonos

c) limo,F(x)=1

d) lim,,_, F(x)=0

A valdszinlségi valtozé minden lehetséges értékének valdszinlségeit 6sszeadva 1-et kell kapnunk:
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Azaz egy slr(ségfuggvényt a teljes értékkészleten integralva 1-et kell kapnunk.
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Feladatok

Bevezeto feladatok

1. Példa
Egy jatszéhazba 3-7 éves korig lehet gyerekeket vinni. A kovetkez6 eloszlasfliggvény megadja az
adott id6pontban ott tartézkodd, kiilonb6z6 korcsoportu gyerekek kumulalt ardnyat.

0, x<3
|0,2, 3<x<4
0,4, 4<x<5
0,5, 5<x<6
0,7, 6<x<7

1, x>7

F(x) =

Szamitsa ki a kbvetkez6 valdszinliségeket:
a) P(X=4)
PX=4)=F(5)—-F4)=04-02=0,2
b) P(X <5,5)
P(X <55)=F(5,5)=0,5
c) P(35<X<6.2)
P(35<X<62)=PX<62)—P(X<35)=07-02=05

2. Példa
Egy kockaval dobunk. Jel6lje X a dobott szam értékét. Adja megaz Y = |X — 3| valdszinlségi valtozo
eloszlasfliggvényét!

Megoldds:

Y értékkészlete {2,1,0,3}

PY=2)=PX=1)+PX =5) =

PY=1)=PX=2)+PX=4) =

NN o N

P(Y=0)=P(X=3)=

N~ O

P(Y=3)=P(X=6) =

Ezekbdl pedig
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(0, y=0
! 0<y<1
6’ y=

1+2 1<y<2

FF()=46"6 ~"7V=

3+2 2<y<3
676 y=

5+1 >3
k6 6; y

3. Példa
Adjuk meg a 90/5-0s lotton kihGzott 6t szam kozil a legkisebb eloszlasfiggvényét a 107 helyen!

Megoldds:
Jeldlje X a legkisebb kihuzott lottészamot.

P(X < 10m) = P(X < 31), mivel csak egész szamokkal tudunk ebben a diszkrét esetben dolgozni.
Az, hogy a legkisebb szam kisebb, mint 31 azzal ekvivalens, hogy az 6sszes esetbdl kivonjuk azokat,
amikor mind az 5 szam a [32,90] tartomanybdl szarmazik.

(90 g 31)
(5)

P(X<31)=1-

4. Példa
Kivalasztunk 5 kdartyat visszatevés nélkil véletlenszer(ien egy csomag magyar kartyabdl. Az X
valdszinlségi valtozo jelentse a kivalasztott 4szok szamat:

a) Adja meg X valdszinliség-eloszlasanak tablazatat!
X értékkészlete: X € {0,1,2,3,4}

32— 4\ 4
( 5—x ) (x)
32
(%)

PX=x)=

Ebbdl a valdszinlségek:

P(x)

0,4881

0,4067

0,0976

0,0075

HIWIN|IRL|O|X

0,0001

b) irja fél az X valdszinlségi valtozé eloszlasfiiggvényét!
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0, x<0
04881, 0<x<1
Flx) = { 08948, 1<x<2
09924, 2<x<3
10,9999, 3<x<4
k 1, x> 4

c) Mennyi a valészinlisége, hogy legfeljebb kétszer valasztunk aszt?
P(X<2)=P(X <3)=F(3)=0,9924
d) Mennyi a valészinlisége, hogy a kivalasztott aszok szamra paratlan?

P(X paratlan) = P(X = 1) + P(X = 3) = 0,4067 + 0,0075

5. Példa
Egy elromlott személygépkocsi javitasahoz sziikséges id6tartam egy X valdszinlségi valtozénak
tekinthet6, amelynek s(irlségfliggvénye az aldbbi:

1 _x
feo =iz " *>°
0, x<0

ahol x a javitas befejezéséig szlikséges id6tartam hosszat jel6li érakban kifejezve.

a) Abrézolja a striségfiiggvényt!
T! (x)

||
A0 |\\‘H
| T

EJT -

b) Adja meg X eloszlasfliggvényét!

-

x < 0 esetben:

X

F(x) = det= 0

— 0o

x > 0 esetben:
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X ] 0 . X 1 _Ld X 1 _td ¢ X
= = —_ 40 = — _— 40 = — 40
F(x) ff(t) t fo t+f4oe t=0+( 1)] 10 *odt [e ]0
—0 —0 0 0

=—(e_f_0—1)=1—e_f_0

X
F(x):{l—e_m, x>0
0 x<0

)

c) Abrézolja az eloszlasfiiggvényt!

Fix

{ —— - — S

d) Szamitsa ki a kévetkez6 valdszinliségeket! P(X < 8),P(X = 24),P(24 < X < 48)

Folytonos val. valt. esetén mindegy, hogy az intervallum végpontjat hozzdvessziik-e az intervallumhoz
(mivel egy adott pont valdszintisége 0)

8
P(X<8)=P(X<8) =F(8)=1-e % = 0,1813

24
P(X>24)=1-P(X<24)=1-F(4)=1- (1 - e‘m) = 0,5488

P(24 < X < 48) = P(X < 48) — P(X < 24) = F(48) — F(24) = 0,2476

6. Példa
Adott egy X valdszin(iségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

0, x<1
F(x)={(x—1)3, 1<x<?2
1, x> 2

a) frja fol X sGrtségfuggvényét!
0, x <1
f(x)=F'(x)={3(x—1)2, 1<x<2
0, x>2

b) Mekkora annak a valdszinlsége, hogy X nagyobb mint -0,5 és kisebb mint 1,5?

P(-05<X<15)=P(X <15 —P(X<-05)=F(1,5—-F(-05)=(15-1)*-0
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7. Példa
0, x<0
1
Lehet-eaz F(x) ={ % 0<x=< 2 flggvény egy valdszin(liségi valtozo eloszlasfiiggvénye?
4x—1, !
4x+4 2

Megoldds:
Ellenérizziik, hogy az eloszlasfliggvények alapvetd tulajdonsagai teljesiilnek-e!
a) monoton nemcsokkend?

Ez lathatoan teljestl x < 0 és 0 < x < 0,5 tartomanyokon. x > 0,5 esetén

p— , — p— —
(4x 1) - Mxt)-(x-)4 20 = 0, tehat nem csokken itt sem. Azonban a toréspontok két
4x+4 (4x+4)2 (4x+4)2

oldalat is meg kell majd vizsgdlni, mivel itt el6fordulhat szakadas.
b) lim,_,_u F(x) =07
lim F(x)= lim 0=0
X——00 X——00

c) lim,,, F(x)=1?

lim F(x) = li 4x—1_
x1—>n;3 x _x1—>n;34x-|-4_

d) balrdl folytonos?

Két toréspont van, x=0 és x=1/2. Ennek a két pontnak a bal és jobboldali hatarértékét kell
Osszehasonlitanunk.

x=0:
lim F(x)= lim 0=0
x-0— x-0—
lim F(x) = lim x =0
x-0+ x-0+
x=0,5:

. . 1
111‘{1 F(x) = 111‘{1 x—z

x—)i— x—)i—
lim FQ) = li 4x—-1 1
m X) = lim = -
x_)%+ x_)%+ 4x+4 6

Lathatd, hogy a fliggvény balrdl folytonos, azonban x=0,5-nél a szakadas csdkkend, marpedig az
eloszlasfiggvények esetén csak nemcsdkkend tendencia engedhetd meg, tehat ez a fliggvény nem
eloszlasfiiggvény!

8. Példa
Allapitsa meg, hogy az alabbi fiiggvény lehet-e siir(iségfiiggvény:
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2%1n2, x< —1

1

f(x) =< 3x2, -1<x<23
1
0, x>23

Megoldds:
Ellendrizziik, hogy a s(rliségfliggvények alapvets tulajdonsagai teljesiilnek-e ra!
a) fx(x)=0?

Ez lathatdan teljesiil, semelyik tartomanyban nem tudunk negativ értéket kapni.

b) [ fx(x)dx =17

-1 2; 00 1
ffx(x)dx— f 2"ln2dx+f 3x2dx + dex— 11m[2"] + [x3]%;

=1li L 1| = 1,5=2

= Jim (5-) (3= ») =5 +15 =

igy ez nem lehet stirtiségfiggvény.

9. Példa
Az a paraméter mely értéke mellett lehet az aldbbi fliggvény s(ir(iségfuggvény?

0, x <2
x) =
f( ) {(1 — )2 , x > 2
Megoldds:
Az f(x) integralja 1-et kell adjon, igy tehat:
o0 b
(x)dx = [ 0dx+ =alim | (1—-x)"%dx=alim[(1-x)"]}
b b
—o0 2 2
j ( 1)
“4le\1op —1) 7

Tehat a = 1 esetén lehet s(irliségfliggvény (persze ez 6nmagaban még nem elég ahhoz, hogy valdban
slrlségfuggvény is legyen, de a kérdés az volt mikor lehet, nem pedig hogy mikor lesz biztosan az).
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ZH és vizsga feladatok

10. Példa
Adjuk meg a 90/5-6s lottdn kihlzott 6t szam kozll a masodik legkisebb eloszlasfliggvényének az
értékét a 10w helyen.

Megoldds:
Jeldlje X a mdsodik legkisebb kihuzott szamot.

Fx(10m) = P(X < 10m)
Mivel X csak egész szam lehet, igy P(X < 10m) = P(X < 31)

X legalabb 2 kell hogy legyen, kiilénben nem lehetne a masodik legkisebb. Tfh. X = 2, az els6 szamjegy
igy kotott, a maradék 3 pedig a [3,90] tartomanybdl kerdl ki visszatevés nélkili huzéassal, azaz

1x1x(
(5)

Tfh. X = 3, ekkor az elsé szam lehet kétféle, a maradék 3 pedig a [4,90] tartomanybdl kerdl ki, azaz

903— 2)

P(X =2) =

2x1x(%073)
P(X =3) = (90)
5
Altalanosan megfogalmazva tehét
(—-1)x1x (903_ Y
P(X=i) = i=23,..87

(5)

Ez tkp. az eloszlas, ebbdl folirhatjuk az eloszlasfliggvényt:
k
P(X <k) = ZP(X = 1),k =34,..88
i=2

A megfelel6 helyen kiértékelve:
Fy(10m) =P(X <314)=P(X <32)=P(X <31)

11. Példa

Egy dobozban 3 piros, 4 fehér és 2 z6ld golyé van. Haromszor végrehajtjuk ugyanazt a kivalasztast:
kiveszlink egyszerre 3 golyodt és feljegyezziik a pirosak szamat, majd visszahelyezziik a golydkat a
kovetkez§ huzas el6tt. Jeldlje X; az i. kivalasztaskor kapott piros golydk szamat. Adjameg Y =
max{X;, X,, X3} eloszlasat!

Megoldds:
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Y értékkészletét vizsgalva azt latjuk, hogy Y € {0,1,2,3}. Tehat meg kell hatdroznunk a P(Y =
0),P(Y =1),P(Y = 2) és P(Y = 3) valdszinliségeket el6szor, de ehhez kellenek az egyes X;
valdszinlségek:

N
N
~—

6 3\(6 3
P(X;=0) = () P(X;=1) = L P(X; =2) = <2)(1), P(X; =3) =%
3

3) H

Y=0 akkor lehetséges, ha egyik hizasban sem volt piros. Mivel az egyes huzasok fliggetlenek, igy

N
~
~—

ennek a valdszinlsége az egyes huzasok valdszinliségeinek a szorzata:

P(Y =0) = P(X, = 0) X P(X, = 0) X P(X5 = 0)

P(Y=1) = (i)P(Xl =1,X,=0,Xs =0) + (g)P(Xl =1,X,=1X;=0) + (g)P(Xl =1,X,
=1,X;=1)
P(Y =2) = (i)P(Xl =2,X, = 0,X; = 0) + (f) (i)P(Xl =2,X, = 1,X5 = 0)
+ (i) (;)P(Xl =2,X,=1,X=1)+ (g)P(Xl =2,X,=2,X; = 0)
+ (g) G)P(Xl =2,X,=2X;=1)+ (g)P(Xl =2,X,=2,X; = 2)
PY=4)=1-(PY=0)+P¥Y =1)+P( =2))

12. Példa

Az A paraméter mely értékénél lesz az f(x) = Ae 3**D? x € R fiiggvény slirdségfiiggvény?
Megoldds:

Egy fliggvény akkor slirlségfliggvény, ha a teljes tartomanyon kiintegralva 1-et ad.

f Ae 30+ gy — \EA =1
1 f
A = — = —_
T s
e

Ehhez viszont magic integralasi skillek kellenek. Ha azunk nincs, de ismerjiik a normal eloszlast, akkor
észrevehetjlk, hogy

1 _(x—w)?

flx) = Ae—3Gx+1D)? — e 202

Va2no

« . I _ 1
Ebbdl leolvashatjuk, hogy y = —1és3 = 202-)0 =7

Ae—3G+D? — 1 e 2(\/%)2
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A (mi)e—s(xu)z — o-3(x+1)?
NG
A(\/Z ! ) 1
T— | =
NG

(B)es( o=

13. Példa
Egy benzinkdt hetente kap Gizemanyagot. A heti fogyasztast X jeloli ezer literben, melynek
slrliségfliggvénye

(501 —x)4, 0<x<1
fe) = {O, egyébként

Mekkora legyen a tartdly K kapacitdsa, hogy annak a valdszinlisége, hogy a hét soran kifogy a benzin
kisebb legyen 0,01-nél?

Megoldds:

Keressik azt a K-t, amire P(X > K) < 0,01.

1
P(X>K) = ff(x)dx < 0,01
K

1
jsu —x)*dx = [~(1 - 0)%Tk = 0= (=[1 = K]I) = (1 = K)°
K

(1-K)*<0,019K >1- 130,01

14. Példa
Adjuk meg a 90/5 lottdn kihtzott 5 szam kozul a legkisebb eloszlasfliiggvényének az értékét a 25
helyen!

Megoldds:

24 24 (90—i)
P(X < 25) =ZP(X=L’) =Z$
i=1

=1 (5)



