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Feltételes valoszinlség

Sziik elméleti 6sszefoglalo

P(AB)
P(A|B) = 7@
0<P(AIB) <1
P(Al4) = 1
P(A|®) =0

egymast kizaro események esetén: P(3 A; |B) = Y. P(4;|B)

A és B események fuggetlenek, ha P(AB) = P(4) x P(B)

Ha A és B fuggetlen, akkor P(A|B) = P(A) és P(B|A) = P(B)

Az Ay, A,, ... A, események paronként fiiggetlenek, ha P(4;4;) = P(A)P(A4;)Vi # j
Az A4, A,, ... A, események teljesen fliggetlenek, ha

P(A14, ... A,) = P(A})P(A3) ...P(A)

O oo NOOTULLDWN -

Szorzasi szabdly: A4, A,, ... A, eseményekre legyen igaz, hogy P([] A4;) > 0. Ekkor

n n-1 n-2
P (ﬂAi) =p (An HAl-) P <An_1 nAi) . P(4,]4)P(4,)
i=1 i=1 i=1

Egyszer(sitett alakja:

P(AB) = P(A|B)P(B)
P(ABC) = P(A|BC)P(B|C)P(C)

Teljes valoszinliség tétele: alkosson A4, 4,, ... A, ... teljes eseményrendszert, és legyen P(4;) > 0.
Ekkor egy tetszGleges B eseményre

P(B) = ) P(BI4) P(4)
i=1

Bayes-tétel:

P(B|A)P(4;)
>, P(BI4;) P(4))

P(4;|B) =

Egyszer(sitett alakja:

P(B|A)P(4)

PUIB) ==
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1. Példa

Bevezeto feladatok

A Zsolnay porcelangyar raktaraban haromféle kézzel festett kavéskészlet taldlhato kilséleg egyforma

csomagoldsban, fajta és osztdlyba sorolds megjeldléssel. Az egyes fajtakbdl I. és II. osztalyu

termékeket tartanak nyilvan az alabbiak szerint:

Kék viragos Szines viragos Pompadur Osszesen
I. osztalyu 30 45 65 140
II. osztalyu 5 10 25 40
Osszesen 35 55 90 180

Véletlenszerien kivalasztunk egy készletet a raktarban ezek kozil. Jeldlje A; azt az eseményt, hogy a
kivalasztott esemény j-edik fajta, B; pedig hogy j-edik osztalyba soroljak. Hatarozza meg az alabbi
valészinlségeket!

a) P(By)
140
P(B;) = m
b) P(Az)
55
P(Az) = ﬁ
c) P(A1Az)
P(A1A,) =0

d) P(A;+Ap)

35+55

P(A; +A;) =P(A;) + P(Ay) —P(AA;) = 180

(Poincare-tételt kihasznalva, de mivel A; és A, egymast kizaré események, igy rogton folirhattuk
volna a két valdszinliség 6sszegeként 5. alapjan)

e) P(A;1|By)
f) P(B:|A1)
P(B,|A,) = P(B2A) _ 5

P(A;) 35
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g) P(A1]|B;)
_P(A4By) _ 5
P(A1[By) = P, 40
h) P(B;|A;)
—, y _ P(B2A;) _ 30
P(Bz|A1) = TAl) =35
i) P(A; +As3|By)
30 65
P(Ay +A3]By) = P(A1[By) + P(A3|By) = oo + 15

(itt is kihasznaltuk 5.-6t, mivel A; és A3 egymast kizard)
j) P(A; +A;3]By)

- . P(A,;AsB,) P(A,B,) 10
P(A; + A3|B;) = P(A,A3|By) = P(B,) = P(B,) =20
2 2

2. Példa
Egy cipGket gyartd cég termékeibdl all6 szallitmany 5%-a selejtes, a nem selejtesek 6tode Il. osztalyu,
a tobbi I. osztalyd. Mennyi a valdszinlsége, hogy egy par cipdt kivalasztva az I. osztalyu lesz?

Megoldds:
Jeldlje S azt, hogy egy cip6 selejt; M, hogy masodosztalyu; E, hogy els6 osztalyd.
P(S) =0.05
P(M|S)=10.2
P(E|S) =P(M|S) =1—P(M|S)=0.8
P(E) = P(E|S)P(S) + P(E|S)P(S) = 0 + 0.8 x 095.
Itt a teljes valdszinlség tételét kellett kihasznalnunk.

3. Példa

Egy felmérés adatait négy rogzité munkatars viszi fol szamitégépre. Az elsé munkatars 310, a
masodik 230, a harmadik 250, a negyedik pedig 210 adatot rogzit 10 perc alatt. A négy f6 rendre 1, 3,
2 és 4% hibat vét. 10 perc elteltével ellenérizziik a megbizhatdsagukat, egy adatot véletlenszerlen
kivalasztunk. Mennyi annak a valdszin(isége, hogy

a) hibas

Jel6lje H hogy hibdsat hdzunk. Jeldlje M;,i = 1,2,3,4 hogy az i. munkatars vitte fol a kivalasztott
adatot.
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310
P(M,) = =0,31
(My) 310 + 230 + 250 + 210
P(M,) = 0,23
P(Ms) = 0,25
P(M,) = 0,21
P(H|M,) = 0,01

P(H|M,) = 0,03
P(H|Ms) = 0,02
P(H|M,) = 0,04

H alatt az M, M5, M3, M, események teljes eseményrendszert alkotnak, mivel egymast kizardéak (ha
egyet huzunk, az csak egyikliktél szarmazhat), valamint M; + M, + M3 + M, lefedi az 6sszes
lehetséges esetet (mashonnan a hiba nem szarmazhatott). Mivel H is ezen az eseménytéren
értelmezhetd, igy a teljes valdszinlség tételét alkalmazva

P(H) = P(HIM)P(M,) + P(H|M2)P(M2) + P(H|M3)P(M3) + P(H|M,)P(M,)
b) hibatlan
P(H) =1-P(H)
c) a4. kollégatdl van az adat, ha hibasat huztunk
P(My|H) =?

A megadott adatok kozott ilyen feldlldsban nincs informacidnk, csak H-ra vonatkozdan az egyes
munkatarsakhoz képest, tehat valahogy meg kellene forditani a kifejezés tagjait. Erre alkalmazhatjuk
a Bayes-tételt:

P(H|M,)P(M,)

P(M4IH) = =S

4. Példa
Egy multicég munkatarsainak nemek és diplomasok szerinti megoszlasat a kovetkez6 tablazatbdl
olvashatjuk ki. Vizsgaljuk meg, hogy fliggetlen-e a nem és az iskolai végzettség egymastol!

NG Férfi Osszesen
Diplomas 200 300 500

Nem diplomas 300 200 500
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Osszesen 500 500 1000

Megoldds:
Kétféleképp vizsgalhatjuk:

a) Akérdés tehdt az, hogy P(DN) = P(D)P(N) fonnall-e, ahol D az az esemény, hogy egy
véletlenil huzott ember diplomas, N pedig az, hogy egy véletlenil hizott ember né.

200
P(DN) = T500
P(D) = 0,5
P(N) = 0,5

0,2 # 0,5 x 0,5, tehat nem flggetlenek az események.
b) Akérdés az, hogy P(N|D) = P(N) fennill-e.

P(ND) 200 _ 500

P(N|D) = =
(NID) P(D) _ 500~ 1000

ZH és vizsga feladatok

5. Példa

Egy kosdarban 3 piros és 2 lila himes tojds van. Véletlenszerten kihdzunk egyet, majd a huzott szind
tojasbdl plusz egyet belerakunk, valamint a hizott tojast is visszatessziik. Ezt megismételjik 4-szer.
Ezt kbvetGen egyet hlizva mekkora valdszinliséggel kapunk piros tojast?

Megoldds:

Jel6ljék az A események, hogy valamilyen médon megtértént a 4 hizas, B pedig azt, hogy az 6todik
piros. Arra vagyunk kivancsiak, hogy B-nek mi a valészin(isége. B fligg a kilénb6z6 A eseményektél,
igy a B valdszinliségét az A-ra vonatkozo teljes valdszinlisége adja. Kellenek tehat el6szor az A
események. A 4 huzas lehetséges kimenetei:

Ay = pppp, A, = pplp, As = plpp, Ay = lppp, As = plip, A¢ = lplp, A; = llpp, Ag = lllp, Ag =
llll, AlO = llpl, All = lpll, A12 = plll, A13 = lppl, A14, = plpl, A15 = ppll,A16 = pppl

3
P(4,) =

6
8
5
P(Ay) = X3

5
7
2
7

0\|-{>- O‘\I-P

5
3
5~

P(A3) = = P(A1) = P(A4) = P(Alﬁ) = P(4;)

mlw
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X
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3 2 3 4
P(A5)=§XEX7X§=P(A6)=P(A7)=P(A13)=P(A14)=P(A15)

X=X

= P(Aw) = P(All) = P(AIZ)

o w
N
@] w

2

X

N A

5
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8

o w

2

Fent nem ugyanugy szamoljuk pl. P(A3)-at és P(A4,)-et; az egyenl@ség itt csak azt jeldli, hogy a
kiilonboz6 szorzatok eredménye épp ugyanaz (mivel szorzatok esetén szamlaldt a szamlaldval,
nevez6t a nevezdvel szorozzuk, igy a nevezékben mindig ugyanaz lesz, a szamlaldban pedig
ugyanazon szamok szorzata, csak a sorrendjiilk mas, de a szorzatuk ugyanaz marad).

Jelolje B az eseményt, hogy az 6todik huzas piros. Teljes valdszinliség tételébdl kdvetkezik:
16
P(B) = ) P(BI4) X P(4)
1

P(B|Ay) =

Ol Ol

P(B|Ay) =

6. Példa
Legyenek A és B események, melyekre P(AB) = %, P(A|B) = %, P(B|A) = % Mekkora a

valdszinlsége, hogy A és B koziil legaldbb az egyik bekovetkezik?
Megoldds:

A kérdés P(A + B) =2.

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB) = P(A) + P(B) — g

P(AB P(AB 5 10
P(A|B) = P((—B))-)P(B) - ﬁ =2P(4B) =2
P(AB 3 6
P(B|A) = %-)p(A) =3pP4B) ==
PA+B) =2 402
( )_10 20 5

7. Példa
Legyenek A, B és C teljesen fliggetlen események, P(4) = %,P(B) = %,P(C) = %. Mennyi
P(B + C|A)?

Megoldds:
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P(B+C|A)=P(B+C)=P(B)+P()—P([BC)=1-P(B)+P(C)—-P(B)P(C)

3+1 3 1
= — —— — X -
4 6 4 6

8. Példa

Egy betegség kimutatdsahoz sz(ir6vizsgdlatot végeznek. A vizsgalat a betegségeket az esetek 90%-
aban képes kimutatni. Ugyanakkor megesik, hogy tévesen betegnek diagnosztizal olyat is, aki
egészséges. Ennek valdszinlisége 3%. A betegség a lakossag 35%-at érinti. Egy lakosrdl a teszt
elvégzése sordn kideriil, hogy egészséges. Mennyi a valdszinlisége, hogy valéban az?

Megoldds:
B: paciens beteg
K: teszt kimutatja, hogy beteg
P(B|K) =?
B-rél K fliggvényében nincsen informdacidnk, csak a masik iranyba ismeriink valdszin(iségeket:
P(K|B) = 0,9, P(K|B) = 0,03, P(B) = 0,35
Tehdat meg kellene forditani a kérdésben a tagokat, amire Bayes tételét alkalmazzuk:

v - ")
P(B)=1-P(B) =0,65
K folirhaté a teljes valésziniség alapjan:
P(K) = P(K|B)P(B) + P(K|B)P(B)
P(K|B) =1— P(K|B)
P(K|B) =1—P(K|B)

9. Példa

Egy kirdly esélyt ad egy elitéltnek a megmenekilésre. Ehhez az elitéltnek bekotott szemmel harom
urnabdl kell egy-egy golydt hiznia, majd egy negyedik urnaba tenni azokat. A negyedik urnabdl ujbdl
kell hiznia —amennyiben ez fehér, megmenekiil. Mekkora a megmenekiilés valdszinlisége, ha az
urnakban az aldbbiak szerint vannak a golydk elosztva?

fehér piros fekete
1. urna 2 5 3
2. urna 5 2 3
3. urna 3 3 4
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Megoldds:

A negyedik urnabdl kihtzott golyo 3 helyrdl johetett, jel6lje U;, i = 1,2,3 rendre hogy az i. urnabdl
szarmazik a golyd, amit huzott. Jeldlje F hogy a 4. urnabdl fehéret huzott.

Ekkor a kérdés az, hogy P(F) =?

Mivel csak az egyik urnabdl szarmazhatott, igy U,, U,, U; teljes eseményrendszert alkot F alatt. igy
tehat

P(F) = P(F|U)P(Uy) + P(F|U3)P(U) + P(F|U3)P(Us)

Egyértelmd, hogy P(U;) = P(U,) = P(U3) = %

P(FIUL) = 575553702
P(Fle) =0,5
P(F|U3) =0,3

10. Példa
Legyenek A és B események, melyekre P(AB) = %, P(B) = %,P(BlA) = 2. Mi a valdszinlisége, hogy

A és B koziil pontosan az egyik kovetkezik be?
Megoldds:

Az, hogy pontosan egy kévetkezik be P((AB) + (AB)) = P(AB) + P(AB) — P(AABB) = P(AB) +
P(AB).

Szamoljuk ki P(A)-t, mivel erre elég valdszind, hogy sziikség lesz.

P(4B) _ 025 _ 3 _1
P(A) ~ PA) 4-)P(A) T3

P(B|A) =
Kellene valahogy P(AB) és P(AB). B-as tagot aranylag kénnyen tudunk keriteni, hiszen

P(B|A) =1—P(B|A) =%

P(AB) _ P(AB) _

P& 2

1 5 1

P(BlA) =

Kellene még egy A negaltas tag, azonban ehhez A-nak kellene a feltétel bal oldalan lennie — ezt
elérhetjik Bayes tételével:

__P(AIB)P(B) _ P(AIB)x; _3 _
P(BIA) ==~ = : 2=-PP(AIB) =05
P(4|B) =1-P(A|B) = 0,5
P(A|B) = P48 = PUB) _ 0,53 P(4B) = 0,25

PB 2
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Tehat

_ _ 1 1 4 1
P((AB) + (4B)) =5+t1=13=3
11. Példa
Az |. dobozban két piros és két fehér, a Il. dobozban két piros és egy fehér golyd van. Feldobnak két
kockat. Ha a dobds eredménye 3-mal oszthatd, akkor a Il. dobozbdl, kilonben az els6 dobozbdl
huznak ki két golyot visszatevés nélkil. Ha tudjuk, hogy mindkét kivett golyd piros, akkor melyik

dobozbdl huzasnak nagyobb a valdszinlisége?
Megoldds:
A; és A, jelentse rendre, hogy az elsé vagy a masodik dobozbdl huztunk.

Az els6 dobozbdl akkor hizunk, ha a két kockaval 3-mal oszthaté eredményt kapunk, azaz 6sszeglik
lehet 3, 6, 9 vagy 12.

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
12 1 —_ 12 24 2
P(A) = c=5P(A) =PA) =1—- ==
Jel6lje K hogy két pirosat huzunk.
%)
P(K|A)) = 23> ==
(2)
%)
P(K|Ay) =50 =2

A kérdés P(A4|K) és P(A;]K).
Hogy megforditsuk ket haszndljuk Bayes tételét:

P(K|A1)P (A1)

PULIK) = =50

Ehhez még kell P(K). K alatt A; és A, teljes eseményrendszert alkot, igy a teljes valdszinliség tétele
alkalmazhato:
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P() = P(KIAP(A) + P(KIAP(AY) = 5

P(A{|K) =0,5

P(K|A3)P(A3) _

P IK) = ——p o

0,5

12. Példa

Egy ladaban 10 darab kocka van, melyek kozil 9 szabdlyos, eggyel pedig csak hatost lehet dobni. Ha
véletlenszerden kivesziink egy kockat a [adabdl és 3-szor foldobva mindig 6-ost kapunk mekkora a
valészinlisége, hogy a hamis kockat vettik ki?

Megoldds:
Jel6lje S5 azt, hogy a dobott hatosok szama 3. Jel6lje A, hogy szabalyos kockat vesziink ki.

P(A)=0,9

P(S3]A) ==X =X

N -
N =

N~

P(S3l4) =1
A kérdés P(A|S3). A kifejezésben a tagokat fol kellene cserélni, igy Bayes tételét alkalmazzuk:

_ P(S3]A)P(A
p(dlsy) = ZEIDPE ;'(5)3)( )

_ _ 5
P(S3) = P(S3|A)P(A) + P(S5]A)P(A) = 18

P(A]S5) = 0,96

13. Példa
Harom kockdval dobunk. Legyen X a dobott 6sszeg, Y a dobott hatosok szama. Mennyi P(X < 3Y)?

Megoldds:

P(X <3Y) = P(X <3Y|Y = 0)P(Y = 0) + P(X < 3Y|Y = 1)P(Y = 1)
+P(X <3Y|Y = 2)P(Y = 2) + P(X < 3Y|Y = 3)P(Y = 3)

A kilénbozé P(Y =i),i = 0,1,2,3 értékeket ki tudnank szamolni, de f6l6sleges, mivel minden szorzat
bal tagja 0. P(X < 3Y|Y = 0) azt jelenti, hogy mi a valdszin(isége, hogy a dobott 6sszeg kisebb, mint
3*0—nyilvan ez nulla. P(X < 3Y|Y = 1) azt jelenti, hogy mi a valészinlisége hogy a dobott 6sszeg
kisebb mint 3, ha az egyik kockaval 6-ost dobtunk — nyilvan legaldbb 8-nak kéne igy az 6sszegnek
lennie, tehat megint csak 0 a valdszin(iség. Hasonldan érvelhetiink tovabb.

14. Példa
Valaki feldob egy kockat; ha az eredmény k, akkor k piros és 7-k fehér golyot betesz egy urndba. A
dobds eredményét elGttiink titokban tartja. Ezutan 10-szer huz visszatevéssel az urnabdl, a kihuzott
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golyd szinét pedig mindig megmondja. Ennek alapjan kell eltalalni azt, hogy a kockaval hanyast
dobott. Hogyan tippeljink? Mekkora esélylink van a taldlatra?

Megoldds:

Nyilvan arra kell tippelniink, aminek a legnagyobb a valészin(isége. A kockdval dobast jel6ljik A-val,
tehat a kérdés arg max; P(A = k), azaz keressik azt a k-t, amire P(A = k) a legnagyobb.

k értékkészlete k € [1,2,3,4,5,6].

Az urnaban mindig 7 golyd van, ebbdl hiz visszatevéssel, 10-szer. Jel6lje B a kihuzott pirosak szamat.
irjuk ol amit tudunk:

-0 =08 (-

P(A=k) =

10—i

1
6
Arra vagyunk kivancsiak, hogy arg max; P(A = k|B = i), azaz milyen k mellett a legvaldszin(ibb

megfigyelnlink B=i-t. Csak forditva ismeriink kapcsolatot koztiik, tehat Bayes tételét alkalmazva

P(B=ilA=k)P(A=k) %P(B =i |A=k)

P(B=1i) B P(B=1i)

P(A=k|B=1i) =
6 1 6
PB=i)= Y PB=ilA=k)P(A=k)== ) P(B=ilAd=k)

_re=iamn (B0 0D
S MG OICORIEMOIES)

2

10-i 10-i

P(A=k|B =1

10-i

Innen ki kellene szdmolni minden k-ra: ezek adndk a dontéslinkhdz sziikséges valdszinliségeket,
valamint ezek alapjan valaszthatnank k-t, ami ezt maximalizalja.

15. Példa
Feldobunk egy szabalyos kockat, majd egy érmét annyiszor ahanyat a kocka mutat.

a) Miavalészinlisége, hogy egyszer sem dobunk fejet?
b) Feltéve, hogy egyszer sem dobtunk fejet, mi a valdszinlisége, hogy a kockaval 6-ost dobtunk?

Megoldds:

a)

X: kockaval dobott szam
Y: dobott fejek szama

P(Y = 0) a kérdés.
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6
P(Y = 0) =Zp(y= 01X = ) P(X = i)
i=1

1

i

P(Y = 0|X = i) = (%)

21

Ezeket kiszdamolva és behelyettesitve végul azt kapjuk, hogy P(Y = 0) = o8

b)
Kérdés: P(X = 6|Y = 0)

P(Y =0|]X =6)P(X =6) 1
P = 6ly = 0) = J)(Y:?))( )25

16. Példa
Mennyi P(A|B), ha P(4A) = 0,6, P(B) = 0,5és P(A + B) = 0,8?

Megoldds:
P(A+B)=P(A) +P(B)—P(AB)=208=0,6+0,5—P(AB)2P(AB) =0,3

__P(AB) P(A)—P(4B) 06-03 3
P(AIB) = P(B)  P(B) - 05 5

17. Példa
Szamoljuk ki annak a valdszin(iségét, hogy két kockaval dobva mindkét érték paros, ha 6sszegik
legalabb 10!

Megoldds:

Legaldbb 10 az aldbbi mddon johet ki:

4+6, 545, 5+6, 6+4, 6+5, 6+6

Ebbdl 3 felel meg nekiink, tehat P = %. Fancybben folirva:

A: mindkét dobas paros

piA ~3x3 1
()_ 62 _4
B: az 6sszeg >= 10
P(B) = =
6

P(AB) = 33—6 (a dobasok eredménye vagy 4+6, 6+4, 6+6)
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P(AB) 1

P(AlB) = P(B) 2

18. Példa

Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek koziil 9 még hasznalatlan. Az elsé jatékhoz kivesziink
taldlomra harom labdat, majd a jaték utdn visszatessziik. A masodik jatékhoz ismét kivesziink 3
labdat. Mennyi a valészinlisége, hogy az utébb kivett labdak még hasznalatlanok?

Megoldds:

Vezesslk be az alabbi jel6léseket:

A;: az els6 jatékhoz i db. hasznalatlan labdat vettiink ki

B: a masodik jatékhoz 3 db. hasznalatlan labdat vettlink ki

A; események teljes eseményrendszert alkotnak, tehat

3
P(B) = ) P(BI4DP(4)
i=0

QIO

P(4) =

19. Példa
Az A és B események kozul valamelyik mindig bekévetkezik. Ha P(A|B) = 0,2 és P(B|A) = 0,5 akkor

mennyi P(A) és P(B)?

Megoldds:
P(A+B)=1
P(AB) P(AB)
P(AIB) = 55202 =35
P(AB) P(AB)
P(B|A) = ) 20,5 = )

P(A+B) =P(A) + P(B) — P(AB) = 1

Osszekapcsolva a 2. és 3. egyenletet a 4-kel:

1
6

2P(AB) + 5P(AB) — P(AB) = 12P(4B) =

Ezt visszakapcsolva beléjlik:
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PA) =% P(B) =2

20. Példa
Harom kockat foldobunk. Mekkora a valdszin(isége, hogy valamelyiken van 6-o0s, ha mindegyik
kockdn mas szam van?

Megoldds:
A: egyik kockan 6 van
B: mindharom kockan mas van

P(AB)
P(4)

P(A|B) =

A és B egyiitt azt jelenti, hogy az egyik kockan 1 féle érték lehet, a masikon 5 féle, a harmadikon 4
féle; a 6-os pedig 3 kiilonb6z6 kockan lehetett, igy

(i) X 5 X 4
P(AB) =L
6%5x4
P(B) ==
P(A|B) = 0,5

21.Példa
Feldobunk egy szabalyos érmét. Ha fej, egyszer, ha iras, kétszer dobunk egy szabdlyos kockaval.
Mennyi a valdszinlsége, hogy lesz hatos?

Megoldds:
A: fejet dobunk

B: van 6-0s

1

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)

1
P(Bl4) =¢

Ha irdst dobtunk, akkor kétszer dobunk a kockaval — akkor teljesil igy B, ha vagy csak az els6, vagy
csak a masodik, vagy mindkét dobds hatos: ez 6sszesen 1 X5+ 5 X 1+ 1 = 11 eset a 36-bdl, tehat

- 11
P(B|A) = 36
17

P(B) = =—=

72



