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Geometriai valoszinliség

Szik elméleti attekinto

Klasszikus valdszinlség:

jo esetek
0sszes eset

Geometriai valdszinliség:
- 1dimenziéban:

jo szakaszok
" teljes szakasz

- 2 dimenzidban:

j6 tertiletek
"~ Osszes terilet

- 2+ dimenzidban:

jo térfogatok
~ osszes térfogat

Feladatok

Bevezeto feladatok

1. Példa

Egy helikopter egy 20 000 km? teriilet(i erdés, sziklas hegyvidéken géphiba miatt kényszerleszallast
hajtott végre. Mekkora annak a valdszintsége, hogy a kutatégépek egy konkrét 5x10 km?-es
volgyben taldlnak ra?

Megoldds:

p 5x10
~ 20000

2. Példa
Egy raktarhoz 24 6ras idGtartamon beliil véletlen id6pontokban két kamion érkezik. Az elGbb érkezd
kamion rogtén megkezdi a rakodast. A rakodas az egyik kamionnal 1, a masiknal 2 érat vesz igénybe.
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Ha a masodik kamion akkor érkezik, amikor az els6ére még rakodnak, akkor varakoznia kell a rakodas
befejezéséig. Mekkora a valdszinlisége, hogy a két kamion koziil valamelyiknek varakoznia kell?

Megoldds:

Jel6lje x a 24 6ras id6tartam kezdetét6l az egy 6rds rakodasi idej kamion érkezéséig eltelt id6t, y
pedig a 24 6ras id6tartam kezdetétdl a két dras rakodasi idejli kamion érkezéséig eltelt id6t. Ekkor x
és y dbrazolhato egy koordindta rendszerben, ahol egy 24x24-es négyzetet adnak, ez lesz az
eseménytér. A két kamion érkezése tkp. egy (x,y) pontpar a koordinatarendszerben.

Két eset lehetséges azzal kapcsolatban, hogy melyik kamion érkezik el6bb:

a) hax<y, akkory kamion akkor varakozik, hay<x+1=» y<x+1, azazazy = x + 1 egyenestd|
lefelé esé térrész teriilete reprezentalja

b) ha x>y, akkor x kamion akkor vérakozik, hax <y +2 =y >x-2,azazazy = x— 2 egyenestd|
folfelé esd térrész teriilete reprezentdlja

A fenti két térrész metszete reprezentalja azt, hogy valamelyik kamion varakozik. Abran szemléltetve:

(24-2)?

- .. .. 24-1)?
Az alsé haromszog teriilete ¢ )

, a felsGé pedig . Ezek Gsszegét kivonva az egységnégyzet

242 terlletébdl megkapjuk a keresett teriiletet, azaz a valdsziniiség

222 232
2 _ (e, 22
247 - (- + 4)

pP=
242

ZH és vizsga feladatok

3. Példa
Egy 20 cm oldalhosszlsagu négyzetracsos haldzatra leejtiink 10 db. 2 cm atmérgjl pénzérmét.
Mennyi a valdszinlsége, hogy legalabb 5 darab valamelyik négyzet csucsat fogja lefedni?
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Megoldds:

Az egyes pénzérmék elejtése egymastdl fliggetlen, igy azt kell meghatarozni, mi annak a
valdszinlsége, hogy egy pénzérme egy négyzet valamelyik csucsat lefedi. Ahhoz, hogy az érme egy
csucsot lefedhessen a kozéppontja a csucstdl legfoljebb 1 cm tavolsagra keriilhet. Az aldbbi abran
pirossal van feltlintetve ez a terdlet.

lcm

vy 12X , . ,
Ez a teriilet 0 Mivel azonban négy sarka van a négyzetnek, igy ezt 4-gyel megszorozva i lesz a

megfelel6 teriilet. A valdszin(isége annak, hogy egy érme egy négyzet valamelyik cstcsat fedje egy
Vs

négyzetnek p = 707"

Jel6lje X;, hogy hany érme fed csucsot. Annak a valdszinlsége, hogy legalabb 5 darab érme fed
csucsot tehat

P =P(Xi2%X;) = 212 P(X,) az események fiiggetlensége miatt.
Annak a valészintsége, hogy i db érme esett csticsra, 10 — i pedig nem esett a csticsra p X
(1 —p)*°=¢, valamint 10 érmébdl i (11'0) modon valaszthato ki, igy tehat
10\ _; -
PO = ; )pi(1—py1o-i

(Most még nem ismerjiik a binomialis eloszlast, de ez gyakorlatilag azzal megadhatd, arra lehet
hivatkozni p kiszamitasa utan).

4. Példa
Véletlenszer(en kivalasztunk egymastdl fliggetlenl két szamot a [0,1] intervallumbdl. Jel6lje 6ket X

, 1\ , 2 2 1
és. MekkoraP(lX—Yl <E) esP(X +Y <E)?
Megoldds:

a) tfh.X>Y, ekkor [X — Y| < %akkor all fonn, haX — Y < %-)Y > X —%
tfh. X < Y, ekkor [X — Y| < S akkor 4ll fonn, ha X — Y > =Y < 2 + X

AvaldszinlségazY = X + 3 alattiésY =X — > folotti teriilet metszetével reprezentdlhato, l1asd az

abran sarga terilettel jeldlve:
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Y=X+0,5

Y=X-0,5

2 2 ’ ’

P(lX 1/|<1)—0’75
2) 12

b) Vegyiik észre, hogy X? + Y? < %a (0,0) kézéppontu, /0,5 sugart kor belseje; abrazolva, a

teriiletet sargaval jelolve:

Ebbdl a teriilet konnyen kiszamithato:

2
05 Xm
B 4
Tehat:

T
P(X*+Y2<05) =5 =T

5. Példa
Tekintsiik a [0,10] intervallumot, melyet 3 részre osztunk: [0,3], [3,5] és [5,10]. Ha egymastdl
flggetlenil véletlenszer(ien kivalasztunk 3 pontot, mekkora valdszinlséggel esik mindharom pont

kulonboz6é részbe?
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Megoldds:

Jel6lje p1, p2, p3 rendre az egyes intervallumokbol valo valasztas valoszinliségét. Ekkor p; = 0,3,p, =
3!
1Ix11x1!
bekovetkezésének a valdszinlisége pedig p; X p, X p3, igy a végleges megoldas

0,2,p; = 0,5. Harom pont permutdacidéban fordulhat el, egy-egy permutacid

3!1x0,3%x0,2x0,5
(Egyébként ez polinomidlis eloszlassal ugyanigy félirhaté.)

6. Példa

Egy 10x10-es négyzetracsos padldzatra véletlenil leejtlink 5db 3-as atmér6jl pénzérmét, amik
szétgurulnak, majd megdéllnak. Mennyi a valdszin(isége, hogy legalabb 3 kozullk teljesen valamelyik
négyzetracs belsejében landol?

Megoldds:

Egy pénzérme kozéppontja a 10x10-es négyzetracs széleitdl egy sugarnyira, azaz 1,5 tdvolsagra kell

legalabb legyen. Ez azt jelenti, hogy egy 7x7-es négyzeten beliilre kell esnie, aminek a valdszinlisége

2
17—02 = 0,49. A 3. Példanal le lett vezetve, hogy a binomidlis eloszlas ismerete hijan hogyan lehet

innentél szamolni.

P 23) = ) (3)049(1 - 0,49)5

i

e

=3

7. Példat
A [-1,1]x[-1,1] négyzeten egymds utan sorsolunk ki 20 pontot. Jeldlje X azoknak a pontoknak a

2 2
szamat, amik az (x + %) + (y - %) = % kor belsejébe esnek. Mekkora a valdszinlsége, hogy

kevesebb, mint 17 pont esik a kérbe?
Megoldds:

Az egyenlet a (-0,5, 0,5) kdzéppontu, 0,5 sugaru kor egyenlete. Az egységnégyzetben az egyenlet altal
kijelolt terilet az abran sargaval jelolt:

(1,1) (0,1) 1.)
(-1,0 (1,0)
(1) 0,1) (1,1)

1 ZH feladat nyoman, médositva.
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EbbSl kdnnyen latszik, hogy T = 0,52 X m, tehat annak a valdsziniisége, hogy egy pontot a korbél

. T
valasztunk p = YE

20

A kérdés, hogy P(X <17) =1 —P(X > 17) =1 — QU@

) pi(l _ p)ZO—i_

8. Példa
A [0,1] intervallumon kivalasztunk két szamot. Mennyi a valdszinlisége, hogy az egyik szam tobb mint
négyszerese a masiknak?

Megoldds:

Ha X <Y, akkorY > 4X j6 térrész, azazaz Y = 4X egyenes folotti terilet.

Ha X>Y, akkorazY < iX ajotérrész, azazazY = %X alatti terilet.

0,25 ~_
™ Y =4X
1
Y=_X
0,25x1 , 0,25x 1
p——Z 7 g
- - —0,

9. Példa

Az egységnégyzeten egymastadl figgetlendl kivalasztunk 8 pontot. Ezek koziil kivalasztjuk azt, amelyik
legkozelebb esik az origéhoz. Mennyi annak a valdszin(isége, hogy ez a legrovidebb tavolsag 0,5-nél
kisebb?

Megoldds:

Annak a valdszinlisége, hogy egy pont legfoljebb 0,5 tavolsagra essen az origdtdl p = %. Annak a

valdszinlsége, hogy egy pont sem esik tavolsagon beliilre (1 — p)8. Ennek az ellentett eseménye,
hogy lesz legalabb egy olyan pont, amelyik beliilre esik, tehat a 8 koziil a legkisebb tavolsagu beldl
kell legyen: P =1 — (1 — p)8.

10. Példa
A (0,2) és (0,3) szakaszokon valasztunk taldlomra 1-1 pontot, legyenek ezek x és y. Mennyi a
valdszinlsége, hogy az x, y és 1 hosszUsagu szakaszokbdl szerkesztheté haromszog?

Megoldds:

Akkor szerkeszthet6 haromszog, ha mindhdrom oldaldnal hosszabb a masik kett6 6sszege, azaz ha
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-x+y>12y>1—xdy =1— x folotti terulet
-x +1 > y=>y = x + 1 egyenes alatti terilet
-y+1>x=22y>x— 12y = x — 1 egyenes feletti terllet

A lenti dbrardl leolvashatjuk, hogy a keresett teriilet:

2x2 1x1 1x1
T=3><2—( )=

2+2+2

Tehat a keresett valdszinliség:




