Zlatniczki Addm
adam.zlatniczki@cs.bme.hu

Eseményalgebra és kombinatorika
feladatok, megoldasok

Szik elméleti attekinto

Kombinatorika quick-guide:
- n db. elembdl n db. sorrendjeire vagyunk kivancsiak: permutécio

- n db. elembdl m < n db. hanyféleképp rakhaté sorba, ha a sorrend szamit: variacio

- n db. elembdl m < n db. hanyféleképp valaszthato ki, ha a sorrend nem szamit: kombinacié

Permutacio
Ismétlés nélkili:

n!
Ismétléses:

n!

! X kot k!

Variacio
Ismétlés nélkuli:

n!

(n—m)!

Ismétléses:

nm

Kombinacio
Ismétlés nélkuli:

Ismétléses:
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Eseményalgebra
- Poincare-tétel

n n
P (Z Ai> = Z(—1)n+1 Z P4, 4, .. 4;)
i=1 i=1 1< jiSjpsjisn
- Boole-egyenlGtlenség:

a) P(Xi=1 A) < Y-, P(4)

b) P(IT71 4) = 1 - XL, P(4)

- figgetlen események esetén P(AB) = P(A)P(B)

- egymast kizaro események esetén P(AB) = 0

Feladatok

Bevezeto feladatok

1. Példa

Egy addhivatal egy munkatarsa egy napon daltaldban harom vallalkozé adébevallasat tudja ellenérizni.
Jelentse A4;,i € {1,2,3} azt az eseményt, hogy az i-edik bevallast hibatlannak talalja. Fogalmazzuk meg
szavakkal, hogy mit jelentenek az alabbi események:

a) AiUA,UA4;3

Bool algebrai jeloléssel ez A + A, + A3, azaz Ay VAGY A, VAGY As, ha ez valakinek segit. Tehat
legalabb egy addbevallast hibatlannak talal.

b) (4, UA43)NA;

Atirva ez (4, VAGY A3) ES A, azaz a 2. és 3. bevallas koziil legalabb az egyiket hibatlannak taldlja,
de az els6t hibasnak.

c) A UAzN43\A,
Atirva A UZ; UZs \A1 = (A1 N 4, N A3)\A
Mivel X\Y = X NY tovabb irhatjuk:
AiNA,NA3NA; = A; N A, N A;, azaz az 1. bevallast hibasnak, a masik kettét helyesnek talalta.

2. Példa
Az el6z6 feladatbdl kiindulva most a szavakkal megfogalmazott kifejezéseket irjuk fol az
eseményalgebra segitségével!
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a) Legfeljebb egy bevallds hibas.

Az, hogy legfeljebb egy bevallds lehet hibas azt jelenti, hogy vagy mindegyik helyes, vagy a harom
kozil csak az egyik.

Mindharom bevallas hibatlan: A; N A, N As.
Csak az egyik bevallas hibas: (A; N Az NA3) U(A; NA; NA3) U(A; NA; NA3).
Osszekapcsolva: (A; NA; NA3) U((A; NA; NA3) UA NA; NA3) UAL NA, NAR))
b) Legalabb egy bevallds hibas.
Az, hogy legaldbb egy bevallas hibas azt jelenti, hogy nem taldlja mindegyiket hibatlannak:
A NA; NA;.
c) Legalabb két bevallas hibas.
Ez azt jelenti, hogy vagy 2, vagy 3 bevallas hibas.
3 bevallas hibas: A; N A, NA;.
2 bevallas hibas: (A; N A; N A3) UA; NA; NA3) U(A; NA; NAY).
Osszekapesolva: (A; NA; NAz) UG, NA; NA3) UG; NA; NAZ) UA NA; NAS).

3. Példa
Egy titkarné elfelejtette felirni a cég egyik partnerének telefonszamat. Csak a szdmjegyekre
emlékszik, ezek: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, és arra, hogy minden szamjegy egyszer fordult eld.

a) Hanyféle telefonszamot tud felirni ebbél?

Mivel minden szam egyszer fordult elg, igy ismétlés nélkiili permutaciérdl van szd. Az els6 szamjegy
lehet 7 féle, a masodik mar csak 6, a harmadik 5, stb.

7X6X5%Xx4x3x%x2x1=7=5040
b) Hanyféle telefonszamot tud felirni, ha arra emlékszik, hogy 3-mal kezd6dott?

Minden szam egyszer fordulhat el8, raadasul az elsé csak 3 lehet. igy az elsé szamjegy lehet 1 féle, a
masodik 6 féle, a harmadik 5 féle, stb.

I1X6X5%X4x3%x2XxX1=1x6!=720
¢) Hanyat tud felirni akkor, ha az utolsd helyen 2, 4, 6 vagy 8 allhat?

Ha az utolsé helyen csak pl. 2 lehet, akkor az utolsé szdmjegy 1 féle lehet. Az els6 szamjegy igy lehet 6
féle, a masodik 5 féle, sth. Ez 6sszesen 6! = 720 lehetGség. Ugyanez irhaté fol, ha az utolsé szamjegy
4, 6, vagy 8. gy tehdt a lehetséges szamok mennyisége dsszesen

4 x 6! = 2880
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d) Hanyféle szdmot tud felirni, ha arra emlékszik, hogy paros és paratlan szamok felvaltva
kovették egymast?

Mivel pdros szambdl van 4, pdratlanbdl pedig csak 3, igy paros szammal kell kezdeni. Az elsé
szamjegy lehet 4 féle a parosak koziil, a masodik pedig 3 féle a paratlanok koziil. A harmadik
szamjegy 3 féle lehet a parosak kozil, a negyedik 2 féle a paratlanok koziil, stb.

4X3IX3IX2X2Xx1Xx1=144

4. Példa
Tegylik fol, hogy a titkarnd az alabbi szamokra emlékszik: 1, 1, 2, 3, 3, 4, 5.

a) Hanyféle telefonszamot tud igy folirni?

Tovabbra is a lehetséges permutacidk szama a kérdés, azonban most ismétlédé elemek vannak, igy
ismétléses permutacio képletét haszndljuk.

n! 7!
k! xk,! 2!x 2!

= 1260

b) Hanyféle szamot tud folirni, ha 3-assal kell kezdédnie?

Mivel az elsé jegy kotott, igy csak a maradék 6 jegy permutacidi érdekesek. A maradék 6-bdl 2-szer
szerepel 1-es, igy az ismétléses permutacio képletét alkalmazva

1X§=360

c) Hanyféle telefonszamot tud folirni, ha arra emlékszik, hogy az utolsé szam paros?

Az utolsd szam akkor paros, ha az vagy 2, vagy 4. Ha feltesszlik, hogy 2 az utolsd, akkor az el6z6
feladathoz hasonldan az elsé 6 jegy permutacioi kérdésesek. Ekkor mind 1-esbél, mind 3-asbél két
darab van, igy ismétléses permutaciot hasznalva

6!

2! x 2!

x 1 =180.

Ha az utolsé szam 4-es lenne, akkor ugyanigy érvelink. A végeredmény tehat

6!

21 x 2!

2 X X1 =360

5. Példa
Egy urnaban 6 golyd van, sorraaz 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokkal ellatva. Egymas utan kihtdzunk 4 golyét
anélkil, hogy azokat visszatennénk az urnaba.

a) Hanyféle sorrendben lehet a 4 golyét kihdzni?

6 elembdl 4-et valasztunk ki Ugy, hogy azok sorrendje szamit (mivel meg tudjuk kiildnboztetni az
egyes golydkat), tehat ismétlés nélkili variaciérdl beszélink.
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6!

6= _'4)! = 360

A kordbbi logika is alkalmazhaté: az els6 huzas lehet 6 féle, a masodik 5, a harmadik 4, a negyedik
pedig 3.
b) Hany olyan eset lehetséges, amikor az els6 huzas 1-es?

Az els6 hazas igy csak egyféle lehet, tehat a fennmaradd 5 szambdl vagyunk kivancsiak 3 huzas
lehetséges sorrendjére, ahol a sorrend szamit, valamint minden szam csak egyszer szerepelhet
(hiszen visszatevés nélkil végezzik a kisérletet):

5!

1X—=
X(5—3)! 60

c) Hany olyan eset lehetséges, amikor az utolsé szam pdratlan?

Az utolsd szam lehet 1, 3 vagy 5. Tegylik fol, hogy az utolsé szam 1. Ekkor az utolsé szam 1 féle lehet,
a maradék 3 huzds pedig a maradék 5 golyd kozul keril ki, valamint csak egyszer szerepelhetnek, azaz

5!

———Xx1=060.
(5 -3)!
A 3 vagy 5 végl szamsorok esetén ugyanez a helyzet, tehat 6sszesen

5!
3X——=X%x1=180
(5-3)!

6. Példa
Hany rendszamtdbla készithet6 25 betl és 10 szamjegy felhasznaldsaval, ha 3 bet(ibél és 3 szambdl
allhat, de csupa 0 szamjegy nem szerepelhet?

Megoldds:

Betiik: 3 < 25 betd( kell; megkilonbéztethetdk, sorrend szamit; de tébbszor is szerepelhet
=>»ismétléses variacio

253 = 15625

Szamok: 3 < 25 szam kell; megkiilonboztethet6k, sorrend szamit; tobbszor is szerepelhet egy
szam=>ismétléses variacid

103 = 1000
A csupa 0 szamsor tilos, igy 999 lehetséges variacidban fogadjuk el a szamokat.

A megoldas tehat: 253 x (103 — 1)
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7. Példa
Egy lizem a felvételre jelentkezd 7 férfi és 8 n6 kozil 5 férfit és 5 n6t szeretne alkalmazni.
Hanyféleképp teheti ezt meg?

Megoldds:

Férfiak: 5 < 7 kivalasztasa; nem megkilonboztethetdk, sorrend nem szamit; egy adott férfi csak
egyszer lehet kivélasztva =»ismétlés nélkili kombinacio

(-2

NGk: ugyanaz,

Osszesen: 21 X 56 = 1176

8. Példa
Egy boltban 16-féle tablas csoki van. Hanyféleképp vasarolhatunk ajandékba 5 csokit, ha barmelyik
fajtabdl akdr tobbet is valaszthatunk?

Megoldds:

5 < 16 kivalasztasa; nem megkilonboztethetSk, sorrend nem szamit; az egyes elemek akar
ismétlédhetnek =»ismétléses kombinacid

(15+5—1

: ) — 15504

ZH és vizsga feladatok

1. Példa
A 32 lapos magyar kartyacsomaghbdl huzunk 5 kdrtyat. Mi a valdszinlibb? 5 azonos szin(t huzni, vagy
hogy az 5 lap koz6tt 4 azonos figurdju?

Megoldds:

5 azonos szin(it hdzni:

Hazhatunk csak pirosat, zoldet, makkot vagy tokot. Tfh pirosakat hizunk csak, azaz a 8 pirosbdl 5-6t

kihtzunk. 5 < 8 hlzas, sorrend nem szamit: kombinacio, (g) Mivel ez 4 szinbdl torténhet, igy

4 x (g) = 224.

5 lap koziil 4 azonos figuraju:
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8 fajta figura van. Tfh 5 kartydbdl 4 sz, azaz a maradék egy szabad kartya 32 — 4 = 28 féle lehet.
Mivel 8 figura van, igy 0sszesen 8 X 28 = 224 lehetséges mdd van. A két esemény tehat ugyanolyan
valdszind.

2. Példa

Egy urnaban 6 piros és 5 kék golyé van. KihGzunk kett6t, visszatessziik, megkeverjiik, majd ujra
huzunk kett6t. Mekkora a valdszinlisége, hogy pontosan az egyik alkalommal volt kék golyd a
kihuzottak kozt?

Megoldds:
Pontosan egyik alkalommal Ugy huzhatunk kéket, ha vagy az elsG, vagy a masodik huzasban volt kék.

Tfh. az els6 huzasban van kék. Annak a valdszinlsége, hogy van kék egyenl6 azzal, hogy nem csak

6

piros van. Annak a valdszin(isége, hogy csak piros van % Tehat annak a valdszinlsége, hogy nem

(3)
. (5) e . . .
csak pirosvan 1 — m Ha az els6 huzasban nem csak piros volt, akkor a masodikban csak piros
2
lehet, ennek a valdszinliségét mar tudjuk. Azaz annak a valdszinlisége, hogy el6sz6r nem csak pirosat,
6 6

. . , )Y, G)

majd csak pirosat hdzunk | 1 — =55 | X =5~

) (%)

Ha csak a masodik huzasban van kék, az az el6z6 eredmény, csak forditva szerepelnek a szorzat
tagjai, igy tehat elég végeredmény ezek 6sszegébdl:

6 6
(11) (11)

2 2
3. Példa
Egy dobozban 3 piros és 4 fehér golyd van. Egyszerre kivesziink 4-et. Tekintsik az aldbbi
eseményeket:
A: paros szamu piros golyd van.
B: tobb a piros, mint a fehér.
C: van fehér.

Szamitsa ki a P((/T + B)C) valdszin(séget!

Megoldds:
P(C)=1, mivel ha az 6sszes pirosat ki is huzzuk, akkor is hizunk fehéret.
P((A+B)C)=P(A+B)

Poincaré tételt hasznalva P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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Az A esemény ellentettje, hogy pdratlan szdmu piros golyd van a mintdban, azaz vagy 1, vagy 3. AB
esemény egyetlen esetben fordulhat elS, ha 3 piros és 1 fehéret hizunk. Ez viszont azt jelenti, hogy
B € A, tehat P(AB) = P(B).

igy azt kapjuk eredményiil, hogy
P((A+B)C) = P(A)

4. Példa

Andrds, Béla és Csaba sorsot hiznak. Névsor szerint haladva visszatevés nélkiil hiznak egy-egy golyét
egy dobozbdl, amiben eredetileg 7 fehér és 1 fekete van. Ha az els6 kérben nem huzzdk ki a feketét,
akkor visszatevés nélkdl folytatjak. Az veszit, aki kihlzza a feketét. Kinek mekkora erre az esélye?

Megoldds:

Jelolje A, B és C hogy Andras, Béla vagy Csaba veszit. Legkésébb a harmadik korben mindenképp
eldél, ki veszit.

Andras veszit, ha az elsG, a masodik, vagy a harmadik kdrben kihlzza a feketét. Ennek a valdszinlsége

P(A)—1+7X6X5X1+7X6X5><4X3><2X1—3
8 87765 8776547372 8
7 1.7 6 5 4 1 7 6 5 4 3 2 1 1 3
P(B):§X7+§X7XEXEXZ+§X7XEX§XZX§XEXE:§
2
P(C)=1—P(4)~ P(B) =

5. Példa
Bizonyitsa be, hogy minden A, B, C esemény esetén P(AB) + P(AC) < P(A) + P(BC)!

Megoldds:

P(AB) = P(ABC) + P(ABC)

P(AC) = P(ABC) + P(ABC)
baloldal: P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC)

P(BC) = P(ABC) + P(ABC)

P(A) = P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC)

jobboldal: P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC)
Egyben:

P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC)
< P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC)

P(ABC) + P(ABC) < P(ABC) + P(ABC) + P(ABC) + P(ABC)

0 < P(ABC) + P(ABC)
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6. Példa
Andrds és Béla két kockaval dob. Andras 6sszeadja, Béla 6sszeszorozza a kapott értékeket. Mennyi a
valdszinlisége, hogy Andrds kap nagyobb szamot?

Megoldds:
Andras:

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
Béla:

1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 8 10 12
3 3 6 9 12 15 18
4 4 8 12 16 20 24
5 5 10 15 20 25 30
6 6 12 18 24 30 36

Kiolvashatd, hogy 36 esetbdl 11 kedvez Andrasnak.

7. Példa
Legyenek A és B fuggetlen események, C pedig mindkett&jiket kizaré esemény. P(4) = %, P(B) =
= P(C) = 3. Mennyi P(4 + B + C)?
Megoldds:
P(A+B+C)=P() +P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)
Mivel A és B fiiggetlen, igy P(AB) = P(A) x P(B).

Mivel C kizarja A-t és B-t, igy P(BC) = P(ABC) = 0, valamint P(AC) = P(C) (hiszen A-nak és C-nek
nincs kdz6s metszete, tehat C € A, igy egy halmaz és annak egy részhalmazanak metszete maga a
részhalmaz).

P(A+B+C)=P(A) +P(B)+P(C)—PA)xP(B)—P()—0+0

= P(A) + P(B) — P(A) x P(B) = %

8. Példa
Bizonyitsa be, hogyha P(4) = 0,1 és P(B) = 0,2, akkor P(4B) > 0,1!
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Megoldds:
El kellene érni, hogy > reldcié keriiljon az egyenletlinkbe. Ezt a Boole-egyenl6tlenség b) alakjabdl

P(AB)=1—-(P(A)+P(B)=1-01-08=0,1



