Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

1. ZH javitkulcs (2025.04.02. 18-20, Q-I)

Az utmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tdjékoztatd jelleggel lettek megallapitva az ér-
tékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam eldtt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a
megoldédshoz vezet6 gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl.
Ha ez ut6bbi kideriil, 4m a kérdéses 4llitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszdm
legaldbb részben jar.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért
pedig az utmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Sza-

moléasi hib4ért dltaldban 1 pontot vonunk le.

1. Tekintsiik a jobbra lathaté egyenltlenségrendszert, és az 6ran tanult x+2y—3z< -4
Fourier—Motzkin-eliminéci6 segitségével dontsiik el, hogy megoldhat6- X—y+6z>2

e. Ha igen, adjunk meg egy megoldast, ha nem, akkor adjunk erre bizo- x+3y<10
nyitékot a Farkas-lemma alkalmazdsdval. (11 pont) y—2:>—1

Megoldds: Eldszor is hozzuk sztenderd alakra (minden > egyenl6tlenséget < alakura frunk 4t negativ szor-
z0 segitségével): (1 pont)

x+2y—3z< -4

—x+y—6z< -2

x+3y <10
—y+2z<1

Py

A kovetkezbekben a kibdvitett egyiitthatomatrixszal dolgozunk tgy, ahogy az 6ran tanultuk: sorra eliminél-
juk a véltozokat ugy, hogy az adott valtozét nemnulla egyiitthatoval tartalmazé sorokat alkalmas nemnegativ
szammal szorozva elérjiik, hogy az elimindland6 valtozé egyiitthatdja -1 legyen, majd az 6sszes, az adott
valtoz6t +1 egyiitthatoval tartalmazo sort Osszeadjuk az Osszes, az adott valtozot —1 egyiitthatdval tartal-
maz0 sorral, és az eredményiil kapott sorokat, valamint az adott valtoz6t O egyiitthatoval tartalmazd sorokat
irjuk az 4j matrixba. Ezt az eljarast folytatjuk, mig az 0sszes véltozot elimindltuk, vagy tilos sort kapunk
(minden egyiitthat6 0, de a jobboldal negativ). A mintamegolddsban az x, y, z sorrendben eliminéljuk a vél-

tozokat. (4 pont)
1 2 3|4 1 2 3|4 0 3 -9]_6 0 3.2
-1 1 —-6]-2 1 3 010 3
0 4 —-6| 8 0 1 —5| 2
1 3 0/ 10 -1 1 —-6|-2 0 -1 2| 1 0 % :
0 -1 2| 1 0 -1 2| 1 a
00 —1]|-1 00 1| 6
(00 ] 3) <00—1—1)(0005)
Mivel nem kaptunk tilos sort, a tanultak szerint az egyenl&tlenségrendszer megoldhaté. (1 pont)

(A kozépso (4 pont) arra jar, ha valaki az eljards 1é€péseit ismeri €s sikerrel alkalmazni is tudja. Az el6b-
bi kideriilhet szovegszeri megfogalmazasbdl, de annak hijan az elvégzett 1€pésekbdl is; utébbi a 1épések
kivitelezésébdl lathatd. Aki felidézi ugyan a vonatkozé elméletet, de egyéltalain nem demonstrdlja, hogy
alkalmazni is képes azt a feladatra, az (0 pont)-ot kap.)

A tanultak alapjan ugy kaphatunk egy megoldast, ha a valtozok eliminélési sorrendjét megforditva az adott
véaltozénak az elimindldsidt megel6z6 utolsé dllapotnak megfelelden véalasztunk megengedett értéket, majd
ezt rogzitve haladunk tovabb a kovetkezd valtozora.

A hatodik matrix alapjan a feltételeink z < 6 és —z < —1, tehat 1 < z < 6, vdlasszuk mondjuk a z = 1 értéket.
A negyedik métrix alapjan az y-t tartalmaz6 sorok (behelyettesitve z = 1-et) y—3z=y—3 < —2,azazy < I;



y— %z:y—% <2,azazy < . valamint —y+2z=—-y+2<1,azaz y > 1. Ezeket 0sszevetve 1 <y < 1,

vdlasszuk tehdt az y = 1 értéket. Az x-re a mdsodik matrixbol kapott feltételek (mar behelyettesitve y =z = 1-
et): x < —3,x <7és x> —3, 0sszegezve —3 < x < —3; az x = —3 vélasztas tehat megfeleld. Osszegezve:
x=-3,y=1, z=1 példaul megoldja a rendszert. (5 pont)

2. Az oldalt 1athaté matrix az {A|,A;,A3,A4} és {B1,By,B3,B4} csticsosz- ’ H
talyokkal rendelkezd, élstlyozott, teljes paros graf élsilyait tartalmazza: az

A;B; €l sulya az A; index sor és a B; index( oszlop metszetében 4116 szam. A | 61417130
. . . . . Ay 5135|310

A sorok és oszlopok utolsé elemei a megfelel6 csticshoz rendelt stlyok.

a) Mi az a legkisebb 0 > 0 szam, melyet az A, A,, A3, A4 csicsok mind- As || 716|815 |2

egyikének stlydhoz hozzdadva (és a By, B, B3, B4 cstcsok sulyait val- Agl| 5 [ 416 4]0

tozatlanul hagyva) a médositott csicssulyok sulyozott lefogast alkotnak? ’ H 5 \ 3 \ 6 \ 3 H

(Akdr 6 = 0 is lehet.) Indokoljuk is meg, hogy a megadott § szdm valéban

megfeleld, de anndl kisebb szam nem. (4 pont)

b) Az el6z6 kérdésben a mddositas utdn kapott sulyozott lefogds vajon minimdlis Osszsilyi-e? Ha igen,
indokoljuk meg, miért az. Ha nem az, adjunk egy minimadlis 0sszsulyu silyozott lefogast (és indokoljuk is
meg a minimalitasat). (8 pont)
(Ha a feladat egyes részleteihez esetleg nincs otletiink és elakadnank, akkor nem arthat egy alkalmas mdéd-
szerrel meghatdrozni a paros grafunk egy minimadlis 6sszsulyu sulyozott lefogdsat.)

Megoldds: a) A megadott csucssulyok nem alkotnak sulyozott lefogast, mivel példaul az A;B; él sulya 6,
végpontjainak sulydsszege viszont csak 5+ 0 =5, sulyozott lefogds esetén viszont minden €l silya legfel-
jebb annyi lehet, mint a végpontjai silyainak 6sszege. (1 pont)
Ebbdl latszik az is, hogy & > 1 sziikséges. A 0 = 1 valasztds viszont megfelels: a matrix minden eleme leg-
feljebb akkora lesz, mint a hozza tartozé sor és oszlop stlyainak 9sszege. Tehat 0 = 1 a legkisebb megfelels
vélasztds. A kapott stlyozott lefogas lathat6 alabb, balra (pontos élek vastagitva; ez késébb jon jol).(3 pont)

[ Bi B[ BB ] [ BB B[ B
Al 6 | 4|7 3|1 Al 6 1 4|7 3]|1
A S ]13]5]3]1 A S]315]13]|0
A3 | 716 | 8|5 |3 Az | 716 | 8|53
Ay | S| 4|64 |1 Ay | 5146 4|1
[5]3]6]3] | s T3lefs]
b) A kapott sulyozott lefogasnal a masodik sorban nincs pontos €l. (2 pont)
Ez alapjdn a mdsodik sor sulyat csokkenthetjiik eggyel, és még mindig silyozott lefogést kapunk (jobb oldali
tdblazat); az eredeti tehat nem volt minimalis 6sszsulyd. (2 pont)

A csokkentett viszont az: a pontos éleket vizsgdlva konnyen adédik, hogy az A B3, AyB1, A3B), A4By teljes
pdrositds csupa pontos éIbdl 4ll, tehat a tanultak szerint maximalis stlyd, és a stilyozott lefogdsunk minimalis
sulyu. (4 pont)
Mds megoldds: Az is jarhat6 (€s maximalis pontszdmot €rd) ut, ha valaki az Egervéry-algoritmust kdvetve
prezentdlja a megadott paros graf egy minimadlis 0sszsulyu sulyozott lefogdsat (és egyuittal egy ugyanekkora
sulydu teljes parositdsat), kiszamitja annak 0sszsulyét (22 lesz), 0sszeveti az a) részben adott silyozott lefogas

Osszsulyaval, és megallapitja, hogy az el6bbi bizony kisebb, tehat az utébbi nem minimaélis. (8 pont)
Részletek:

L BB [Bs B | [ BB |B|B] _ [Bi[B:|Bs | B

Ar| 64| 7]3]0 AL | 6 4 7 3 0 A || 6 | 4 310

Al S5S|3]5]3]0 A | 5 3 5 3 0 A S|315]3]|0
A6 | 85[0 [A|T] 6] 8|5 [0+ [A;][T]|]6]|8]5]1
Ay | S|4 16 4|0 Ay || S 4 6 4 0 Ay 5] 4] 6 4]0

o7 lels s [ [rrfer]s1]s1] el s[7]4]



. [ Bi[B5[B;|B4] . [ Bi|Bo|Bs[Ba| | [ Bi[B[Bs|By]
A7l 6] 4 3T0+1 [A; ] 6] 4 31 [A]e6e] 4 301
AlSsS]T3]5]3]0 A5 3[5][3]0 [A 31513100
A 6 | 8 [ 51+1 A6 | 852 [A] 768512
As| S| 4] 6 [4] 0 As| S| 46|40 [As]| 5|46 M4]O
615171 ] 4 s lalela] | 5[04]6]4]

Itt a kapott teljes parositas silya 5+ 6+ 7+4 = 22, a kapott silyozott lefogdsé 1+0+24+0+54+4+6+4 =
22. A tanultak alapjan tehat a stlyozott lefogdsok minimalis 6sszsulya 22.

Mds megoldads: S6t, a batrabbak még madst is csindlhatnak (szintén max pontszamért): a kapott sulyozott
lefogdsunkbol indulva is lehet futtatni az Egervéry-algoritmus 1épéseit; ugyan ez nem a szokasos kiindula-
st sulyozott lefogdsunk (sorsulyok = 0, oszlopstilyok = legnagyobb elem), de ez igazabdl nem zavarja az
algoritmust. gy jéval gyorsabban végziink, mintha a szokdsos kezdeti silyozott lefogasbél indulndnk: az
elsé 1épésben a stilyozast modositjuk (elsd és harmadik oszlop stlya eggyel csokken, elsé soré eggyel nd),
a pontos élek aktualizdldsa utdn pedig rogton taldlunk a pontos élekbdl max silyu teljes parositast (A2B1,

A3By, A1B3, A4B4). Részletek: t pont)
C[BIB BBl [ [BBIBE[E] [ [BB[B]5]
A6l 47|31 A (1o | 4] 7 |3 | 1+1 A |[l6f | 4 | 75| 3 |2
A S35 ]3]1 A 5§ 1315 |3 1 A |53 |53 |1
Az || 7 |16l | 8] 5 |3 Az || 7 |6/ 8 | 5 3 Az || 7 |6l | 8 | 53
A 5] 4] 6|41 Ayl 5 | 4] 6 | 4 1 As || 5 | 4]6 |41
st fefs ] | [stf3fer]3] IR

By | B, | B3| B
’ A H 61 ‘ 42 ‘ ‘ 34 H > A kapott teljes parositds €s sulyozott lefogas Osszsuilya egyardnt 22, iga-
1 35 131 zolva az el6bbi maximalitdsit és az utébbi minimalitasat.
Az 7168 513 (Eljaras 1épéseinek helyes kivitelezése: (5 pont); kapott stlyozott le-
A3 5746 @1 fogds minimalitdsdnak indokldsa: (2 pont); konklizi6 a a)-ben kapott
’ 4 H 1 ‘ 3 ‘ < ‘ : H sulyozott lefogds minimalitdsardl: (1 pont).)

Ha valaki az Egervdry-algoritmust helyesen futtatva prezentdl egy max sulyu teljes parositast és egy min
Osszsulyu sulyozott lefogast, de a feladat tobbi részletér6l nem nyilatkozik, az erre (7 pont)-ot kaphat.

3. a) Oldjuk meg a jobbra lathaté LP feladatot. (9 pont) max 2x + 3y, ha
b) Lehetséges-e olyan célfiiggvényt adni az LP linedris feltételeihez,
P . x+y >200
melyre van olyan optimaélis x,y megoldds, melyben sem x, sem y nem
egész? (4 pont) x+y <650
8x—y > 250
Sx—4y <1900
Megoldas: a) Jeloljik a négy linedris feltétel hataregyenesét ey,...,eq-gyel. Némi szdmoldssal adddik,

hogy a rendszer (x,y) megolddsai &ltal alkotott P sokszogtartomany csidcsai e; Ne3 = (50,150), e; Ney =
(300,—100), e2 Ne3 = (100,550), ex Nes = (500, 150).

(Ne ijedjiink meg attdl, hogy az els6 két feltételiinkbdl kapott e és e, egyenesek parhuzamosak; ennek ko-
szonhetéen eggyel kevesebb egyenespar metszéspontjaval kell bibelddniink. A harmadik és negyedik feltétel
hatdregyenesének e3 Mey4 metszéspontja nem rendelkezik ,,sz€p” koordinatakkal, ellenben mindkét koordina-
ta latvdnyosan negativ, igy a pontos kiszdmitasuk nélkiil is latszik, hogy az elso feltételt nem teljesitik, tehat
e3Mey nem lesz a P csticsa. De Ugy is érvelhetiink, hogy ha mar négy csticsot megtaldltunk, akkor az 6todik
jeloltet ki sem kell szamolnunk, hiszen a négy egyenessel hatdrolt P tartomanyunk ilyen esetben négyszog
kell legyen, 6todik csucs felbukkandsa nem vérhato.) (5 pont)
Azt tanultuk, hogy tetszdleges célfiiggvény esetén az optimum felvétetik valamelyik csicsban; elég tehat
kiszamolni a csticsokra a célfiiggvény értékét. Ez a (100,550) cstcsra lesz maximadlis (és mésra nem), az



értéke pedig 1850. (2+2 pont)
b) Lehetséges. Mivel minden csucs koordinétdi egész szamok, csak dgy lehet ilyen célfiiggvény, ha a meg-

felel6 timaszegyenes a P tartomanyt egy élben metszi. Példaul ilyen célfiiggvény a minx + y. (2 pont)
Az él belsejében van nem csupa egész koordinataji pontja P-nek, példaul (50 + %, 150 — %) (2 pont)
4. A jobbra lathaté hal6zatban az élekre szogletes zardjelben irt 6[7] 9[9] Ot

szamok az élek kapacitdsat jelzik, az élekre zdr6jel nélkiil irt sza-
mok pedig egy st-folyamnak az éleken felvett értékei.

a) A tanult javité utas algoritmus hasznalatdval allapitsuk meg, ¢[6] 3[3] 0[5] 6[6] 2[5]
hogy a megadott folyam maximalis nagysdgu-e. Ha igen, adjunk
erre bizonyitékot. Ha nem, akkor a tanult médon noveljiik a fo- 4[5] 3[3] e

lyamot addig, mig maximdlis folyamot nem kapunk (és igazoljuk
is a kapott folyam maximalitdsat). (8 pont)
b) Az sd és a dt élek koziil egynek bovithetjiik a kapacitdsat. Me- 5[7] 661 12151 S[6] 1[6]
lyik €l kapacitasit noveljiik és mennyivel, hogy az 4j hdl6zatban
a maximalis folyamérték a lehet6 legnagyobb legyen? (A felesle-
ges kapacitasbdvités keriilendd.) (6 pont)

6[8] a 4[4]

Megoldds: a) Javité tt (kereshetjiik rdnézésre vagy segédgraffal is) példaul az s,a,d,b,e,t; az eléreéleken
(sa,ad,et) eggyel novelve, a visszaéleken (db,be) eggyel csokkentve a folyam értékét a folyam nagysaga

eggyel n6 (1d aldbb, bal dbra), (3 pont)
tehat az eredeti nem volt maximalis. (0 pont)
A javités utdn az s-bdl javité tton elérhetd csicsok halmaza X = {s,a, b, c,d} (sokféleképpen megtaldlhatjuk,
példaul segédgraf segitségével); (2 pont)
egy vagas kapacitdsa a belSle kilépd élek (cf, cg,dt,de) kapacitasainak 6sszege, jelen esetben 643 +6+3 =
18 (1d alabb, kozEépsd dbra). (1 pont)

6[7] g 9[9] t f

6[6] 3[5] 6[6]
C e C
D C
0[6] 5[7] 0[6] 77
> >@ @,
s 7181 a 4[4] b s 7(8] a 4[4] b A

A modositott folyamunk nagysaga, mivel nincs s-be belépd €l, az s-bdl kilépd éleken a folyamértékek dssze-

ge,azaz5+6+47=18. (1 pont)
A tanultak szerint egyetlen folyam nagysdga sem haladhatja meg egyetlen vagds kapacitdsat sem, tehit a
folyamunk maximalis. (1 pont)

b) Az sd él nem 1ép ki a kordbban taldlt minimélis X vagasunkbdl, igy annak az sd €l kapacitasat novelve az
X vagds kapacitdsa valtozatlanul 18 marad, és emiatt a maximadlis folyamnagysdg sem lehet nagyobb 18-ndl.
Igy az sd él kapacitdsat nem érdemes b&viteni. (2 pont)
A dt €l kapacitdsat viszont érdemes bdviteni (14sd feljebb, jobb dbra), mert a kapacitds bovitése utdn kapunk
javité utakat: az s,c,d,t javité Gton maximum 2-vel (as sc €l miatt tobbel nem), az s,a,d,t javit6 Gton ma-
ximum 1-gyel (az sd €l miatt tobbel nem) meg tudjuk novelni a folyam nagysagat. Tehat érdemes a dt €l
kapacitdsat 9-re boviteni. (2 pont)

Nagyobbra viszont nem, mert a folyamunk novelésének gatat szab az s-bdl kilépo élek dsszkapacitdsa is (ez
egy masik vigds ugye), ami 7+ 6+ 8 = 21. (2 pont)



