Kombinatorikus optimalizalas 2025. II. félév

10. gyakorlat. Fleiner Tamads feladatsora alapjan 6sszedllitotta: Héger Tamas (heger@cs.bme . hu)

Tudnivalok

Megfigyelés. Ha LP egy max cx, DLP pedig egy minyb tipusu feladat és mindkettGnek van megoldasa, akkor a megfe-
lel6 egészprogramozasi feladatokra teljesiil, hogy max;p cx < maxypcx = minprpyb < minp;p yb.

Cél: olyan feltétel, ami biztositja, hogy a fenti egyenlStlenséglancban végig egyenldség alljon.

Definici6. Az A € R™** matrix teljesen unimoduldris (TU), ha A barmely négyzetes részmdtrixanak determindnsa 0
vagy +1. Megfigyelés. TU matrix minden eleme 0 vagy +1.

Allitas. Ha A TU miétrix, akkor TU marad, ha (1) transzponaljuk, (2) valamely sorat/oszlopét (—1)-gyel végigszo-
rozzuk, (3) valamely sordt/oszlopdt megismételjiik/toroljik, (4) két sordt/oszlopat felcseréljiik, (5) A-t egy 1 db 1-esen
kiviil csupa 0-kat tartalmazo sorral/oszloppal bovitjiik.

Tétel. Tth A TU matrix és a b vektor koordinatdi egészek. Ekkor a maxcx: Ax < b,x € Z" IP feladatra és LP rela-
xdaltjdra max;p cx = maxppcx teljesiil. Ha pedig A TU é&s ¢ egész, akkor a DIP-re és relaxdltjara (DLP) teljesiil, hogy
minpyp yb = minp;p yb. Szavakban: TU egyiitthatomatrix és egész konstansok (ill. célfvegyiitthatok) esetén ha az LP-
nek (ill. a DLP-nek) van optimuma, akkor az optimumérték egész valtozokkal megadhaté megoldason is felvétetik,
vagyis az egészértékiiségi megszoritas nem ront az optimum értékén.

Definicié. A G = (V,E) irdnyitott graf B(G) illeszkedési mdtrixdnak (avagy incidenciamatrixdnak) sorai V-nek, oszlo-
pai E-nek felelnek meg, és a v csucs és e €l dltal meghatérozott (v,e) poziciéban 1 dll, ha e a v-bdl kilép, —1, ha belép,
és 0, ha v nem végpontja e-nek. Irdnyitatlan graf illeszkedési métrixa hasonld: ha v végpontja e-nek, akkor 1 4ll, ha
nem akkor 0.

Allitas. Ha G iranyitott graf, akkor a B(G) incidenciamétrixa TU tulajdonsdgu.

Kovetkezmény. Ha G péros graf, akkor a B(G) incidenciamatrix TU.

Definicié. Legyen G = (V,E) multigraf. Ekkor u,v € V cstcsaira A (u,v) jeloli az u-bol v-be vezets, paronként €l-
diszjunkt utak max szdmat. Menger tétele miatt ez egyenld az u-t és v-t szepardl6 élhalmazok minimadlis méretével,
azaz a legkisebb olyan X élhalmaz mérete, melyre u és v a G — X kiilonboz6 0sszefiiggdségi komponenseiben van.
Hasonl6an, k(u,v) pedig az u-bol v-be vezetd paronként belsSleg pontdiszjunkt utak maximélis szamat jeloli. Ha u
és v nem szomszédosak, Menger tétele szerint ez egyenld az u-t és v-t szeparalé csicshalmazok minimalis méretével,
azaz legkisebb olyan X csticshalmaz mérete, melyre u és v a G — X kiilonboz6 Osszefiiggdségi komponenseiben van
(ilyenkor u,v ¢ X sziikségszer).

Definicié. G k-szorosan €l0sszefiiggd, ha barmely legfeljebb k — 1 élét elhagvva Osszefiiggd marad (ha G nem Ossze-
fiiggd, akkor 0-é1sszefiiggd). A G élisszefiiggdségi szama A(G) := min{A (u,v) : u,v € V}. Ez megegyezik azon élek
minimadlis szdmdval, amelyek elhagydsa utin G mar nem marad 6sszefiiggd; masképpen szélva A (G) az a legnagyobb
k, melyre G k-élosszefiiggd.

Definicié. G k-szorosan (pont)dsszefiiggd, ha barmely legfeljebb k — 1 csticsat elhagvva 6sszefiiggd marad, és |V (G)| >
k+ 1 (ha G nem 6sszefiiggd, akkor 0-é16sszefiiggd). A G (pont)isszefiiggdségi szdma k(G) := min{ k(u,v) : u,v € V};
madsképpen szélva k(G) az a legnagyobb k, melyre G k-(pont)dsszefiiggd. Ha G-ben vannak nem szomszédos csticsok,
akkor ez megegyezik azon csticsok minimalis szdmdval, amelyek elhagydsa utdn G mar nem marad 6sszefiiggd, tovabba
K(G) := min{k(u,v) :u,v € Vuv ¢ E(G)}.

Definicié. A G (él)vdgdsa alatt a G csucsainak egy valédi X részhamazdbdl indul6 élek E(X) halmazat értjik. A
vagast (ha nem okoz félreértést) azonosithatjuk az azt meghataroz6 X ponthalmazzal. A G minimdlis vdgdsa a G olyan
vagésat jelenti, amely a lehet6 legkevesebb élt tartalmazza.

Megfigyelés. Adott u,v-re egy folyamalgoritmussal meghatdrozhaté A (u,v), ezért (g) folyamalgoritmussal taldlhaté
minimalis vagas. (S6t: n— 1 is elég, hiszen u rogzithetd.)

Megfigyelés. Legyen u és v a G multigraf két kiilonb6z6 csicsa. Ha G-nek van az u-t és v-t szepardlé minimadlis
végdsa, akkor A(G) = A(u,v). Ha nincs ilyen minimélis vdgasa G-nek, akkor G minimdlis vagdsai megegyeznek az u
és v csticsok Osszeragasztdsaval (0sszeolvastdsdval) képzett G/uv graf minimalis vagasaival, azaz A (G) = A(G/uv).
Definicié. A G multigraf maxvissza sorrendje a G cstcsainak olyan vy, vy, ..., v, sorrendje, amelyre minden 1 < i <
n—1esetén a {vi,vz,...,vi_1} halmazba a v; csticsbol legaldbb annyi él megy, mint barmely v;-bdl, ha j > i. Azaz a
soron kovetkezd v; csics mindig a korabbi csticsok halmazahoz legtobb éllel kapcsolédé csiicsok egyike.

Lemma. Ha vi,v,,...,v, a G maxvissza sorrendje, akkor A (v,,v,—1) = d(v,), azaz a {v,} minimélis élszdmd olyan
vagast hatdroz meg, ami v,-et és v,_-et szepardlja.

Nagamochi-Ibaraki-algoritmus

Input: G = (V, E) multigraf, Output: G egy X minimalis vdgasa.

L. Meghatirozzuk G egy vi,Vvy,...,v, maxvissza sorrendjét.



IL. Felirjuk a v,-bdl kiindul6 élek halmazit (minvagasjelolt).

III. Ha tobb mint két cstcs van, Osszeragasztjuk a v, és v,_1 csucsokat. GoTo 1.

IV. Ha mar csak két cstics van, akkor az n — 1 feljegyzett minvagasjeloltbdl kivalasztjuk az egyik legkisebbet. Ez egy
minvagas lesz G-ben, mérete G €losszefiiggdségi szama. (Vegyiik észre: az Osszeragasztdsok miatt a minvagasjeloltek
az eredeti G-ben nem feltétleniil egy csicsbol, hanem egy csticshalmazbdl kilépd élek halmazai.)

Gyakorlatok

1. Egy G = (V,E) graf 2-faktora alatt az E egy olyan F részhalmazat értjiik, amelyre G minden csticsdab6l pontosan két
F-beli él indul. Tegyiik fel, hogy G péros graf és ¢ : E — R adott silyfiiggvény. Fogalmazzuk meg a maximadlis sdlyd
2-faktor keresésének problémaéjat IP feladatként. Igaz-e, hogy a megfeleld LP feladatnak mindig van egész optimuma,
azaz az IP optimuma egyiittal optimuma az LP-nek is? Irjuk fel az LP dudlisat.

Megoldds: Minden e élhez egy-egy x(e) véltozé fog tartozni, és olyan IP-t szeretnénk felirni, aminek a megolddsai
kizardlag a 2-faktorok karakterisztikus vektorai lesznek. (Egy 2-faktor karakterisztikus vektora egy élen annak megfe-
lel6en vesz fel 1 ill. 0 értéket, hogy az adott él hozzatartozik-e a 2-faktorhoz vagy sem.)

Nekiink a karakterisztikus vektordval megadott 2-faktor éleinek Osszsilyét kell maximalizalni. Itt latszik a karakte-
risztikus vektor egy elSnye: az dsszstly felirhatd Y,cx () c(e) - x(e) alakban, ugyanis ha x(e) = 0, akkor az e €l silya
nem szerepel az 9sszegben, ha pedig x(e¢) = 1, akkor az e él hozzdjaruldsa éppen c(e). A célfiiggvény tehat megvan,
keressiik meg az IP feltételeket. Kezdjiik a karakterisztikus vektor tulajdonsdg megkovetelésével: megkivanjuk minden
E hdrom feltételt minden x(e)-re megkovetelve elértiik, hogy a megoldds csakis egy élhalmaz karakterisztikus vektora
lehet.

A 2-faktor tulajdonsag minden v csicsra megkivdnja, hogy pontosan két él induljon v-bdl, €s ezt konnyd linearis
feltétellé dtfogalmazni: minden v € V eseténa },. , . x(e) = 2 egyenlGségnek kell teljesiilnie.

Vildgos, hogy tetszSleges 2-faktor karakterisztikus vektora teljesit minden fenti feltételt. Forditva, ha az x(e) véltozék
teljesitik a fenti feltételeket, akkor minden x(e) értéknek 0-nak vegy 1-nek kell lennie, és minden csicsbdl pontosan két
olyan élnek kell kiindulnia, amelyikhez tartozé x véltozé értéke 1. Ez pontosan azt jelenti, hogy az {e¢ € E(G): x(e) =
1} élhalmaz egy 2-faktor, més szval x egy 2-faktor karakterisztikus vektora.

A feladat masodik kérdéséhez azt figyeljiik meg, hogy miféle matrix irja le a fenti IP feladatot. Az x(e) < 1 felsd korla-
tokért egy egységmatrix felel, a 2 jobboldali egyenl6tlenségekhez pedig epp a G illeszkedési métrixa tartozik. (Ennek
azért érdemes utdnagondolni.) Mivel a paros graf illeszkedési matrixa TU, és ezt egységvektor-sorokkal bovitettiik,
az IP probléma matrixa TU tulajdonsdgi. (Ha G nem lenne paros, akkor ez nem lenne igaz, ahogy a gondolatmenet
tovabbi része sem 4llna.) Rdadésul a jobboldalon 4ll6 konstansok is egészek, ezért a TU matrixokro6l tanultak miatt
az egészértékiiségrol szo616 kikotések elhagyasaval keletkezd LP probléma (az tn. LP-relaxacid) azzal a tulajdonsaggal
rendelkezik, hogy az LP optimélis megolddsai kdzott van olyan is, amelyikben minden valtoz6 egész értéket vesz fel.
Az LP dudlisdnak felirasdhoz megint szamarvezetdt rajzolunk.

x>0 ... x,>0 Az éleknek megfeleld
egyenlGtlenségeknek  a
y>0 I <1 nemnegativ y véltozok,

E N a csucsokhoz tartozo mln{y (E)+2- Z(V)}
hay>0

egyenldségeknek az els-

je;gliétetleng z-k felelnek y(.e) +2(u) +Z(Y) = c(e)
v ‘¢ B(G) =2 meg. Az x-ek nemnegati- minden e = uv élre
vak, ezért a dualfeltételek
> egyenlStlenségek.

2. A piréz labdartigé bajnoksdgban minden csapat minden masik csapattal egyszer jatszik. Tegyiik fel tovabb4, hogy a
bajnoksag végeztével sikeriilt a csapatokat tigy jutalmazni, hogy ha az i csapat legySzte a j csapatot, akkor a p(i) — p(j)
kiilonbség 10° - a(i, j) és 10°- b(i, j) PP (piréz petik) kozé essék, ahol p(v) a v csapat jutalmat jelli, valamint a(i, j) <
b(i, j) egész szamok.

Igaz-e, hogy a jutalmazds megvaldsithaté ekkor tigy is, hogy a fenti feltételek tovabbra is teljesiiljenek, 4m minden
csapat egymillié PP tobbszorosét kapja, rdadasul a szétosztott jutalom Osszege ne novekedjék ett61?

(Célszertinek l4tszik felirni egy, a feladathoz kapcsol6dé LP problémét.)

Megoldds: Vezessiink be minden csapathoz egy-egy véltoz6t: az i csapathoz tartozzék az x(i). Tekintsiik azt a linedris

programozasi feladatot, amelyben az x(1) 4+ x(2) 4. .. 6sszeget kell maximalizélni, az aldbbi feltételek mellett. Minden
i-re teljesiil, hogy egyrészt x(i) > 0, masrészt a(i, j) < x(i) —x(j) < b(i, j) teljesiil minden olyan esetben, amikor az i



csapat legydzte a j csapatot. (2 pont)
A feladat szovege alapjdn a fenti LP probléma megoldhaté, hisz az x(i) = p(i)/10° vdlasztdssal a feltételeket kielégits
megoldést kapunk (ami persze nem feltétleniil optimélis). (2 pont)
Kozelebbrdl megnézve az adédik, hogy az LP probléméhoz tartozé matrix két részbdl all: az irdnyitott G graf inciden-
ciamdtrixdnak transzpondltjabodl ill. ezen transzpondlt (—1)-szeresébdl, ahol a G graf csicsai a csapatok, és élei pedig
a nem dontetlenre végz6d6é mérk6zésekhez tartoznak: az i csapatbdl a j csapatba akkor fut irdnyitott él, ha az i csapat

legy6zte a j csapatot. (2 pont)
A tanultak szerint a sz6ban forgé matrix TU tulajdonsagu. (2 pont)
Ezért ha a célfiiggvényérték alulrél korlatos, akkor az optimalis megoldasok kozott van olyan is, amelyik esetén minden
x(i) véltozé egész értéket vesz fel. (1 pont)

A nemnegativitasi feltételek miatt a célfiiggvényérték mindig nemnegativ, igy a célfiiggvényérték csakugyan alulrél
korlatos. Ez¢ért a felirt LP-nek van egész optimuma, és az ezen optimélis megolddsban szerepl6 véltozok egymillidszo-
rosai olyan jutalmazast irnak le, ami teljesiti a feladatban megkivant feltételeket. (1
pont)

3. a) Van-e olyan TU métrixszal és egész jobboldalakkal felirt, megoldhat6 IP probléma, melyre a DLP (dudlis relax4lt)
feladatnak van megoldésa, de nincs egészértékii megoldasa?

b) Van-e olyan TU métrixszal és egész jobboldalakkal felirt, megoldhat6 IP probléma, melyre a DLP (dudlis relax4lt)
feladatnak van egészértékli megoldésa, de az optimumot nem veszi fel egészértékd megolddson?

Megoldds: a) Van: x < 1, x € Z, max %x (az egyiitthatématrix az 1 x 1-es egységmatrix, ami persze TU). Ennek és LP
relaxaltjanak persze x = 1 optimdlis megolddsa. ADLPy >0,y = %, miny alakd, melynek van megoldasa, de nincs
egész megoldasa.

b) llyen is van: x > 0, x < 1, x € Z, max %x. Ennek Es LP relaxdltjanak persze x = 1 optimdlis megolddsa. A DLP > 0,
y> % miny alakd, melynek a célfiiggvényt minimalizal6 egész megoldasa y = 1, és erre a célfiiggvény értéke 1, de a
DLP optimuma %

4. Vezessiik le Egervary tételét (paros grafok max silyu teljes parositasair6l és minimadlis 0sszsulyu silyozott lefoga-
sairdl) az LP dualitastételbdl és a TU matrixokrdl tanultakbdl.

5. Mutassuk meg, hogy ha A TU matrix, akkor a tanult 6tféle mivelet eredményeképpen valdoban TU maétrixot kapunk.

6. a) Mutassuk meg, hogy ha G k-szorosan élosszefiiggs (azaz A (G) > k), akkor G-ben minden cstcs foka legaldbb k.
b) Mutassunk olyan gréafot, ahol minden cstics foka legalébb &, de a graf nem k-szorosan élosszefiiggd.

Megoldds: a) Tetszbleges v cstcsra a v-bdl induld éleket elhagyva izoldlt cstics keletkezik, tehat a kapott graf nem
oszefiiggd, igy d(v) (v fokszdma) darab él mdr alkothat vagast; tehat k = A(G) < d(v).

b) Ez a feltétel még az 6sszefiiggbséget sem tudja Snmagdban garantélni, vegyiink példaul egy két komponensii grafot,
ahol mindkét komponens k + 1 csticst teljes graf. fgy minden fokszdma k, de nem is Gsszefiiggs, nemhogy k-é16f
volna.

7. Legyen F egy legalabb két pontii fa.
a) Mennyi A (F)?
b) Legkevesebb hany él hozzdaddsdval lehet elérni, hogy megndjon az élosszefiiggdségi szama?

8. Legyen G egy kdrmentes graf.
a) Legkevesebb hany él behtizasaval érhet6 el, hogy 0sszefiiggd legyen?
b) Es legkevesebb hany él behiizasaval érhetd el, hogy kétszeresen dsszefiiggd legyen?

9. Legyenek a G graf cstcsai a 8 x 8-as sakktdbla mezdi, és pontosan akkor kdsson ssze €l két csicsot, ha a megfeleld
mezdk élszomszédosak.

a) Hatdrozzuk meg A (G) értékét.

b) Mennyi A (A1,HS8), A(A2,HT7), A(B4,H4)?

c¢) Legkevesebb hdny él hozzdaddsédval lehet elérni, hogy A (G) eggyel megndjon?

Megoldds: (véazlatos)

a) Barmely két cstcs kozt konnyen mutathatunk két élidegen utat, tehat A(G) > 2. Masrészt a sarkok fokszdma csak
kettd, tehat két €l torlésével megsziintethet$ az osszefiiggdség, igy A (G) < 2.

b) Ebben a G grifban A (u,v) = min{d(u),d(v)}; az triviélis, hogy nem lehet tobb, de itt kevesebb sem, mert konnyen
mutatunk megfelel6 szami élidegen utat. ¢) Két él legalabb kell, hogy mind a négy sarok fokszama megndjon 3-ra, és
ennyi elég is két-két sarkot 0sszekotve.

10. a) Adjunk hatékony eljarast egy irdanyitatlan grafban tetszGeges u # v cstcsok esetén a A (u,v) meghatarozdsara.



b) Adjunk hatékony eljarést irdnyitatlan G graf esetén A (G) meghatdrozdséra.
11. Az MFMC algorimtus segitségével adjunk eljarast egy G grafban k(u,v), illetve x(G) meghatdrozasara.

12. Keressiink minimadlis vagast a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével egy legaldbb 6-pontd (nem feltétleniil
egyszert) grafban (Id pl. kordbbi ZH-k).
Megoldds: Az eldadashoz tartoz6 diasoron van egy konkrét példa, de a kordbbi ZH-k megoldasai kozott is taldlunk.

13. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges véges G = (V, E) grafban taldlhatok olyan (u;,w) és (uz, wy) pontparok, amikre
wi # wy, valamint A (u1,w;) = d(w1) és A(ua,wz) = d(w) teljesiil.

Megoldds: Az 6ran azt tanitottak, hogy a maxvissza sorrend utolsé két pontja rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, azaz
ha vy, v,,...,v, egy maxvissza sorrend, akkor u; = v,_1,w; = v, j6 vélasztds. Csupan egy mdsik hasonl6 tulajdonsagui
(12, wy) part kell taldlni dgy, hogy wy kiilonbozzék w;-t6l. Ehhez elegend6 egy mdsik maxvissza sorrendet talalni,
aminél garantdlni tudjuk, hogy az utolsé csics nem wy lesz.

Azért annyira ez se bonyolult: készitsiink Ggy egy masik maxvissza sorrendet, hogy w; az els6 csics ebben a masik
sorrendben. Az utolsé csucs igy garantdltan nem wj lesz, tehat az igy kapott maxvissza sorrend utolsé két csicsa
megfelel uy-nek és wy-nek.

14. Tegyiik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével hatarozzuk meg a G multigraf élosszefiig-
gbségét, akkor a max-vissza sorrendben utolsé cstcsok fokszamai rendre az alabbiak: 7,9, 6, 4, 7, 5, 4, 8,4, 7, 9.
Hatdrozzuk meg G élosszefiiggdségi szamat, A (G)-t. Igaz-e, hogy G-nek bizonyosan van olyan legfeljebb 4 elemi X
ponthalmaza, hogy X és a komplementere kozott futd élek szama megegyezik A (G)-vel?

Megoldds: Az 6ran tanultak szerint A (G) megegyezik a Nagamochi-Ibaraki algoritmus sordn a maxvissza sorrendbeli
utolsé cstcsok fokszamai koziil a legkisebbikkel. Ez a konkrét esetben A (G) = 4-nek adddik.

Olyat is tanitottak, hogy A (v,—_1,v,) = d(v,), azaz a maxvissza sorrend utolsé két pontjat elvalaszt6 vagasok kozott
minimalis szdmu €It tartalmaz az a vagds, amelynek egyik oldaldn a maxvissza sorrendbeli utolsé cstcs all. Mivel
minden egyes maxvisszasorrend-szamitds utdn a sorrend két utolsé pontjat dsszeragasztjuk, ezért amikorra a negyedik
maxvissza sorrendben az utolsé cstcs foka 4 lett, addig dsszesen 3 Osszeragasztast hajtottunk végre. Ezért a negyedik
maxvissza sorrend utolsé csucsa 4ltal reprezentdlt X ponthalmaz G-nek legfeljebb 4 pontjat tartalmazhatja.

Mivel ez az X a G egy minimadlis vagésat hatdrozza meg, ezért a masodik kérdésre igenl6 a valasz: van olyan legfeljebb
4 elemi ponthalmaza G-nek, ami G minimadlis vagésat indukdlja.



