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Tudnivalok

Megfigyelés. Ha LP egy max cx, DLP pedig egy minyb tipusu feladat és mindkettGnek van megoldasa, akkor a megfe-
lel6 egészprogramozasi feladatokra teljesiil, hogy max;p cx < maxypcx = minprpyb < minp;p yb.

Cél: olyan feltétel, ami biztositja, hogy a fenti egyenlStlenséglancban végig egyenldség alljon.

Definici6. Az A € R™** matrix teljesen unimoduldris (TU), ha A barmely négyzetes részmdtrixanak determindnsa 0
vagy +1. Megfigyelés. TU matrix minden eleme 0 vagy +1.

Allitas. Ha A TU miétrix, akkor TU marad, ha (1) transzponaljuk, (2) valamely sorat/oszlopét (—1)-gyel végigszo-
rozzuk, (3) valamely sordt/oszlopdt megismételjiik/toroljik, (4) két sordt/oszlopat felcseréljiik, (5) A-t egy 1 db 1-esen
kiviil csupa 0-kat tartalmazo sorral/oszloppal bovitjiik.

Tétel. Tth A TU matrix és a b vektor koordinatdi egészek. Ekkor a maxcx: Ax < b,x € Z" IP feladatra és LP rela-
xdaltjdra max;p cx = maxppcx teljesiil. Ha pedig A TU é&s ¢ egész, akkor a DIP-re és relaxdltjara (DLP) teljesiil, hogy
minpyp yb = minp;p yb. Szavakban: TU egyiitthatomatrix és egész konstansok (ill. célfvegyiitthatok) esetén ha az LP-
nek (ill. a DLP-nek) van optimuma, akkor az optimumérték egész valtozokkal megadhaté megoldason is felvétetik,
vagyis az egészértékiiségi megszoritas nem ront az optimum értékén.

Definicié. A G = (V,E) irdnyitott graf B(G) illeszkedési mdtrixdnak (avagy incidenciamatrixdnak) sorai V-nek, oszlo-
pai E-nek felelnek meg, és a v csucs és e €l dltal meghatérozott (v,e) poziciéban 1 dll, ha e a v-bdl kilép, —1, ha belép,
és 0, ha v nem végpontja e-nek. Irdnyitatlan graf illeszkedési métrixa hasonld: ha v végpontja e-nek, akkor 1 4ll, ha
nem akkor 0.

Allitas. Ha G iranyitott graf, akkor a B(G) incidenciamétrixa TU tulajdonsdgu.

Kovetkezmény. Ha G péros graf, akkor a B(G) incidenciamatrix TU.

Definicié. Legyen G = (V,E) multigraf. Ekkor u,v € V cstcsaira A (u,v) jeloli az u-bol v-be vezets, paronként €l-
diszjunkt utak max szdmat. Menger tétele miatt ez egyenld az u-t és v-t szepardl6 élhalmazok minimadlis méretével,
azaz a legkisebb olyan X élhalmaz mérete, melyre u és v a G — X kiilonboz6 0sszefiiggdségi komponenseiben van.
Hasonl6an, k(u,v) pedig az u-bol v-be vezetd paronként belsSleg pontdiszjunkt utak maximélis szamat jeloli. Ha u
és v nem szomszédosak, Menger tétele szerint ez egyenld az u-t és v-t szeparalé csicshalmazok minimalis méretével,
azaz legkisebb olyan X csticshalmaz mérete, melyre u és v a G — X kiilonboz6 Osszefiiggdségi komponenseiben van
(ilyenkor u,v ¢ X sziikségszer).

Definicié. G k-szorosan €l0sszefiiggd, ha barmely legfeljebb k — 1 élét elhagvva Osszefiiggd marad (ha G nem Ossze-
fiiggd, akkor 0-é1sszefiiggd). A G élisszefiiggdségi szama A(G) := min{A (u,v) : u,v € V}. Ez megegyezik azon élek
minimadlis szdmdval, amelyek elhagydsa utin G mar nem marad 6sszefiiggd; masképpen szélva A (G) az a legnagyobb
k, melyre G k-élosszefiiggd.

Definicié. G k-szorosan (pont)dsszefiiggd, ha barmely legfeljebb k — 1 csticsat elhagvva 6sszefiiggd marad, és |V (G)| >
k+ 1 (ha G nem 6sszefiiggd, akkor 0-é16sszefiiggd). A G (pont)isszefiiggdségi szdma k(G) := min{ k(u,v) : u,v € V};
madsképpen szélva k(G) az a legnagyobb k, melyre G k-(pont)dsszefiiggd. Ha G-ben vannak nem szomszédos csticsok,
akkor ez megegyezik azon csticsok minimalis szdmdval, amelyek elhagydsa utdn G mar nem marad 6sszefiiggd, tovabba
K(G) := min{k(u,v) :u,v € Vuv ¢ E(G)}.

Definicié. A G (él)vdgdsa alatt a G csucsainak egy valédi X részhamazdbdl indul6 élek E(X) halmazat értjik. A
vagast (ha nem okoz félreértést) azonosithatjuk az azt meghataroz6 X ponthalmazzal. A G minimdlis vdgdsa a G olyan
vagésat jelenti, amely a lehet6 legkevesebb élt tartalmazza.

Megfigyelés. Adott u,v-re egy folyamalgoritmussal meghatdrozhaté A (u,v), ezért (g) folyamalgoritmussal taldlhaté
minimalis vagas. (S6t: n— 1 is elég, hiszen u rogzithetd.)

Megfigyelés. Legyen u és v a G multigraf két kiilonb6z6 csicsa. Ha G-nek van az u-t és v-t szepardlé minimadlis
végdsa, akkor A(G) = A(u,v). Ha nincs ilyen minimélis vdgasa G-nek, akkor G minimdlis vagdsai megegyeznek az u
és v csticsok Osszeragasztdsaval (0sszeolvastdsdval) képzett G/uv graf minimalis vagasaival, azaz A (G) = A(G/uv).
Definicié. A G multigraf maxvissza sorrendje a G cstcsainak olyan vy, vy, ..., v, sorrendje, amelyre minden 1 < i <
n—1esetén a {vi,vz,...,vi_1} halmazba a v; csticsbol legaldbb annyi él megy, mint barmely v;-bdl, ha j > i. Azaz a
soron kovetkezd v; csics mindig a korabbi csticsok halmazahoz legtobb éllel kapcsolédé csiicsok egyike.

Lemma. Ha vi,v,,...,v, a G maxvissza sorrendje, akkor A (v,,v,—1) = d(v,), azaz a {v,} minimélis élszdmd olyan
vagast hatdroz meg, ami v,-et és v,_-et szepardlja.

Nagamochi-Ibaraki-algoritmus

Input: G = (V, E) multigraf, Output: G egy X minimalis vdgasa.

L. Meghatirozzuk G egy vi,Vvy,...,v, maxvissza sorrendjét.



IL. Felirjuk a v,-bdl kiindul6 élek halmazit (minvagasjelolt).

III. Ha tobb mint két cstcs van, Osszeragasztjuk a v, és v,_1 csucsokat. GoTo 1.

IV. Ha mar csak két cstics van, akkor az n — 1 feljegyzett minvagasjeloltbdl kivalasztjuk az egyik legkisebbet. Ez egy
minvagas lesz G-ben, mérete G €losszefiiggdségi szama. (Vegyiik észre: az Osszeragasztdsok miatt a minvagasjeloltek
az eredeti G-ben nem feltétleniil egy csicsbol, hanem egy csticshalmazbdl kilépd élek halmazai.)

Gyakorlatok

1. Egy G = (V,E) graf 2-faktora alatt az E egy olyan F részhalmazat értjiik, amelyre G minden csticsdab6l pontosan két
F-beli él indul. Tegyiik fel, hogy G péros graf és ¢ : E — R adott silyfiiggvény. Fogalmazzuk meg a maximadlis sdlyd
2-faktor keresésének problémaéjat IP feladatként. Igaz-e, hogy a megfeleld LP feladatnak mindig van egész optimuma,
azaz az IP optimuma egyiittal optimuma az LP-nek is? Irjuk fel az LP dudlisat.

2. A piréz labdarigé bajnoksdgban minden csapat minden masik csapattal egyszer jitszik. Tegyiik fel tovabb4, hogy a
bajnokség végeztével sikeriilt a csapatokat digy jutalmazni, hogy ha az i csapat legy8zte a j csapatot, akkor a p(i) — p(j)
kiilonbség 10° - a(i, j) és 10°- b(i, j) PP (piréz petdk) kozé essék, ahol p(v) a v csapat jutalmat jeloli, valamint a(i, j) <
b(i, j) egész szamok.

Igaz-e, hogy a jutalmazds megvaldsithaté ekkor gy is, hogy a fenti feltételek tovdbbra is teljesiiljenek, 4m minden
csapat egymillié PP tobbszorosét kapja, rdadasul a szétosztott jutalom Osszege ne novekedjék ettdl?

(Célszerlinek latszik felirni egy, a feladathoz kapcsol6dd LP problémit.)

3. a) Van-e olyan TU matrixszal és egész jobboldalakkal felirt, megoldhaté IP probléma, melyre a DLP (dualis relaxalt)
feladatnak van megoldésa, de nincs egészértékii megoldasa?

b) Van-e olyan TU métrixszal és egész jobboldalakkal felirt, megoldhat6 IP probléma, melyre a DLP (dudlis relax4lt)
feladatnak van egészértékli megoldésa, de az optimumot nem veszi fel egészértékd megolddson?

4. Vezessiik le Egervary tételét (paros grafok max sulyu teljes parositasairdl és minimalis 0sszsuilyu silyozott lefoga-
sairdl) az LP dualitastételb6l és a TU matrixokrdl tanultakbol.

5. Mutassuk meg, hogy ha A TU matrix, akkor a tanult 6tféle miivelet eredményeképpen valéban TU matrixot kapunk.

6. a) Mutassuk meg, hogy ha G k-szorosan é16sszefiiggd (azaz A (G) > k), akkor G-ben minden cstics foka legalabb k.
b) Mutassunk olyan gréafot, ahol minden cstcs foka legaldbb k, de a graf nem k-szorosan €losszefiiggd.

7. Legyen F egy legalabb két pontii fa.
a) Mennyi A (F)?
b) Legkevesebb hany €l hozzdaddsaval lehet elérni, hogy megndjon az élosszefiiggdségi szama?

8. Legyen G egy kormentes graf.
a) Legkevesebb hany él behuzasaval érhetd el, hogy Osszefiiggs legyen?
b) Es legkevesebb hany él behizdsaval érhets el, hogy kétszeresen sszefiigg legyen?

9. Legyenek a G graf cstcsai a 8 x §-as sakktabla mezdi, és pontosan akkor kosson 0ssze €l két csicsot, ha a megfeleld
mezdk élszomszédosak.

a) Hatdrozzuk meg A (G) értékét.

b) Mennyi A(A1,H8), A(A2,H7), A(B4,H4)?

¢) Legkevesebb hdny él hozzdaddséval lehet elérni, hogy A (G) eggyel megndjon?

10. a) Adjunk hatékony eljdrast egy irdnyitatlan grafban tetszGeges u # v csicsok esetén a A (u,v) meghatdrozédsara.
b) Adjunk hatékony eljarést irdnyitatlan G graf esetén A (G) meghatdrozdsara.
11. Az MFMC algorimtus segitségével adjunk eljarast egy G grafban k(u,v), illetve x(G) meghatdrozasara.

12. Keressiink minimadlis vagast a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével egy legaldbb 6-pontd (nem feltétleniil
egyszert) grafban (Id pl. kordbbi ZH-k).

13. Bizonyitsuk be, hogy tetszGleges véges G = (V, E) grafban taldlhatok olyan (u;,w;) és (uz,w,) pontparok, amikre
wi # wy, valamint A (u1,w1) = d(w1) és A(uaz,wz) = d(w) teljesiil.

14. Tegyiik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével hatdrozzuk meg a G multigraf élosszefiig-
gbségét, akkor a max-vissza sorrendben utolsé csicsok fokszamai rendre az alabbiak: 7,9, 6, 4,7, 5,4, 8,4, 7, 9.
Hatdrozzuk meg G élosszefiiggdségi szamat, A (G)-t. Igaz-e, hogy G-nek bizonyosan van olyan legfeljebb 4 elemid X
ponthalmaza, hogy X és a komplementere kozott futé élek szdma megegyezik A (G)-vel?



