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Tudnival6k

Farkas-lemma: 3x: Ax<b <= Py >0:yA=0,yb < 0. Mis széval: az Ax < bésazy > 0,yA =0,yb < 0 linedris
rendszerek koziil pontosan az egyiknek van megoldasa.

Definicio: Linedris program (LP) alatt egy linedris célfiiggvény maximalizalasat vagy minimalizdlasat értjiik lined-
ris feltételek (egyenl8ségek vagy nem szigord egyenlStlenségek) és a véltozokra vonatkozd esetleges tovabbi nem-
negativitasi feltételek fennallasa mellett. Persze az 6sszes feltétel megfogalmazhaté csak < tipusu egyenl6tlenségek
haszndlatival.

Geometriai interpretacié két viltozé esetén. Egy ax -+ by = ¢ egyenlet (x,y) megoldésai a sikon egy ((a,b) normal-
vektort) egyenest alkotnak. Egy ax + by < ¢ egyenlStlenség (x,y) megoldésai a sikon az el6z5 egyenes dltal hatdrolt,
zart félsikot alkotnak. Néhany egyenl6tlenség kozos megolddsai az egyenl6tlenségekhez tartozo félsikok metszetében
levé (x,y) pontok halmaza, ami egy konvex poliéder (ami lehet iires, ha nincs megoldds; és esetleg elGfordulhat az is,
hogy nem korldtos (végteleniil nagy)). Tegyiik f6l, hogy egy kétviltozos egyenlStlenségrendszer olyan (x,y) megol-
dését keressiik, ahol c1x + ¢y maximdlis. Azaz, ha P jeloli az egyenl6tlenségrendszer megoldésaibdl 4116 poliédert,
akkor olyan (x,y) € P pontot keresiink, amelyre a lehetd legnagyobb a c1x+ ¢,y 6sszeg. Azok az (x,y) pontok a sikon,
amelyekre a c1x + ¢y = p valamilyen konstans p € R-re, egy e egyenest alkotnak. Rdadasul, ha p értékét noveljiik /
csokkentjiik, akkor az egyenes a (cy,c;) normdlvektor irdnydban / ellenkezs irdnyban megy &t egy parhuzamos egye-
nesbe). Ha tehdt a P konvex sokszdgnek a cjx + ¢y célfiiggvényt maximalizalé pontjat keressiik, akkor az egyenest a
normadlvektor 4ltal mutatott irdny szerinti ,,végtelen tdvolbdl” inditva addig kell tolni a P sokszog felé, amig az eltoltnak
koz6s pontja nem lesz P-vel. (Ugy is mondhatjuk, hogy megkeressiik P-nek azt az e-vel parhuzamos tdmaszegyenesét,
amit6l a (cy,c;) normdlvektor irdnydba mar nem esik P-nek pontja.) A linedris egyenlGtlenségrendszernek a cjx + cpy
célfiiggvényt maximalizdlé megolddsai az egyenes ezen eltoltjanak és P-nek a kozos pontjai lesznek. Ezen optimalis
megolddsok halmaza vagy egy csticsa, vagy egy éle lesz P-nek. Az els6 esetben pontosan egy, a mdsodikban pedig
pontosan két csucs lesz optimdlis megoldds. Az optimum meghatdrozasa innentdl egyszerti: P minden cstcsara kisza-
mitjuk a célfiiggvényértéket, és az a cstics fog maximalizédlni, amelyikre a legnagyobb ez a mennyiség. Ha két ilyen
csucs is van, akkor az dltaluk meghatdrozott szakasz minden mds pontja is optimélis megoldas.

Linearis program sztenderd matrixos alakja. Az x,...,x, = x véltozokkal felirt minden lineéris egyenlet, egyen-
I6tlenség, nemnegativitasi feltétel atirhaté < egyenl6tlenségek segitségével, és igy Ax < b alakba. Linedris program: a
cx célfiiggvény értékét akarjuk maximalizédlni az Ax < b feltételt teljesits x-eken, azaz a feladat max{cx: Ax < b}. A
feladatot vizsgélva két alternativ part irhatunk f6l a Farkas-lemma alapjén:

D Ax<bew) y>0,yA=0,yb <0
(A) Ax>0,cx<0 e~ (B) y>0,yA=c

Mindkét parnak pontosan az egyik tagja oldhaté meg. Az (I) megoldhatésaga az Ax < b feltételek kielégithet6ségét
jelenti, az (A) megoldhat6sdga pedig a cx célfiiggvény korlatlan novelhetGségét. Tehdt a max{cx: Ax < b} LP megold-
hat6 és a célfiiggvénye korlétos foliilr6l <= az (I) és a (B) rendszereknek van megoldésa.

Duilis linearis program, DLP: a max{cx: Ax < b} (primél) LP dudlisa a min{yb: y > 0,yA = c} LP.

A (B) megoldhatésdga a DLP megoldhatésdgat jelenti, mig a (II) megoldhatésdga a DLP célfiiggvényének korldtlan
csokkenthetSségét.

Ha (I) és (B) megoldhatdk, azaz mind az LP-nek, mind a DLP-nek van megoldédsa (legyen egy-egy ilyen xg €s yg),
akkor ezekre a megolddsokra a célfiiggvényértékek cxo = (yoA)xo = yo(Axo) < yob, tehdt az LP és a DLP megol-
désaihoz tartozé célfiiggvényértékek egymadst korldtozzdk. Az optimdlis megolddsokra vonatkoztatva kapjuk, hogy
max{cx: Ax <b} <min{yb: y > 0,yB = c}. Késdbb ldtni fogjuk, hogy itt valdjidban mindig egyenlGség teljesiil.

Gyakorlatok

1. Kisvakond azon gondolkozik, hogy barataival nadrdgiizletet nyit az erdé6ben. Terveik szerint vakondok és nyulak
részére fognak nadragot arulni. A vakondok részére késziilé nadragot 6 perc alatt lehet kiszabni, 8 perc alatt 6sszevarrni
és 1 perc a gombok felvarrdsa. A nyulak részére késziil6t pedig 12 perc alatt lehet kiszabni, 4 perc alatt dsszevarrni és 1
perc a gombok felvarrdsa. A rdk, aki az anyagot szabja, hetente 1800 percet tud dolgozni, a nadirigé, aki a nadragokat
varrja Ossze, heti 1400 percet, mig a felesége, aki a gombfelvarrast vallalja, csak 200 percet hetente. Terveik szerint
a vakondoknak valé nadragot 10 erdei petakért, a nyulaknak val6t 12 petakért adjak. Melyik nadragbdl hany darabot
készitsenek, ha a bevételiiket akarjdk maximaliz4lni?



2. Kisvakondék azon toprengenek, hogy megvaltoztatjdk a nyulak részére késziil6 nadrig arit.

a) Mennyi a nyulak részére késziil6 nadrag minimadlis, illetve maximalis dra, amely mellett az el6z6 feladatnal kapott

eldallitasi mennyiségek mellett tovabbra is maximalis bevételt kapunk?

b) Lehetséges-e igy megvaltoztatni a nyulaknak késziil6 nadrag arat, hogy akkor érjenek el maximadlis bevételt, ha. ..
(i) ...175 vakondnadragot és O nydlnadragot gyartanak?
(i1) ...110 vakondoknak val6 nadragot gyartanak és 80 nyulaknak val6t?

(iii) ...130 vakondnadrdgot gyartanak és 70 nyulaknak val6t?

@iv) ...90 vakondoknak valé nadrdgot gyartanak és 110 nyulnadragot?

3. Egy kavéporkold tizemben alap és pré- ‘ alap ‘ prémium
mium mindségli szemes kavét allitanak robusta | 50% -
el6 egyféle robusta és kétfajta arabica Hozz4valdk arénya{ arabica 1 | 30% 40%
alapanyag folhaszndlasaval. A titkos re- arabica 2 | 20% 60%
ceptura jobbra lathato. Porkolési sebesség | 1 q/6 4 q/6

Harom feltétel szab korlatot a termelésnek: a porkold maximadlis iizemideje 18 6ra hetente, a csomagoléiizem kapaci-
tdsa maximum 24 mdzsa hetente, és a beszallitonk a masodik arabica alapanyagbdl legfeljebb 12 m4dzsat véllal hetente.
a) Hany mazsa alap, illetve prémium mindségii kdvét dllitsunk eld a haszon maximalizédldsa érdekében, ha az alap ka-
vén 20.000, a prémium kavén 30.000. forint hasznunk van mazsanként?

b) A rendelkezésiinkre 4116 forrdsokbdl az iizem kapacitdsdnak bdvitését tervezziik. Mibe fektessiink be: a porkold

s

tizemidejének novelésébe, vagy a csomagoldiizem kapacitdsdnak bvitésébe?

4. Irjunk f6l olyan linedris programot, ami a) nem oldhaté meg; b) megoldhaté, de a célfiiggvénye nem korlatos foliil-
rol; ¢) megoldhato, és a célfiiggvénye korlatos foliilrdl.

5. Adott egy élsiilyozott teljes paros graf, a csticsosztilyai A = {ay,as,...,a,}, B={b1,bs,...,b,},az a;b; él silya w;;.
[rjunk f&l olyan linedris programot, melyet megoldva megkapjuk a graf egy minimalis dsszsilyd sdlyozott lefogdsat.

6. Egy gyarban n-féle terméket gyartanak k-féle alapanyag felhasznalasaval. Az i-edik termékhez a j-edik alapanyag-
bol sziikséges mennyiséget jeldlje a; ;, az j-edik alapanyag egységdrit s;, a j-edik alapanyagbdl hetente maximum £;
mennyiséget tudunk beszerezni. Az i-edik termékbdl egy egység eldallitisanak munkadija ¢;, és a termék iranti heti
maximaélis vasérléi igény v; (ennyit varhatéan el lehet adni, tobbet nem). Az i-edik terméket a gyarté d; aron tudja

értékesiteni. Irjunk fel olyan linedris programot a hetente el6allitandé termékmennyiségekre, mely maximalizilja a
gyér profitjat.

7. a) Mi a dudlisa a jobbra lathaté linedris programozési feladat- max{2x; +3x; +4x3 + 5x4
nak? ha
b) Igaz-e, hogy a primdl feladat célfiiggvénye korldtos a megolda- X1 +2x+x3<5
sok halmazan? X +2x4 <6
X1 +x3+x4 <7
2xp +3x4 < 8
8. a) Mi a dudlisa a jobbra lathat6 LP feladatnak? max{17x; + 17x, + 17x3}
b) Mutassuk meg, hogy az x; = 3, x, = —1, x3 = 0 a primél feladat ha
egy optimdlis megolddsa, mig azy; =4, yo =2, y3 =3,y4=0a x>0
dudl feladat egy optimalis megoldésa! X1 +2x4+3x3 < 1

2x1+3x+x3<3
3x1+x4+x3 <8
2x1+5x <2

9. a) Igazoljuk a Farkas-lemma segitségével, hogy az (x > 0, Ax < b) és az (y > 0, yA > 0, yb < 0) linedris rendszerek
koziil pontosan az egyik oldhaté meg.
b) Igazoljuk ugyanezt az (x > 0, Ax = b) és az (yA > 0, yb < 0) rendszerekre is.

10. Igazoljuk a Farkas-lemma segitségével, hogy az Ax = b linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor nem oldhat6
meg, ha az (A|D) kibGvitett egyiitthatématrix soraibodl el6 lehet dllitani tilos sort (azaz (0,0,...,0|p) alaki sort, ahol
p # 0). Ezt egyébként mar tanultuk a Gauss-eliminacional is.



