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Tudnivalok

Megfigyelés. TetszGleges linedris egyenlStlenségrendszer a; 1x1 +a; 2x2+ ayl aip ... aiy b

...+ a; nx, < b; kanonikus alakba hozhat6 (1 <i <k, a;j,b; € R) tgy, az) azp ... axp by
’ . ) R . b=1 .

hogy az esetleges egyenldségeket két egyenlStlenségként irjuk fel, a for- : :

ditott (>) egyenlGtlenségek helyett pedig a (—1)-szeresiik szerepel < re- Akl k2 - Gip by

lacidval. A rendszer egyiitthatomaétrixa és jobb oldala a jobbra lathaté A .

Py

matrix és b oszlopvektor, a kibGvitett egyiitthatomatrixa (A|b).

Fourier-MotzKin-eliminacié A Gauss-elimindciéhoz hasonl6 elemi sorekvivalens atalakitdsokat végziink (sorcsere,
6ja bonyolultabb, mint a Gauss-eliminacié esetén. Itt is egymas utan eliminéljuk az xp,xz,...,x, valtozékat (mondjuk
ebben a sorrendben), azaz olyan egyenl6tlenségrendszerre tériink at, amelyikben az éppen elimindlt valtozé mar nem
A kibdvitett egyiitthatomatrix sorait alkalmas pozitiv konstansokkal szorozva elérjiik, hogy Ay

az x; oszlopdban minden elem +1 vagy 0 legyen. Sorcserékkel a matrixot a jobbra lathaté - A

Az x;-t +1, ill. —1 egyiitthatoval tartalmazoé sorok atrendezve x; < a alaku folsé, ill. x; > b (azaz —x; < —b) alaku also
akkor adhaté megfeleld érték x;-nek, ha b < a, azaz 0 < a — b, és ez minden +1-es és —1-es sorbdl kapott korlatparra
teljesiil. Az eliminéci6 sordn tehat minden ilyen sorparbdl képezziik a sorok Osszegét, és ezeket az dj sorokat tessziik

sor A-val végigszorzasa, egy sornak a masikhoz hozzdaddsa), de itt csak A > 0 lehet, ezért egy-egy véltozé elimindci-
szerepel. Az x; elimindcidjat az alabbiak szerint végezziik.

by

b7 )

. . . . A b

alakba frjuk, ahol az x; oszlopaban A ,A_ ill. A¢ tartalmazza rendre az 1, —1, ill. O elemeket. 0 0
korlatok x;-re (ahol a és b fiigg a tobbi (még nem elimindlt) valtoz6tdl). Egy ilyen b < x; < a rendszerben pontosan
az 4j rendszerbe.

A* b
|
A_-beli sorpar 0sszegét, b* pedig a b és b_ megfelel6 koordinatainak 6sszege. Ha A, vagy A_ iires volna, ne ijedjiink
meg: ilyenkor A* is iires (ilyen esetben pl csak f6ls6 korlataink vannak x;-re, azaz kelléen kis értéket adva x;-nek nem
foghatunk mellé). Az elimindcié utdni matrixban tehdt x; oszlopdban csak 0 egyiitthatok allnak. Az FM-eliminécio
sordn a valtozdkat egymads utdn elimindljuk. Két eset fordulhat eld:

L. eset. Az elimindlds soran tilos sor keletkezik, azaz olyan csupa 0 sora A-nak, amelyhez a b konstans negativ. Ekkor
nincs megoldasa a linedris egyenl6tlenségrendszernek.

II. eset. Nem keletkezik tilos sor. Ekkor forditott (x,,x,—1,...,x1) sorrendben értéket adunk az egyes véltozéknak.
Az x;-nek torténd értékadaskor csak az x; eliminéciéjakor elhagyott soroknak megfelel6 egyenlStlenségekre kell fi-
gyelni: ezek adnak az x;-re egymdsnak nem ellentmondé alsé és felsd korldtokat. Ilyenkor tehdt van megoldas, és
konstrudlhatunk is egyet.

Megfigyelés. A Fourier—Motzkin-elimindcié sordn kapott minden egyes egyenldtlenség az eredeti rendszer egyenlot-
lenségeinek alkalmas nemnegativ tobbszoroseinek dsszege, azaz az (A|b) kibvitett egyiitthatématrix sorainak nemne-
gativ egyiitthatds linedris kombindciéja. Ez pontosan annak felel meg, hogy egy csupa nemnegativ koordinétdkbdl 4116
y sorvektorral balrdl szorozzuk az (A|b) matrixot; az i. sor egyiitthatdja az y i. koordinatdja. Tehét az elimindcié sordn

pontosan akkor kapunk tilos sort, ha van olyan nemnegativ koordinitdkbdl 4ll6 y sorvektor, melyre yA = 0 és yb < 0.

Az x; eliminaciGja utdn tehdt az A’ = ) matrixot kapjuk, ahol A*-ba gy(jtjiikk az 6sszes lehetséges A, ill.

Gyakorlatok

1. Oldjuk meg Fourier—Motzkin-eliminacié segitségével az aldbbi egyenl6tlenség-rendszereket, ill. hatarozzuk meg
mindazon p értékeket, amelyre megoldhat6 a rendszer. Ha egy rendszer nem oldhaté meg, akkor éllitsuk el a tilos sort
az eredeti egyenl6tlenségekbdl.

2x+y+2z<5 2x+y+z<5 2x+y+2z<5 2x1+x+x34+x4 <10
x+2y—z<4 x+2y—z<4 x+2y—z<4 X1+ 3x+x3+x4 <12

a) <1 P <19 <1 Y o dotdntu<ld
x—2y—27>-5 x—2y—27> -5 x—2y—2z> -5 X1 +x+x34+5x4 <16
x+y+z>3 x+y+z>4 xX+y+z>5 xX1+x+x3+x4>p

Megoldds: Az a) ,b), c) feladatokat egyszerre oldjuk meg, mivel csak egy helyen van eltérés (az utolsé sor jobb olda-
14an). Felirjuk a csupa <-gel atirt rendszer kibgvitett egyiitthatématrixat, a valtozokat az x, y, z sorrendben eliminaljuk,
el6szor mindig sztenderd alakra hozva a métrixot (az elimindlandé valtozé nemnulla egyiitthat6it +1-re mddositjuk

alkalmas konstanssal val6 szorzdssal, majd a métrix sorait gy rendezziik, hogy a valtozénk oszlopdban ezek az egyiitt-



haték +1, —1, 0 sorrendben szerepeljenek), és utdna elvégezve az elimindcids 1épést (az Gsszes lehetséges mddon
valasztunk egy +1-es és egy —1-es sorpart €s Osszeadjuk ezeket, az Gj matrixban ezek az 6sszegek, és az eredetiben a
valtozonkat 0 egyiitthatdval tartalmazé sorok szerepelnek). A kovethet6ség kedvéért most dokumentaljuk azt is, hogy

s z

az Uj matrix sorait hogyan kaptuk az el6z6 matrix soraibdl. A k-adik matrix i-edik sorat mindig sf-‘ fogja jelolni.

a)| b)| ¢ a)| b)| ¢ a)| b)| ¢
x y ozl <] <] < x y ozl <] <] < x vy z| <] <] <
| T 5| 5] 3 — 5 3 B B B
sl 2 v 1P sEshs  osi=gs | 13 g 3] 3] 3 si=si4s |0 5 31 P 3T
s |1 2 —1| 4] 4] 4 si=si| 1 2 —1| 4| 4| 4 sg=si+si|0 -1 T -11-3 -3
ss]00 0 1| 1 1] 1 s;=sy| -1 2 2| 5| 5| 5 si=ss+s5(0 4 1| 9 9| 9
sy |[—-1 2 2| 5] 5] 5 si=st | -1 —1 —1|-3|-4|-5 sj=s3+s5|0 1 2| 1| 0] -1
sb|-1 -1 —1]-3|-4]-5 st=s] 0 1| 1| 1] 1 ss=s2|0 0 1| 1| 1| 1
b .
x y oz a<) <) C<) a) | b) ‘ c) A c) esetben az s? sor tilos sor, te-
2700 1 11 31 31 3 Xy ozl S| S| < it az (eredeti) egyenlStlenségrend-
=3 el o s si=sf+si[o 0 o 2] of -2 . )
s5=25710 1 ;| 7| 71| 3% L 3| 5| 3| 11 szernek nincs megolddsa. A keresett
s 43 ss5=s5+s; 10 0 —3| 3|—-3|—-7 Lo 1 (114
5= 0 1 2| 1| 0]-1 S=sitsilo 0 3| 0| 3| -6 Y tanusité vektort megtaldljuk példaul
$4=25 10 -1 =1} —-1}-31-3 - visszahelyettesitésekkel:
2 2 12 2 12 1 2 6 2
S1 =51 +sh =251+ 253 = S(sT+83) +2(sT ) = SsT S+ 255 = oo+ g 285 = oy + 25+ 255,
tehdt y = (g ,0,0, %,2) megfelels valasztds. Az a) és b) esetekben még folytatni kell az elimin4cidt.
a<) b<) a) | b) Egyik esetben sem kaptunk tilos sort, tehat
X | > > z z Z stz
=310 g 1 1 Xy z % < van megoldds. A valtozéknak az elimind-
=5 T— 610 o . -y
g L 4900 0 1| 3|1 ST 000510 lasi sorrendjiiket megforditva adunk érté-
=130 0 —1|0|-1 % ;71 jjg 8 8 8 ; 8 ket az elimindlasukat kozvetlenii megels-
s§=5110 0 0] 2| 0 3T z0 allapot alapjan.

A z véltozé a hatodik tablazatban szerepel utoljara. Az s? sort visszairva szokdsos egyenlStlenség alakba Ox + 0y + 0z <
1, azaz a z < 1 fols0 korlat adédik mind az a) , mind a b) esetben. Az sg sorbdl az a) esetben —z < 5, azaz az > —%
alsé korlat adédik, a b) esetben —z < —1,azazz > 1. Az sg sorbol ugyanigy az a) esetben z > 0, illetve a b) esetben
z > 1 alsé korlat adédik. Osszevetve ezeket az a) részben 0 < z < 1, ab) részben 1 < z < 1 adédik, ezen korlatok kozott
z tetsz6legesen megvdlaszthatd. Innentdl csak az a) esettel foglalkozunk (a mésik teljesen analég). Valasszuk mondjuk
a 7z =0 értéket. A 4. tablazat sorain haladva az y véltozéra rendre y+z < 3, azaz z = O miatt y < 3; y+ %z < 9, azaz
y<2:y—2z<1l,azazy<1; —y—z < —1, azaz y > 1 adédik. Osszevetve a legerdsebb korlatokat 1 <y < 1, tehat
itt csak az y = 1 értékadas lehetséges. Az x valtozo lehetséges értékeit ezutan a masodik tablazat soraibdl olvassuk ki:
x+%y+%z :x+% <2 azaz x < 2: x4+2y—z=x4+2<4,azaz x <2; —x+2y+2z=—x+2 <5, azaz x > —3;
—x—y—z=—x—1< -3, azazx > 2. Osszevetve 2 < x < 2, azaz x = 2. [gy az egyenl6ltenségrendszer egy lehetséges
megoldasax =2,y =1, z=0. Megjegyzés (bar nem volt kérdés): rdadasul az is latszik, hogy az a) részfeladat minden
megolddsa esetén z értéke 0 és 1 kozé kell essen (€és itt barhova eshet).

b) Az utolsé sort is frjuk 4t <-re, és szdmoljuk végig a FM-elimindci6t a p paraméter cipelésével (a részletek doku-
mentalasat itt most mellézziik), mondjuk a szokdsos sorrendben elimindlva a véltozokat. Ekkor x4 eliminaldsa utan
egyetlen sort kapunk, ami egy 0 < vmi p-t tartalmaz6 kifejezés alaki egyenl6tlenséget jelent. Pontosan akkor lesz
megoldhat6 a rendszer, ha ez a sor nem tilos sor, azaz teljesiil a feltétel (magyardn a jobb oldala valéban nemnegativ,

ahogy 4llitja az egyenlétlenség). Atrendezve és p-re megoldva ezt az egyenlStlenséget p < 8 adédik. Tehat a rendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha p < 8.



2. Oldjuk meg Fourier-Motzkin elimindcid segitségével az aldbbi egyenlStlenség-rendszereket. Ha egy rendszer nem
oldhat6 meg, akkor mutassunk olyan y vektort, ami elé4llitja a tilos sort.

Tx1+5x)+3x3 <2 8x1 +5xp +3x3 <2
X1 —5xp —3x3+2x4 > =2
a) 2x1 4+ 5x) —6x4 > -3 b) 2x1 +5x) —6x4 > —3 )
X1 +2x3—8x4=5
3x1+x3 >4 3x1+x3 >4
X1 —2xp —4xy <2
2)61—3)C4§3 2X1—3X4§3

Megoldds: A megoldas teljesen analdg az el6z6 feladatéval, nem részletezziik. Annyit tegyiink hozza, hogy ha a csak
a megoldhatésag volna a kérdés, akkor a pozitiv valaszt egy alkalmas megoldas bemutatdsaval, a negativ valaszt pedig
egy tilos sor alkalmas el6allitdsdval hitelt érdeml&en igazolhatndnk. Megolddast, avagy tilos sort probélhatunk keresni
~ranézésre” is, egy egyszerd szamoldssal ellendrizhetjiik, sikerrel jartunk-e. Ha nem akarunk obskiirus médszerekre
hagyatkozni, megoldast a FM-eliminacidval is kereshetiink; de a tilos sort el64llité vektorra vonatkozé yA = 0 egyen-
letrendszert is megoldhatjuk (pl. Gauss-elimindcidval), ahol A a (nem kibd&vitett) egyiitthatomatrix. Itt azt kell tehat
megvizsgilni, van-e olyan nemnegativ megold4s (az esetleges szabad paraméterek alkalmas megvalasztidsdval), melyre
yb < 0 teljesiil. Nézziik ezt meg az a) feladat esetére. Az egyenlStlenségrendszert sztenderd (csupa <) alakra hozva az
A egyiitthatomaétrix és a b jobb oldal

7 5 3 0 2
2 -5 0 6., | 3

A=l 3 o -1 o |®P=| 4
2 0 0 -3 3

A Gauss-elimindciéndl ne feledjiik, hogy itt most a sorok felelnek meg a valtozéknak és az oszlopok az egyenleteknek
(balrdl szorzunk a véltozdinkat tarolé y vektorral), tehdt a megszokott miiveletkehez transzponalnunk kell a méatrixot
(az A matrix i. oszlopabdl lesz az AT mitrix i. sora). Az ATy = 0 rendszer kibdvitett egyiitthatomatrixat felirjuk,
Gauss-eliminédciéval megoldjuk (az elsd 1épésben a szdmoldsokat kényelmesebbé teendd folcseréliink pér sort, majd
leosztottunk az egy sorban levd egyiitthatok legnagyobb kozos osztdjaval):

7 -2 -3 2]0 1 -1 0 o0]o0 1 -1 0 o]0
5 -5 0 00 0 2 0 -1/0 0 2 0 -1/0
30 -1 ojo 7|3 0o -1 o070 3 -1 ofl0]"
0 6 0 -3|0 7 -2 =3 2|0 0 5 -3 20

1 -1 0 o]0 1 -1 0 0]/0 100 —%]o0

0 1 0 —3110 0 10 —4/0 010—?0

0 0 -1 3jo]7lo o1 -3jo]7loo1 =30

0 0 -3 2|0 0 00 00 000 00

A kapott redukalt 1€pcsds alak alapjan x4 =t € R szabad paraméter, x3 = %M = %t, Xy = %x4 = %t, x| = %M = %t. A

kapott y = (%t, 1, %t,t) megoldasvektor pontosan akkor nemnegativ, ha + > 0. Akkor kapunk tilos sort, ha rdadasul
yb <0, azaz t + %t —6t+3t = —%t < 0, igy példaul r = 2-re tilos sort kapunk, tehat az eredeti rendszer nem oldhat6
meg.

3. Egy linedris egyenlStlenségrendszernek hogyan lehet a Fourier—Motzkin-elimindcidval meghatdrozni egy olyan
megoldasat, amelyikben az x, valtozo értéke minimalis? Es olyat, amelyikben az x; valtozé értéke maximélis?
Megoldds: Ha van megoldds, akkor minden megoldds megkaphaté az FM-elimindcié utdni értékaddsos mddszerrel.
Ezért a véltozok értékaddsandl az x, valtozénak vélaszthatjuk a megengedett intervallumbdl a legkisebb értéket. Ha
az xp-et kell maximalizalni, akkor a véltozok elimindldsdt végezziik olyan sorrendben, hogy az x; maradjon utoljéra.
Ekkor a megoldds megkeresésekor x;-nek adunk el6szor értéket, valasszuk a lehet6 legnagyobbat.

4. Adjunk olyan médszert, aminek a segitségével az x1,...,x, valtozokkal felirt tetsz6leges linedris egyenlStlenség-
rendszerhez taldlhat6 olyan megoldas, amire c1x| + ... + ¢,X, minimdlis (ahol c1,...c, € R konstansok).

Megoldds: Felvesziink egy tij z ismeretlent és egy z = c1x1 + ... + ¢,x, egyenletet. Ugy oldjuk meg FM-eliminaciéval
az egyenl6tlenségrendszert, hogy z legyen az utoljara eliminalt valtoz6. Ha nem kapunk tilos sort, akkor lesz megoldas,
és az értékadds sordn z-vel kezdiink. Igy aztdn vagy meg tudjuk hatdrozni z lehetséges legkisebb értékét, vagy azt
kapjuk, hogy z-re nincs als6 korlat, azaz tetsz6legesen kis z esetén is van megoldas.

5. Adjunk meg olyan mddszert, ami tetsz6leges linedris egyenlGtlenségrendszerhez az xi,...,x, valtozoknak olyan
értékadasat talalja meg, amire a legjobban sériilé egyenlStlenség a lehetd legkevésbé sériil. Mds szdval: taldljuk meg az



egyenlStlenségrendszernek egy megolddsat, ha van, ha pedig nincs, akkor Ggy vélasszunk értéket a valtozéknak, hogy
az a; 1X1 +a; 2x2 + ... a; yX, — b; mennyiségek koziil a legnagyobb a lehetd legkisebb legyen.

Megoldds: Bevezetiink egy z ismeretlent €s minden ax < b egyenlStlenséget ax < b+ z egyenl6tlenséggel helyettesi-
tiink (és ha nem sztenderd alakd, akkor minden ax > b egyenl&tlenséget ax > b — z egyenl6tlenséggel; vagy sztenderd
alakra is hozhatjuk). Ha z-t elimindljuk utoljara, akkor tudunk olyan megoldast taldlni, amire z minimalis, és épp ez a
célunk.

6. Az oldalt lathat6 (G,s,t,c) halézaton szeretnénk maximalis folyamot keresni. Hogyan
lehetne ezt a Fourier—Motzkin-eliminéci6 segitségével megtenni? (Aki nagyon elszant, ér-
dekességképpen megprébalhatja ténylegesen megoldani ilymédon a feladatot.)

Megoldds: Altaldnos esetben is megy a dolog: minden e élre vezessiink be egy x, valtozét. A kapacitasfeltétel, a
nemnegativitds és a csomoéponti térvény egyarant linedris feltételeket szab a valtozdkra:

Ve € E(G): x, >0
Ve € E(G): x, < c(e)
Vv e V(G)—{s,t} Z Xy = Z Xyus
uveE(G) vueE(G)

célunk pedig a nettd termelés,

Z Xsy — Z Xys
sveE(G) vs€E(G)
maximalizdldsa. Ez véltozénként kett§, nem termindlis csicsonként egy linedris feltétel, plusz egy maximalizdland6
mennyiség. A konkrét esetben az €lekbdl 5 véltozét kapunk, melyekre a nemnegativitas és a kapacitasfeltétel egyarant
0t-0t, Osszesen 10 feltételt szab, tovabba két cstcsra kell felirnunk a csoméponti torvényt. A FM-eliminacié tanult val-
tozataval (egy Uj valtozot €s egy 1ij egyenletet (két egyenltlenség) bevezetve) a feladat megoldhaté; a kapott rendszer
sztenderd alakban 6 valtoz6bdl és 14 sorbdl fog allni.



