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Tudnivalok

Megfigyelés. Tetsz6leges linedris egyenl6tlenségrendszer a; 1x1 +a; 2x2 + al aiy ... ai, b
...+ a; nx, < b; kanonikus alakba hozhat6 (1 <i <k, a; j,b; € R) tgy, az) ap ... Gy b by
hogy az esetleges egyenléségeket két egyenlStlenségként irjuk fel, a for- : = :
ditott (>) egyenlGtlenségek helyett pedig a (—1)-szeresiik szerepel < re- ak1 g2 - Gk b
laciéval. A rendszer egyiitthatomadtrixa és jobb oldala a jobbra ldthaté A )

)

matrix és b oszlopvektor, a kibGvitett egyiitthatométrixa (A|b).

Fourier-Motzkin-eliminacio A Gauss-eliminaciéhoz hasonlé elemi sorekvivalens atalakitasokat végziink (sorcsere,
sor A-val végigszorzasa, egy sornak a masikhoz hozzdaddsa), de itt csak A > 0 lehet, ezért egy-egy véltozé elimindci-
6ja bonyolultabb, mint a Gauss-eliminacié esetén. Itt is egymds utdn elimindljuk az x;,xy,...,x, viltozékat (mondjuk
ebben a sorrendben), azaz olyan egyenl6tlenségrendszerre tériink at, amelyikben az éppen elimindlt valtozé mar nem
szerepel. Az x; eliminécidjat az aldbbiak szerint végezziik.

A kibdvitett egytitthatématrix sorait alkalmas pozitiv konstansokkal szorozva elérjiik, hogy Ay by

az x; oszlopdban minden elem +1 vagy 0 legyen. Sorcserékkel a matrixot a jobbra lathaté = ( ‘1— b- )
alakba irjuk, ahol az x; oszlopdban A ,A_ ill. Ag tartalmazza rendre az 1, —1, ill. O elemeket. 0 bo

Az x;-t +1, ill. —1 egyiitthatéval tartalmazé sorok dtrendezve x; < a alaku f6ls6, ill. x; > b (azaz —x; < —b) alaki als6
korlatok x;-re (ahol a és b fiigg a tobbi (még nem elimindlt) valtoz6tél). Egy ilyen b < x; < a rendszerben pontosan
akkor adhaté megfelel6 érték x;-nek, ha b < a, azaz 0 < a — b, és ez minden +1-es és —1-es sorbdl kapott korlatparra
teljesiil. Az eliminéci6 soran tehat minden ilyen sorparbol képezziik a sorok 0sszegét, és ezeket az Uj sorokat tessziik
az Uj rendszerbe.

Az x; elimindci6ja utdn tehdt az A’ = A | b

A_-beli sorpar 6sszegét, b* pedig a b, és b_ megfelels koordinatdinak 6sszege. Ha A vagy A_ iires volna, ne ijedjiink
meg: ilyenkor A* is tires (ilyen esetben pl csak fols6 korlataink vannak x;-re, azaz kell6en kis értéket adva x;-nek nem
foghatunk mellé). Az elimin4cié utdni métrixban tehat x; oszlopdban csak 0 egyiitthatok dllnak. Az FM-eliminacid
sordn a valtozdokat egymads utdn elimindljuk. Két eset fordulhat eld:

I. eset. Az elimindlés sorén tilos sor keletkezik, azaz olyan csupa O sora A-nak, amelyhez a b konstans negativ. Ekkor
nincs megolddsa a linedris egyenlétlenségrendszernek.

II. eset. Nem keletkezik tilos sor. Ekkor forditott (x,,x,_1,...,x1) sorrendben értéket adunk az egyes véltozoknak.
Az x;-nek torténd értékaddskor csak az x; elimindcidjakor elhagyott soroknak megfeleld egyenlStlenségekre kell fi-
gyelni: ezek adnak az x;-re egymasnak nem ellentmond6 alsé és felsd korlatokat. Ilyenkor tehdt van megoldas, és
konstrudlhatunk is egyet.

Megfigyelés. A Fourier—Motzkin-eliminacié sordn kapott minden egyes egyenlGtlenség az eredeti rendszer egyenlGt-
lenségeinek alkalmas nemnegativ tobbszoroseinek dsszege, azaz az (A|b) kibdvitett egyiitthatomatrix sorainak nemne-
gativ egyiitthat6s linedris kombindcidja. Ez pontosan annak felel meg, hogy egy csupa nemnegativ koordinatakbdl allé
y sorvektorral balrdl szorozzuk az (A|b) matrixot; az i. sor egyiitthatGja az y i. koordindtdja. Tehdt az elimindci6 sordn
pontosan akkor kapunk tilos sort, ha van olyan nemnegativ koordinatakbdl all6 y sorvektor, melyre yA = 0 és yb < 0.

A ‘ b > matrixot kapjuk, ahol A*-ba gyfijtjiikk az 6sszes lehetséges A ill.

Gyakorlatok

1. Oldjuk meg Fourier—Motzkin-eliminacié segitségével az aldbbi egyenl6tlenség-rendszereket, ill. hatdrozzuk meg
mindazon p értékeket, amelyre megoldhaté a rendszer. Ha egy rendszer nem oldhaté meg, akkor allitsuk el6 a tilos sort
az eredeti egyenlGtlenségekbdl.

2x+y+z<5 2x+y+z<5 2x+y+z<5 2x1 +x2+x3+x4 <10
x+2y—z<4 x+2y—z<4 x+2y—z<4 X1 +3x +x3+x4 <12
a) z<1 b) z<1 ©) z<1 d) xp+x2+4x3+x4 < 14
x—2y—27> -5 x—2y—27> -5 x—2y—2z>-5 X1 +x24+x3+5x4 <16

x+y+z>3 x+y+z>4 x+y+z>5 Xp+x2+x3+x42p



2. Oldjuk meg Fourier-Motzkin eliminéci6 segitségével az aldbbi egyenlStlenség-rendszereket. Ha egy rendszer nem
oldhat6 meg, akkor mutassunk olyan y vektort, ami elé4llitja a tilos sort.

Tx1+5x)+3x3 <2 8x1 +5xp +3x3 <2
X1 —5xp —3x3+2x4 > =2
a) 2x1 4+ 5x) —6x4 > -3 b) 2x1 +5x) —6x4 > —3 )
X1 +2x3—8x4=5
3x1+x3 >4 3x1+x3 >4
X1 —2xp —4xy <2
2)61—3X4§3 2X1—3X4§3

3. Egy linedris egyenlStlenségrendszernek hogyan lehet a Fourier-Motzkin-elimindciéval meghatarozni egy olyan
megolddsat, amelyikben az x, valtoz6 értéke minimdlis? Es olyat, amelyikben az x; véltozd értéke maximaélis?

4. Adjunk olyan médszert, aminek a segitségével az xy,...,x, viltozoékkal felirt tetsz6leges linedris egyenlStlenség-
rendszerhez taldlhat6 olyan megoldas, amire c1x; + ... + ¢;X, minimdlis (ahol c1,...c, € R konstansok).

5. Adjunk meg olyan mddszert, ami tetszéleges linedris egyenlGtlenségrendszerhez az xi,...,x, valtozéknak olyan
értékaddsét taldlja meg, amire a legjobban sériild egyenlétlenség a lehetd legkevésbé sériil. Més széval: taldljuk meg az
egyenl6tlenségrendszernek egy megoldasat, ha van, ha pedig nincs, akkor tigy vélasszunk értéket a valtozoknak, hogy
az a; 1 X1 +a;»x + ...a; »X, — b; mennyiségek koziil a legnagyobb a lehetd legkisebb legyen.

6. Az oldalt lathat6 (G,s,t,c) halézaton szeretnénk maximalis folyamot keresni. Hogyan
lehetne ezt a Fourier—Motzkin-eliminacié segitségével megtenni? (Aki nagyon elszant, ér-
dekességképpen megprébdlhatja ténylegesen megoldani ilymédon a feladatot.)




