Kombinatorikus optimalizalas 2024. II. félév

5. gyakorlat. Fleiner Tamds feladatsora alapjan 6sszedllitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme . hu)

Tudnival6k

Definici6é: A hdlozat egy (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V,E) egy irdnyitott graf, ¢ : E — R, kapacitasfiiggvény és
s,t € V a G kiilonboz6 csticsai, Un. termindljai (s a termeld, t a fogyaszto). A fenti hdlézaton f : E — R, egy folyam,
ha 0 < f(e) < c(e) minden e € E élre (ez a kapacitdsfeltétel), és Y ,,cg f(uv) = Y uck f(vu) tetszOleges v € V '\ {s,1}
csuicsra (ez a folyammegmaraddsi avagy Kirchhoff-szabdly, esetleg csomoponti torvény). Az f folyam nagysdga (el-
avult szOhasznalattal az f folyam értéke) az s-b6l kifolyé nettd folyammennyiség: Y, cr f(su) — Y scr f(us).
Definicié: (st)-vdgds: a fenti hdl6zatban olyan X C V cslcshalmaz, melyre s € X Z 1. Az X vdgas kapacitdsa c(X) :=
Yuex vev\x ¢(uv), magyardn az X-bdl V'\ X-be futé (azaz X-bdl kilépd) €lek dsszkapacitdsa.

Allitas: Ha (G, s,t,c) egy hélézat, f egy folyam és s € X C V \ {t} egy st-vagas, akkor My =Y, ek (G)ueX vex J (Uv) —
YuwveE(G)ugx vex | (uv), azaz a folyamnagysdg megegyezik a vagdson &tfoly6 netté folyammennyiséggel. Az ut6bbi
mindig legfeljebb c¢(X), és pontosan akkor egyenld c¢(X)-szel, ha f(uv) = c¢(uv) minden X-bdl kiléps uv élen, és
f(uv) = 0 minden X-be belépd uv élen. Kov.: Ha f folyam és X st-vdgast indukdl, akkor my < ¢(X).

Allitas: Haa (G,s,t,c¢) hdl6zatban egy f st-folyam és egy s € X %t vagés esetén m; = c(X) teljesiil, akkor f maximalis
nagysagu st-folyam, tovabba X minimaélis kapacitasu st-vagast indukal.

Ford-Fulkerson tétel: Tetsz6leges hdlézatban maxm; = minc(X), azaz a maximalis folyamnagysidg megegyezik a
minimdlis vagaskapacitdssal.

Definicié: Ha (G,s,t,c) egy hdlozat, f pedig egy folyam, akkor a Gy = (V(G),Ey) az f-hez tartoz6 segédgrdf, melyre
uv € Erhauv € E(G) és f(uv) < c(uv) (eldreél) vagy havu € E(G) és f(vu) > 0 (visszaél). Az f folyamhoz egy javito
it a Gy segédgraf egy s-bdl t-be vezetd irdnyitott ttja.

Novelés javito uttal: Ha taldlunk egy f folyamhoz tartozé Gy segédgrafban st utat (javité utat), akkor f novelhetd:
a javité it mentén (ami G-ben nem feltétlen irdnyitott Gt) az el6reéleken €-nal ndvelve (maximum a kapacitasig), a
visszaéleken €-nal csokkentve (legfeljebb 0-ig) a folyamot, a folyam nagysiga €-nal né.

Javito utas algoritmus: Kiindulunk egy f folyambdl (példdul f = 0), és addig noveliink az aktudlis f-hez tartozo
segédgraf javitd dtja mentén, amig ez lehetséges. Ha nincs javité ut, akkor a folyam maximdlis. Ezt igazolja, hogy a
segédgrafban az s-bdl elérhetd csicsok X halmaza ekkor minimalis sz-vagast indukal.

Gyakorlatok

1. a) Mutassunk a fenti, bal oldali dbrén lathat6 (G, s,t,c) hdlézatban egy maximalis sz-folyamot (és igazoljuk is a
maximalitdsat). b) Taldljunk a fenti, k6zéps6 abran lathat6 hdl6zatban minimalis kapacitdsu sz-vagast, és bizonyitsuk
be, hogy nincs a megtalaltnal kisebb kapacitdsu st-vagas.

Megoldds: a) Egyszerre keresiink maximalis nagysagu folyamot €s minimélis kapacitdsu vagast az 6ran tanult Ford-
Fulkerson (javité utas) algoritmus segitségével.

Az aktudlis segédgraf néhany sz-titja mentén torténd javitdsok utdn az ab-
rdn lathatd, 42 nagysigu f folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (kék-
kel) szedett szdmok az f folyam értékét jelzik az adott élen, ha egy élen
nincs ilyen szam, akkor azon f = 0.) (4 pont)
(Egyébként ugy kaptuk, hogy sorra az sabct (7), sdeft (9), sdbft (6) sab ft
(4), saedbft (9), saecbft (7) utakon javitottunk, zardjelben a javitds sordn
elkiildott folyam nagysdga 4ll.) (0 pont)

A megfelel§ segédgrifban s-bdl elérhetd pontok X = {s,a,e,c} halmaza (az dbran szaggatott vonal jelzi) dltal meg-
hatdrozott st-vagas szintén 42 kapacitdsd, hiszen az X-bdl kilépd élek kapacitdsainak osszege c(sd) + c(ab) + c(ef) +
clct) =15+114+9+7=42. (4 pont)
Mivel a hdlézatban 1étezik 42 nagysagui folyam, ezért tetszOleges sf-vdgas kapacitdsa legalabb 42; és a halézatban
1étezik 42 kapacitdsu st-vagds, tehat tetszdleges st-folyam nagysdga legfeljebb 42. Tehdt a taldlt folyam maximaélis
nagysagu, a talalt vagas minimadlis kapacitasa. (2 pont)



(A teljes értékli megolddshoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan taldlt olyan folyamot és st-vagést,
melyek nagysdga ill. kapacitdsa megegyezik.)

b) Az el6zével megegyezé modon haladva és érvelve, az dbran
l14that6 56 nagysagu folyam maximadlis nagysagu, és a szaggatott
vonallal jelolt 56 kapacitdsd (5 csdcsd X halmaz éltal indukdlt)
vagas minimalis kapacitdsu.

2. A sithek Sotét Testvérisége a fenti, jobb oldalon lathaté graf s csicsabdl késziil csapdst mérni a Jedi Tandcs ¢
tdmaszpontjara oly médon, hogy a sithek a graf élei mentén szeretnének z-be eljutni. (Egy sith sosem halad visszafelé
egy élen.) Az élekre irt szdmok azt jelzik, hany jedi 6rszemet kell az adott dtvonalra telepiteni ahhoz, hogy az ott
prébalkozé sitheket megallitsdk. Hatdrozzuk meg, legalabb hany 6rszem sziikséges a tdmaszpont biztositdsdhoz, azaz
ahhoz, hogy egyetlen sith se tudjon s-bdl 7-be jutni.

Megoldds: A feladat megfogalmazhat6 ugy is, hogy ha a megadott grafban az élekre irt szimokat az adott kapacitdsnak

értelmezziik, akkor minimalis kapacitast st-vagast kell talalnunk. (2 pont)
Ez¢&rt az 6ran tanult noveld utas modszerrel maximaélis nagysdgui folyamot keresiink, és ennek segitségével taldljuk meg
a minimalis vagast. (2 pont)

Az 4bra egy 17 nagysigu folyamot mutat (a nagyobb, kékkel irt
szamok jelentik az adott élen a folyamértéket, ha nincs kék szam,

akkor ez 0), (2 pont)
ezért legalabb 17 jedi 6rszemre van sziikség a tdmaszpont bizto-
sitasahoz. (1 pont)
A szaggatott vonallal jelzett X halmaz egy 17 kapacitasu sz-vagast
indukal, (1 pont)
ezért 17 jedi 6rszem elég a tdmaszpont biztositdsdhoz. (1 pont)
A feladat kérdésére a valasz tehat 17. (1 pont)

3. Igaz-e, hogy az aldbbi, bal dbrahoz tartozé (G,s,t,c) hdlézatban a maximdlis folyamnagysdg pontosan 17? (Az
élekre irt szdmok a megfelel6 kapacitdsokat jelolik.)

Megoldds: A maximdlis folyamnagysdg megegyezik a minimélis sz-vagés kapacitdsaval. (3 pont)
Mivel minden él kapacitdsa 3-mal oszthatd, (2 pont)
ezért a minden vigaskapacitds, specidlisan a minimalis is a 3 tobbszorose, (2 pont)
tehat a maximalis folyamnagysag is 3-mal oszthato. (2 pont)
A 17-et 3-mal osztva 2 maradékot kapunk, ezért a maximalis folyamnagysdg nem lehet 17. (1 pont)

Meg lehet oldani persze a feladatot a maximalis folyam meghatarozasaval is.

4. Hatarozzuk meg az el6z$ dbran, a kozéps6 hdldzatban az ef €l p kapacitdsanak Osszes olyan értékét, amire a
maximélis sz-folyamnagysag pontosan 42.

Megoldds: Az f(sa) =25, f(ab) =25, f(bt) =15, f(bd) = 10, f(dt) = 10, f(sc) = 10, f(cf) = 10, f(se) = p
(tegyiik fol, hogy p < 8), f(ft) = 10+ p egy 35+ p nagysédgu folyamot barmely 0 < p < 8 esetén. Ha pontosan 42
nagyséagu folyamot szeretnénk, akkor emiatt p <7 kell legyen, és p = 7-re ekkora folyamot kapunk.

Az X = {s,a,b,d, e} halmaza olyan st-vagast indukdl a hdlézatban, amelynek kapacitdsa ¢(X) = 35+ p.

Mivel egy 42 nagysdgu st-folyamhoz az sziikséges, hogy minden sf-vagds kapacitdsa legaldbb 42 legyen, ezért ha 42
nagysagu folyamot szeretnénk, akkor p > 7 sziikséges is.

A viélasz tehdt az, hogy kizdrélag p = 7 esetén lesz a maximadlis sz-folyamnagysdg pontosan 42.

5. Baj van: atszakadt a hegytetdn a zagytarozé gatja. Szerencsére az iszap nem veszélyes, slaggal lemoshaté. Az el6z6



oldal aljan a jobb oldali 4brdn 7 jelzi a tdrozot, s pedig a szerencsétlen helyen fekvd védrost, amit meg kell védeni. A
nyilak arra vezetnek, amerre az adott mélyedésben folyik a zagy. (Furcsa itt a gravitacié: megtorténhet, hogy végig
lejt egy kiindulépontjaba visszatér6 ttvonal.) A nyil mellett 4ll6 szamok azt mutatjak, hogy a katasztréfavédelemnek
hany percig tart elzdrni az adott nyil mentén lezidul6 folyadék utjat. Cél: a lehet6 leggyorsabban zarjunk le minden
lehetséges s-be vezetd utat az arra dramlé melléktermék el6l. Mivel csak egy munkagép miikodik, ezért a kivéalasztott
utvonalakat csak egymds utdn zdrhatjuk le. Segitsiink a katasztrofavédelemnek: hatdrozzuk meg, mennyi a sziikséges
legrovidebb id8, ami alatt a munka elvégezhetd. Bizonyitsuk be azt is, hogy kevesebb idé nem elég minderre.

Megoldds: Ha a feladathoz tartozé dbra grafjat hilézatként értelmezziik, akkor az a célunk, hogy ebben a hilézatban
minimalis kapacitdsud ts-vagast taldljunk. (A rs-vagas kapacitdsat (szemben az st-vagassa)l a 7-t tartalmazo rész fel6l
az s-t tartalmazd rész felé mutatd élek dsszkapacitdsa adja.)

A minimélis ts-vagds meghatdrozasat a halézat egy maximalis folyamanak megkeresésével példaul az 6ran tanult mo-
don végezhetjiik el. Ha j6l csindljuk, kapunk egy 17 nagysagu folyamot és egy 17 kapacitdsd vagast.

A folyam létezése miatt barmely rs-vagds kapacitdsa legalabb 17. Ezek szerint valéban minimélis zs-vagast taldltunk,
igy a vdlasz az, hogy a katasztr6favédelemnek legaldbb 17 percre van sziiksége, és ennyi elég is, ha a megtalalt zs-vagas
t-t6l s felé futd éleit zarjak le.

Ez egy gonosz feladat: nemcsak azért, mert az s és t szerepe felcserél6dott, hanem amiatt is, hogy a folyamnak
(ami a vagds minimalitisat bizonyitja) nincs szemléletes jelentése, szemben a megszokott modellel, aholis vmi termék
dramlik.

6. Adott a D irdnyitott graf valamint élein egy c kapacitdsfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s,f €s w a D olyan cstcsai,
hogy létezik D-ben m nagysagu st-folyam €s m nagysagu tw-folyam is, akkor D-ben 1étezik m nagysagu sw-folyam.

Megoldds: Az MFMC-tétel miatt elég megmutatni, hogy minden sw-vdgds kapacitdsa legaldbb m (hiszen ekkor a
minimélis sw-vagds kapacitdsa legaldbb m, és egy egyenldé a maximaélis sw folyamnagysdggal). Legyen X egy sw-
vagas (ekkor s € X, w ¢ X). Hat ¢ X, akkor X egydttal egy st-vagds is. Mivel l1étezik m nagysagu st-folyam, minden
st-vagas kapacitdsa legaldbb m, specidlisan X kapacitdsa is legaldbb m. Ha r € X, akkor X egy tw-vagas. Mivel létezik
m nagysagu rw-folyam, minden rw-vagas kapacitasa, igy specidlisan X-€ is legalabb m.

7. Igaz-e, hogy tetszbleges hal6zatban van olyan él, aminek a kapacitdsat alkalmas pozitiv €-nal csokkentve a maxima-
lis folyamnagysag is pontosan €-nal csokken? Igaz-e, hogy tetsz6leges hdl6zatban van olyan él, aminek a kapacitdsat
alkalmas €-nal novelve, a maximadlis folyamnagysag is £-nal ndvekszik? Ha a fenti allitdsok valamelyike nem mindig
igaz, akkor hogyan tudjuk egy adott hilézat esetén eldonteni, hogy 1étezik-e a kivant tulajdonsagu é1?

8. Rajzoljunk egy hél6zatot, amiben valamelyik él kapacitdsa egy p paraméter. Hatdrozzuk meg ebben a hél6zatban p
fliggvényében a maximalis folyamnagysagot.

Megoldds: Legyen a max folyamnagysdg p = 0-ra mo €s p = oo-re m.. Ekkor a max folyamnagysag p-re m, =
min{me,mp+ p lesz, ugyanis a minvagasban vagy nincs benne a paraméteres €l, és akkor m.. a kapacitdsa, vagy benne
van, de akkor ez a minvagds p = O-ra is minvagds, tehat a vagds kapacitdsa mgy + p lesz.

9*. Legyen s és t egy kocka két atellenes csucsat, és irdnyitsuk a kocka éleit s-t6l ¢ felé. Hogyan osszunk adjunk 4
élnek 1, 4 élnek 2 és 4 élnek 3 kapacitast gy, hogy a kapott hdlézatban a maximalis st-folyam nagysdga a lehetd
legnagyobb legyen?

Megoldds: A koénnyebb kommunikdlhatésdg érdekében forgassuk tgy a kockét, hogy tengelypdrhuzamos dlldsban
legyen, és s legyen a bal-fols6-elsd csticsa (¢t pedig a jobb-als6-hdtsd). A fiiggbleges élek kapacitdsa legyen 2, az s-re
és t-re illeszked6 masik ké-két €l kapacitdsa harom, a tobbié egy. Meggydzhetjiilk magunkat, hogy minden €lnek a
kapacitdssal megegyezd folyamértéket adva valéban folyamot kapunk, melynek nagysdga 8. Ennél tobb nem is lehet:
ahhoz az s-bdl kiléps harom élnek 9 dsszakapacitdsa kéne legyen (ez az X = {s} vdgas kapacitdsa), de akkor a 7-be
belépd élek Osszkapacitdsa legfeljebb 3+2+2 =7 (ez az X = V(G) \ {t} véagds kapacitdsa), tehdt nem kaphatunk
nagyobb folyamot. (Egy masik jopofa érv arra, hogy a min vdgaskapacitds legfeljebb 8: az s-et tartalmaz6 harom
lap hdrom vagés, a kilép6 élek rendre a hdrom tengelyirdnyd élhalmaz. Eme hirom vagés kapacitdsat tehit harom
diszjunkt élhalmaz hatdrozza meg, melyek egyiitt pont lefedik az osszes €lt. Mivel az Osszes €l egyiittes kapacitasa
4.-14+4-244-3 =24, és ezek a hdrom vagas kozt vannak valahogyan szétosztva, igy a hdrom vdgas koziil legaldbb
egynek legfeljebb 24 /3 = 8 lehet a kapacitasa.)

10. Tanultuk, hogy ha egy hal6zatban minden él kapacitdsa egész szam, akkor van olyan maximalis nagysagui folyam,
amely minden élen egész értéket vesz fol (mds széval egész(értékii )folyam). Igaz-e az is, hogy egész kapacitdsok esetén
minden maximaélis folyam egészfolyam?



//////

csucs foka r és r > 0, akkor G-ben van teljes parositas.

Megoldds: A ps graf éleit lefelé iranyitjuk, feliil felvesziink egy s termeldt, alul egy ¢ fogyasztét, és a megfeleld
csicsokbdl irdnyitott éleket a termindlokhoz. Minden élkapacitds 1. Definidljunk egy folyamot: minden s-bdl kilépd
és t-be belépd élen a folyamérték legyen 1, a G élein pedig 1/r. Ez valéban folyam, pl egy folsG csticsba 1 folyamérték
1ép be, a kilép6 r darab élen pedig r - % = 1. E folyam nagysédga n, a legnagyobb folyam nagysdga tehat legaldbb n
(tobb persze nem is lehet). Az egészértékliségi lemma miatt van tehat n nagysagu egészfolyam; ez minden élen 0 vagy
1 értéket vesz fol, és konnyen lathatd, hogy az 1 értékli G-beli élek teljes parositast alkotnak (hiszen pl minden fols6
csicsba belép 1 folyamérték, tehat ki is kell 1épjen pontosan egy darab 1 értéki él, alsékra ugyanigy).

12**, Igazoljuk, hogy ha a (G, s,t,c) hdlézatban a ¢ kapacitdsok egészek és f egy folyam, akkor van olyan f’ egészfo-
lyam is, amire | f(e)] < f'(e) < [f(e)] teljesiil minden e élre.

13**. Az el6z6 feladat eredményének segitségével mutassuk meg, hogy ha G péros graf, akkor ¥'(G) = A(G).

14*. Egy (G,s,t,c) hdlézatban minden él piros, fehér, vagy zold. Ha csak a piros és fehér, vagy csak a piros és zold,
vagy csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott hdl6zatokban a maximalis nagysdgu st-folyam nagyséaga 10.
Bizonyitsuk be, hogy a teljes hdlézatban a maximalis nagysdgu s¢-folyam nagysdga legaldbb 15.

Megoldds: Legyen f,g és h egy-egy 10 nagysagu folyam, amely csak a piros-fehér, piros-zold ill. fehér-zold éleket
hasznélja. Ekkor [tgth megengedett folyam, és nagysdga 15. Azt se nehéz latni, hogy barmely st-vdgas kapacitésa is

2
legaldbb 15.



